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Aufgabe 4.1

Untere Schranke: m"~™ < B,

Wir miissen nur zeigen dass es mindestens m”~"* Blocke gibt.
Angenommen es gibt m Blocke die die Zahlen von 1...m enthalten.
Nun teilen wir die Zahlen m + 1 bis n auf diese Blocke auf.

Dann kann man diese n — m Zahlen in m™™™ Wegen aufteilen.

Striktheit
Wenn n =1 ist dann ist m = 1 und somit gilt:
m'l=1=D;

Wenn n > 2 ist gibt es immer eine Partition die nicht in der Form ensteht.
Zum Beispiel alle in ein Block.

Daher ist m™™" gleich < B, fiir n = 1 und strikt kliner fiir n > 2.

Obere Schranke: B, < n!

Dies konnen wir per Induktion beweisen.

Fiurn=1

Blzlzn!

Fiir alle 7 <n

Pro Iteration kann man das neue ¢ in einen der ¢ — 1 bestehenden oder einen neuen Block einfiigen.
Damit gilt:
Bi<(i—141)Bii <(i—1+1)@GE—-1)!=0G-1+1)!=1!

Striktheit
n=1:B=1=1!
n=2:By=2=2!
n=3:B3=5<6=3!

ab n = 3 ist n! groker als B, da wir oben gezeigt haben das

(n+1)B, < (n+ 1)n!

gilt.
Somit ist n! gleich B, fiir n < 2 und strikt grofer fiir n > 3.



Aufgabe 4.2

n! bezeichnet die Nummer aller Anordnungen von [n]. Diese lassen sich auch als die geordneten Parti-
tionen von [n] in n Teile auffassen, was ein Teil aller geordneten Partitionen ist, somit gilt

n! < B,

Diese Ungleichung ist strikt falls es Partitionen in weniger als n Teile gibt, also wenn n > 1.

n__ n
DD (k:lk:n>

ki+..+kn=n

bezeichnet die Nummer aller Aufteilungen von [n] in die Teile &y, ..., k, wobei erlaut ist, dass k; leer
bleiben. Man kann jede geordnete Partition in m Teile als Aufteilung in die Teile kq, ..., k;, auffassen
wo also kp41, ..., kn leer bleiben, somit gilt

Bn S Z (kl,n,k’n> :nn

ki+...+kn=n

Gleichheit gilt nicht allgemein, da n™ auch Aufteilungen beriicksichtigt in denen k; leer ist. Damit ist
die Ungleichung strikt falls k; leer sein konnen, also wenn n > 1.

Aufgabe 4.3

Sei S die Menge aller Partitionen von [n+ 1] und fiir ¢ € [n] sei A; C S die Menge aller Partitionen, so
dass ¢ und n+ 1 im selben Teil der Partition liegen. Damit ist S\ [J;"_; A; die Menge aller Partitionen,
in denen n + 1 in einem einzelnen Teil liegt. Dies léasst sich offensichtlicherweise bijektiv zu der Menge
aller Partitionen von [n] abbilden, also |S\ ;- 4i| = Bn.

Weiterhin lassen sich in A4; ¢ und n+1 als ein Element auffassen, da sie per Definition in allen Partitionen
zusammen sind. Somit ist auch |A4;| = B,,.

Fiir I C [n] ldsst sich mit gleichem Argument erkliren, dass |A;| = B, ;,_ ;. Hierbei gilt wie iiblich
Ay =4y :=5.

Dadurch ergibt sich die Gleichung:

3

s\Ua

By = = (DA = <n> (—1) Bos1-
i=1 1) =0
- n e " /n e
=3 (1) GO B =3 (1) (1M B
k=0 k=0



Aufgabe 4.4
Wenn man die ersten B,, mod 2 betrachtet sie man ein muster: 1, 1, 0, 1, 1, 0, ...

B, B, mod?2
1

1
1
2
5

ot

n
0

1 1
2 0
3 1
4 1 1
5 52 0
6 1
7 1
8 0

In dieser Aufgabe sollen wir beweisen das dieses Muster sich fiir immer wiederholt.

Daher miissen wir nur zeigen dass:
B, = B,4+3 mod 2

betrachte gerade und ungerade Sterling numbers getrennt:

G, = z": S(n, k)
k=0

k ge_rade

ADb hier nehmen wir alles mod 2.
Nun kénnen wir Gp41 und Uy,4q in mit iherer Rekusiven definition zerlegen:

Gnin= Y S(n+1,k)

k gerade

- Z (kS(n, k) + S(n,k—1))

k gerade ( 1)

= Y S(nk-1)

k gerade
=U,

da
> k-S(nk)=0

k gerade

und

Upp1= Y S(n+1k)

k ungerade

= Z (kS(n,k) + S(n,k — 1))

k ungerade (2)
= > Smk)+ > Shk-1)

k ungerade k ungerade
=U,+G,



Dazu haben wir oben definiert das:

B, =G, +U,

Und da alles mod 2 genommen wird kann man in Additionen alle G,, oder U,, die zweimal vorkommen

Wegstreichen. Somit kénnen wir zeigen

Bn+1 = Gn+1 + Un+1
=U, + (Up + Gp)
=G,=B,+U,

Bn+2 = Bn+1 + Un+1
=Gn+ (U + Gp)
=U,

Bpni3 = Bpio + Upyo
=U, + (Un+1 + Gn+1)
=Up+ (U, +Grn)+U,)
=U, +U, + B,
=B,

dass B,, = B3 ist.

(3)



