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Vorwort

Band 2

Der vorliegende zweite Band schliefit nahtlos an den ersten an und bildet mit die-
sem eine Einheit. Aufgrund der Stoffauswahl ergibt sich zwar eine weitgehende Un-
abhéngigkeit, aber bestimmte Grundbegriffe aus Band 1 werden natiirlich voraus-
gesetzt. Wir werden Sie aber immer wieder an diese erinnern bzw. auf die entspre-
chenden Abschnitte in Band 1 verweisen. Insbesondere moéchten wir das gleich an
dieser Stelle tun, indem wir auf das dortige Vorwort verweisen.

Computereinsatz

Wieder haben wir Beispiele, bei denen uns der Computereinsatz sinnvoll erscheint,
mit ,,—+»CAS“ gekennzeichnet und im zugehorigen Abschnitt ,Mit dem digitalen Re-
chenmeister“ mit Mathematica gelost. Die Notebooks dazu sind wie gewohnt auf der
Website zum Buch (URL siehe unten) zu finden. Dort finden Sie auch die Einfiihrung
in Mathematica aus Band 1.

Eine Bitte...
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gen sicher noch ein paar unentdeckte Fehler darin. Wir freuen uns daher, wenn Sie
uns diese mitteilen. Auch Ihr Feedback und Verbesserungsvorschlidge sind herzlich
willkommen. Die Liste der Korrekturen sowie Ergédnzungen finden Sie im Internet
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http://www.mat.univie.ac.at/~gerald /ftp /book-mfi/
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18

Elementare Funktionen

18.1 Polynome und rationale Funktionen

Polynome und rationale Funktionen haben die angenehme Eigenschaft, dass man ihre Funktions-
werte leicht, ndmlich nur unter Verwendung der Grundrechenoperationen +, —, -, /, berechnen kann.
Das sind aber die einzigen Operationen, die ein Computer von sich aus beherrscht! Mehr muss er
aber zum Gliick auch nicht kénnen, denn alle komplizierteren Funktionen werden einfach durch
Polynome approximiert.

Definition 18.1 Eine Funktion f : R — R der Form

n
fl@) = Zaj:zzj —ag+az+...+ap_12" "+ a,z” mitn e N
=0

heifit (reelles) Polynom. Die reellen Zahlen ag, ay, ..., a, werden die Koeffizien-
ten des Polynoms genannt. Unter der Voraussetzung a,, # 0 nennt man n = deg(f)
den Grad (engl. degree) des Polynoms. Der Grad ist also der gréfite vorkommende
Exponent. In diesem Zusammenhang nennt man a,, auch den , héchsten Koeffizien-
ten“. Ein Polynom mit a,, = 1 heifit (auf eins) normiert.

Auch die identisch verschwindende Funktion, f(z) = 0 fiir alle z € R, kann als Po-
lynom aufgefasst werden. Damit unsere Formeln auch in diesem Fall richtig bleiben,
ordnet man diesem Polynom den Grad —oo zu.

Wenn zwei Polynome f und g addiert oder multipliziert werden, ergibt sich fiir den Grad der Summe
bzw. des Produktes: deg(f + g) < max(deg(f),deg(g)) und deg(f - g) = deg(f) + deg(g).

Beispiel 18.2 Polynome
Welche der folgenden Funktionen sind Polynome? Bestimmen Sie gegebenenfalls
den Grad des Polynoms.

a) fi(r) =327 +5r -1 b) fo(z) = 4(z — 1)(z + 3) c) fa(x) =4
d) fa(w) = V322 +4 ¢) fo(x) = 2 + w3 £) folw) = 7

G. Teschl, S. Teschl, Mathematik fiir Informatiker, eXamen.press,
DOI 10.1007/978-3-642-54274-9 1, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2014
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Losung zu 18.2

a) fi(z) ist ein Polynom vom Grad 7.

b) Durch Ausmultiplizieren erhalten wir fao(z) = 42% + 8z — 12. fa(x) ist also ein
Polynom vom Grad 2.

¢) Die konstante Funktion f3(z) = 4 - 29 ist ein Polynom vom Grad 0.

d) fi(x) ist ein Polynom vom Grad 2. Sie haben wegen des Koeffizienten /3
gezogert? Er macht keine Probleme, denn die Koeffizienten a; eines Polynoms
konnen beliebige reelle Zahlen sein.

¢) fs(z) ist kein Polynom, denn hier kommt 22 = \/Z vor (ein Polynom hat nur
nichtnegative ganzzahlige Exponenten).

f) f6(z) ist kein Polynom, weil es sich nicht in der Form ag+ajz+.. Az 4
anx™ schreiben lasst. n

Die Summe p(z)+¢(x) und das Produkt p(x)q(z) von zwei Polynomen p(z) und ¢(z)
sind wieder Polynome. Jedoch ergibt die Division zweier Polynome nicht unbedingt
wieder ein Polynom, wie wir in Beispiel 18.2 f) gesehen haben. Im Allgemeinen
entsteht dadurch eine rationale Funktion:

Definition 18.3 Eine Funktion, die der Quotient % zweier Polynome p(z) und

q(z) ist, heifit rationale Funktion. Eine rationale Funktion ist nur fiir jene x defi-
niert, fiir die das Nennerpolynom g(x) # 0 ist.

Das war auch bei den ganzen Zahlen so. Summe und Produkt von ganzen Zahlen sind wieder
ganze Zahlen, bei der Division einer ganzen Zahl durch eine andere ergibt sich im Allgemeinen eine
rationale Zahl.

Wir wollen uns nun einige Polynome genauer ansehen. Ein Polynom vom Grad 0,
flx)y=c¢c mit ¢ € R,

heilt auch konstante Funktion. Sie nimmt fiir jedes Argument x denselben Funk-
tionswert f(x) = ¢ an. Abbildung 18.1 zeigt die konstante Funktion f(z) = 2.

-2 -1 1 2

Abbildung 18.1. Konstante Funktion f(x) = 2.

Besonders wichtig sind Polynome vom Grad 1, oft geschrieben als

fle)=kaz+d mit k,d € R.
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Der Funktionsgraph eines solchen Polynoms ist eine Gerade. Welche anschauliche
Bedeutung haben k und d? Fiir zwei beliebige Stellen x1 und zo ist

b — f(x2) — f(z1) _ Ay _ vertikale Differenz

Lo — X1 Az horizontale Differenz

und heifit die Steigung der Geraden. Ist £ > 0, so ist die Gerade streng monoton
wachsend, ist £ < 0, dann ist sie streng monoton fallend. Fiir £ = 0 haben wir es
mit einer konstanten Funktion zu tun. Der Koeffizient d ist der Funktionswert an
der Stelle z = 0, also d = f(0). Abbildung 18.2 zeigt die Gerade f(z) = %x + 1. Wie
sieht im Vergleich dazu die Gerade g(z) = —3z + 1 aus?

2.0p

0.5¢

. - i 2

Abbildung 18.2. Gerade f(z) = sz + 1.

-2

Polynome vom Grad 1 werden oft auch als lineare Funktionen bezeichnet. Streng genommen
ist die Bezeichnung ,lineare Funktion® aber nur fiir Geraden der Form f(z) = kx, also wenn die
Gerade durch den Ursprung geht, richtig. (Vergleiche auch Abschnitt ,,Lineare Abbildungen® in
Band 1.)

Beispiel 18.4 Lineare Interpolation

a) Bestimmen Sie die Gerade g, die durch g(2) = 2 und g(4) = 3 bestimmt ist.
b) Von einer Funktion f sind zwei Funktionswerte f(a) und f(b) bekannt. Fin-
den Sie eine Formel fiir die Gerade g, die an den beiden Stellen a und b mit f
iibereinstimmt.

Lésung zu 18.4

a) Esist g(x) = kz+d. Um die Steigung k zu berechnen, werten wir den Quotienten
,vertikale Differenz/horizontale Differenz“ an den beiden gegebenen Punkten
aus: k = % = % Um d zu berechnen, brauchen wir nun nur noch einen
Punkt zu kennen, z.B. g(2) = 2: 2 =g(2) =2k +d =2+ 1 + d, und damit folgt
d = 1. Somit lautet die gesuchte Gerade g(z) = % x+1. Sie ist in Abbildung 18.2
dargestellt.

b) Wieder setzen wir g(z) = kx + d an. Die Steigung k ist wieder ,vertika-
le Differenz/horizontale Differenz“ an den beiden gegebenen Punkten, also
k= W Nun miissen wir noch d berechnen. Wieder verwenden wir, dass
wir den Funktionswert von g an der Stelle a kennen: Aus g(a) = ka+d = f(a)

folgt damit d = f(a) —a W und daher insgesamt
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() = fla) + T =D (0 ) = ) T2+ pla)
Zwei Punkte legen also eine Gerade eindeutig fest. m
Polynome vom Grad 2,
f(x) =axz? + a1z + ag mit ag, a1, as € R ag # 0,

werden auch quadratische Funktionen genannt. Ihre Funktionsgraphen sind Pa-
rabeln. Welche Bedeutung haben die Koeffizienten? Ist ay > 0, so ist die Parabel
,hach oben® gedffnet, fiir as < 0 ist sie ,nach unten® gedffnet. Ist der Koeffizient
a1 = 0, so liegt die Parabel spiegelsymmetrisch zur y-Achse. Abbildung 18.3 zeigt die
Parabeln f(z) = $2? — 2244 und g(z) = 22, Bei g verschwinden der lineare Term
und der konstante Term (d.h., a; = 0 und ag = 0), daher liegt die Parabel sym-
metrisch zur y-Achse und der Scheitel der Parabel liegt im Koordinatenursprung.

Beide Parabeln sind nach oben gedffnet. Zeichnen Sie zum Vergleich die Parabel
h(z) = —z*!

f(x) 2(x)

Abbildung 18.3. Parabeln f(z) = 12 — 2z 4+ 4 und g(z) = §2°.
Polynome vom Grad 3, also
f(x) =az2® +ag 2 + a1z + ag mit ag, a1,a2,a3 € R,az # 0,

heiflen kubische Funktionen. Ist as > 0, so verlduft der Funktionsgraph ,von
links unten nach rechts oben“, ist ag < 0, so verlduft der Funktionsgraph ,,von links
oben nach rechts unten®. Er ist aber nicht notwendigerweise monoton wachsend bzw.
fallend! Abbildung 18.4 zeigt zwei typische Beispiele. Zeichnen Sie zum Vergleich die
kubische Funktion h(z) = —3.

Kubische Funktionen werden in der Wirtschaftsmathematik oft als Modelle fiir Kostenfunktionen

verwendet. Dabei bedeuten x (eingeschrankt auf z > 0) die Produktionsmenge und y = f(z) die
zugehorigen Produktionskosten.

Nun wollen wir uns iiberlegen, welche Eigenschaften Polynome haben (vergleiche
Abschnitt ,Funktionen“ in Band 1). Jede Gerade (mit Steigung k = 0) wéichst iiber
alle Schranken, ebenso jede Parabel und jede kubische Funktion. Allgemein gilt:

Satz 18.5 Jedes nichtkonstante Polynom ist unbeschrankt.
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2(x)
4

2

-1 -2

-2 4

Abbildung 18.4. Kubische Funktionen f(z) = — £ 2® — 22> + 1 2 und g(z) = 2°.

Das heifit, man kann keine zwei Geraden parallel zur x-Achse (Schranken) finden,
sodass der Funktionsgraph des Polynoms ganz zwischen ihnen verlauft.

Beispiel: Die Parabel f(z) = %xQ —2zx+4= %12(1 - g + ;—3) verhélt sich fiir betragsméiBig grofie

z wie die Parabel g(z) = %12 in dem Sinn, dass der Ausdruck in der Klammer beliebig nahe bei 1

liegt, wenn |z| grofl wird. Da g unbeschrinkt ist, muss auch f unbeschrinkt sein.

Kommen wir nun zu den Nullstellen von Polynomen. Wir erinnern uns:

Definition 18.6 Eine Stelle 2, an der f(zg) = 0 ist, heifit Nullstelle der Funktion
f-

Nullstellen sind also Schnittstellen oder Beriihrungsstellen des Funktionsgraphen mit
der xz-Achse. Eine Funktion kann, muss aber keine Nullstellen haben.

Ein Polynom vom Grad 1 hat immer eine Nullstelle (klar, denn eine Gerade
mit von Null verschiedener Steigung schneidet die x-Achse immer irgendwo). Die
Nullstellen eines Polynoms vom Grad 2 sind die Losungen 1, zo der quadratischen
Gleichung 7?+pz+q = 0 (man kann jede quadratische Gleichung asz?+ajz+ag = 0
mit as # 0 auf diese Form bringen, indem man beide Seiten durch as dividiert):

p p\?
=4 (7> —q.
T1,2 2 9 q

Je nachdem, welches Vorzeichen der Ausdruck unter der Wurzel hat, ergeben sich
zwei, eine oder keine reellen Nullstellen: Fiir p? — 4¢ > 0 gibt es zwei verschiedene
reelle Nullstellen; fiir p?> — 4¢ = 0 fallen beide reellen Nullstellen zusammen; ist
p? —4q < 0, so gibt es keine reellen, aber zwei zueinander konjugiert komplexe
Nullstellen (siehe Abbildung 18.5).

15 el 05 }fo 15

Abbildung 18.5. Die Parabeln 2 — 1, 22 und 2% + 1.




6 18 Elementare Funktionen

Der Trick, mit dem die Formel zur Losung einer quadratischen Gleichung gezeigt wird, ist auch in
vielen anderen Situationen niitzlich. Die Idee ist, 2 4 pz + ¢ = 0 quadratisch zu erginzen. Dazu
addieren wir ()% — g auf beiden Seiten von z? + pz + ¢ = 0. Das ergibt (z+ §)? = (£)? —¢. Nun
brauchen wir nur noch die Wurzel auf beiden Seiten zu ziehen und nach z aufzulésen, und schon
steht die Formel da.

Auch fiir die Nullstellen eines Polynoms vom Grad 3 und 4 gibt es Lésungsformeln
(Cardano’sche Formeln). Meist wird das aber schon zu mithsam und man greift lieber
auf den Computer zuriick. Ab dem Grad 5 ist eine allgemeine Losung nicht mehr
moglich und man muss sich mit numerischen Néherungsverfahren (z.B. Newton-
Verfahren) begniigen.

Gerolamo Cardano, 1501-1576, hat als erster die allgemeine Losungsformel fiir Polynome dritten
und vierten Grades in seinem Werk Ars Magna veroffentlicht. Wesentliche Hinweise hat er wohl
von Niccold Fontana Tartaglia, 1499-1557, erhalten, der wiederum die Formel moglicherweise von
Scipione del Ferro (ca. 1465-1526) erfahren hat. Da dieses Wissen damals wie ein Schatz gehandelt

und geheim gehalten wurde, ldsst sich die genaue Urheberschaft nicht mit Sicherheit feststellen.
Das hat damals zu einem heftigen Streit zwischen Cardano und Tartaglia gefiihrt.

Beispiel 18.7 (—CAS) Nullstellen von Polynomen

Berechnen Sie die Nullstellen der Funktionen:

a) f(x) =22 +3z—4 b) g(x) = 42? — 4z + 1 ¢) h(z) =22 -4z +5
d) Berechnen Sie die Nullstellen von k(x) = 2® — 72% + 7z — 1.

Lésung zu 18.7
a) Wir miissen die quadratische Gleichung 22 + 3z — 4 = 0 16sen. Wir erhalten
mithilfe der Losungsformel

3 9
=——+4/-+4
1,2 5 1 + 4,
also die Nullstellen z; = 1 und x5 = —4. Der Funktionsgraph schneidet die

z-Achse an diesen beiden Nullstellen.
b) Wir dividieren 422 — 4z + 1 = 0 durch 4 und erhalten z? — z + % = 0. Daraus

liefert die obige Losungsformel
/ 1
+ -
4

g hat also nur die eine Nullstelle x = % Der Graph von g beriihrt die z-Achse
bei x = %
c) 22 —4x +5 = 0 hat die Losungen

$172:2:|:\/475,

also r1 = 2 +1und z3 = 2 —i. Es gibt also keine reelle Nullstelle. Der Funkti-
onsgraph schneidet weder noch beriihrt er die z-Achse.

d) Wie oben erwéhnt gibt es zwar eine Formel fiir die Nullstellen eines Polynoms
dritten Grades, aber manchmal kann man auch eine Nullstelle erraten. Hier
zum Beispiel z; = 1. Nun koénnen wir unser Polynom faktorisieren, k(z) =
(r —1)(2? — 62 + 1) (wie das geht, werden wir gleich sehen). Da die Nullstellen

T12 =

N =
] =
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eines Produktes genau dort liegen, wo die Faktoren Nullstellen haben, brauchen
wir nur noch die Nullstellen von 2 — 6z + 1 zu berechnen: o = 3 — 2v/2 = 0.17,
T3 = 3+2v/2 = 5.83. Der Graph von k schneidet die 2-Achse an den drei Stellen
x =1,0.17 und 5.83. ]

Im Beispiel 18.7 d) konnten wir das Polynom als Produkt von Polynomen kleineren
Grades schreiben. Diese Faktorisierung hat uns die Nullstellensuche entscheidend
vereinfacht, denn wir mussten nur noch nach den Nullstellen der Faktoren suchen.
Wie beim Rechnen mit natiirlichen Zahlen kann man zwei Polynome dividieren, um
zu einer Faktorisierung zu gelangen. Wie bei der Division natiirlicher Zahlen bleibt
dabei im Allgemeinen ein Rest.

Dividieren wir p(z) durch ¢(z) auf folgende Weise: Seien
n . m .
p(z) = Z ajx’ und q(z) = Z bjz?,
j=0 Jj=0

wobei m < n (m,n sind die Grade der Polynome). Wenn wir nun k = n —m und ¢ = =
m
berechnen, so ist 7, (x) = p(x) — cxz®q(z) ein Polynom vom Grad héchstens n — 1 (da ¢, gerade
so definiert ist, dass sich die Koeffizienten von z" wegheben). Nun kénnen wir dieses Verfahren
wiederholen, bis zuletzt ein Restpolynom r(x) zuriickbleibt, dessen Grad kleiner als der Grad von

q(z) ist:

p@) = erzq(e) +ri(2)

= (2™ 4+ +co)g(z) + ().

Diese Uberlegung an einem Beispiel veranschaulicht: p(z) = 3z* + 23 — 2z und ¢(z) = 22 + 1:
die Graddifferenz ist k = 4 — 2 = 2. Es ist co = Z—; = 3 = 3, also ma(z) = p(x) — 3x3¢(x) =
3zt + 23 — 22 — 322(22 + 1) = 2% — 322 — 2z. Nun kann man dieses Restpolynom wieder durch
g(x) dividieren, usw., bis der Grad des Restpolynoms kleiner ist als der Grad von q.

=l

Satz 18.8 (Polynomdivision) Sind p(z) und ¢(z) Polynome mit deg(q) < deg(p),
dann gibt es Polynome s(z) und r(x), sodass

p(z) = s(z)q(x) + r(x).

Der Grad von s(z) ist die Differenz deg(s) = deg(p) — deg(q), und der Grad des
Restpolynoms r(z) ist kleiner als der des Polynoms ¢(z): deg(r) < deg(q).-

Wenn r(z) = 0 fiir alle z, dann ist p(z) = s(z)g(x) und wir sprechen von einer
Faktorisierung von p(x).

Mit der Hand wird bei der Polynomdivision der Ubersicht halber nach einem
Schema vorgegangen:

Beispiel 18.9 (—CAS) Polynomdivision
Berechnen Sie (3z* + 2% — 2z) : (22 + 1).

Losung zu 18.9 Wir schreiben

Bzt 4+ 2% —22): (2 +1) =
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an und gehen &hnlich wie bei der Division zweier Zahlen vor: Womit muss die hochste
Potenz von ¢(z), also 2, multipliziert werden, um auf die héchste Potenz von p(x),
also 3z, zu kommen? Die Antwort 322 wird rechts neben das Gleichheitszeichen
geschrieben. Dann wird das Polynom (z? + 1) mit 322 multipliziert, das Ergebnis
3z* + 322 wird unter (32* + x® — 2x) geschrieben und davon abgezogen. Es bleibt
der Rest 23 — 322 — 2z, mit ihm verfihrt man gleich weiter:

3zt +a3 —2z Y:(@?4+1)=322+2-3
3zt +322
x5 =322 -2z
x3 T
—32° -3z
—322 -3
-3z 43

Wir brechen ab, da das Restpolynom —3z + 3 kleineren Grad hat als g(z) = 22 + 1.
Somit ist der Quotient s(x) = 3% + x — 3 und der Rest ist r(z) = —3z + 3. Das
Polynom p(z) = 3z*+2—2z kann also in der Form p(z) = (22+1)(3z%+2—3)—32+3
geschrieben werden. |

Es gilt insbesondere:

Satz 18.10 Sei 21 € R (oder C). Das Polynom p(x) ldsst sich genau dann ohne
Rest durch den Linearfaktor ¢(z) =  — x; dividieren, also

p(z) = s(z)(x — 1),

wenn z; eine Nullstelle von p(z) ist.

Warum? Dass x1 eine Nullstelle von p(z) = s(z)(x — x1) ist, ist klar. Umgekehrt ist fiir eine
Nullstelle z1 zu zeigen, dass der Rest verschwindet, wenn wir p(z) durch  — 1 dividieren: Nun,
der Rest r(z) = p(z) — s(z)(z — z1) der Polynomdivision p(z) durch z — z1 ist hier vom Grad
kleiner 1, also eine konstante Funktion. Wie sieht der (immer gleiche) Funktionswert aus? Sehen
wir ihn uns an der Nullstelle z; von p an: r(z) = r(z1) = p(z1) — s(z1)(z1 — z1) = 0. Also ist
r(z) = 0 fiir alle .

Wenn wir auch komplexe Nullstellen zulassen, so kénnen wir jedes Polynom wollstindig
faktorisieren, d.h. ohne Rest als ein Produkt von Linearfaktoren schreiben:

Satz 18.11 (Fundamentalsatz der Algebra) Jedes Polynom p(z) vom Grad
n € N (mit reellen oder sogar mit komplexen Koeffizienten) kann in der Form

p(x)ZanH(x—Ij)Zan(x—x1)~--(x—xn)

Jj=1

geschrieben werden, wobei x1,...,x, die (nicht notwendigerweise verschiedenen)
komplexen Nullstellen von p(z) sind. In diesem Sinn hat ein Polynom vom Grad n
genau n Nullstellen. Tritt in diesem Produkt ein Linearfaktor k-mal auf, so heif3t k&
die Vielfachheit der zugehorigen Nullstelle.
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Im folgenden Beispiel sehen wir, dass der Grad des Polynoms gleich der Anzahl
der Nullstellen ist, wenn wir sie entsprechend ihrer Vielfachheit zédhlen und auch
komplexe Nullstellen zulassen:

Beispiel 18.12 Fundamentalsatz der Algebra

a) Das Polynom p(x) = (x —4)(z —5)? hat die Nullstellen 4 und 5. Die Nullstelle
4 hat die Vielfachheit 1, die Nullstelle 5 hat die Vielfachheit 2. In diesem Sinn
hat p die drei Nullstellen 4,5,5 (und Grad 3).

b) Das Polynom p(z) = (z — 4)(2? + 1) hat die reelle Nullstelle 4 und die zwei
zueinander konjugiert komplexen Nullstellen +i und —i. Es kann daher noch
weiter in die Form p(z) = (x — 4)(z +1)(x — 1) zerlegt werden.

Dass im letzten Beispiel die beiden Nullstellen i und —i zueinander konjugiert kom-
plex waren, ist kein Zufall:

Satz 18.13 Bei einem Polynom mit reellen Koeffizienten treten allfillige komplexe
Nullstellen immer in komplex konjugierten Paaren auf. Das heifit: Fiir jede komplexe
Nullstelle zg = zg + iyp ist auch die konjugiert komplexe Zahl zg = zg — iyg eine
Nullstelle. Auflerdem kénnen zwei konjugiert komplexe Linearfaktoren immer zu
einem reellen quadratischen Faktor zusammenfasst werden:

(x — 20)(z — Z) = 2° — 2x0x + 22 + ¥2.

Das haben wir auch im Beispiel 18.12 b) gesehen: (z —i)(z+1) = 22 +1. Das Produkt
der beiden komplexen Linearfaktoren ergab also ein Polynom vom Grad 2 mit reellen
Koeffizienten.

Warum ist mit zop € C auch Zg eine Nullstelle? Hat p(z) reelle Koeflizienten, so gilt nach den
Rechenregeln fiir die Konjugation p(z) = (3 a;27) = Y (a;29) = Y a;(zd) = 3 a;(z) = p(T)
(aj reell impliziert ja @j = a;). Damit folgt aus 0 = p(zp) durch Konjugieren 0 = p(z0) = p(20).

Daraus folgt: Jedes reelle Polynom ungeraden Grades hat mindestens eine reelle
Nullstelle. Das heifit, dass ein Polynom ungeraden Grades die z-Achse mindestens
einmal schneidet. Denken Sie im einfachsten Fall an eine Gerade.
Beschiftigen \(m)r uns als Néchstes mit rationalen Funktionen. Ist bei einer ratio-
plx

nalen Funktion a(z) der Grad von p grofler oder gleich wie der von g, so erhalten wir

durch Polynomdivision die Darstellung

~—

= s(z @
= s( )+q(x)7

(z

=

X

~

C
—

r(z)
q(z)
Nennergrad ist. Das Polynom s(z) wird in diesem Zusammenhang als asymptoti-
sche Niherung von % bezeichnet, weil sich % fiir grofile Werte von |z| (d.h. x
gegen oo oder x gegen —oo) mehr und mehr an s(x) ,,anschmiegt®.

wobei s(x) ein Polynom und eine rationale Funktion mit Z&hlergrad kleiner
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Beispiel 18.14 Asymptotisches Verhalten einer rationalen Funktion
Wie verhélt sich die Funktion fiir x gegen +o0?

z?—1 B2+ —1

a) f(ﬂc)zmgiJrl b) g(x) = P

Lésung zu 18.14
a) Der Grad des Zihlerpolynoms p(x) = 22 — 1 ist gleich dem des Nennerpolynoms
q(r) = 22 +1. Polynomdivision von p(z) durch ¢(x) ergibt 22 —1 = 1-(22+1)—2
bzw.
2 -1 1 2
2+1 z2+1

Diese Funktion verhélt sich fiir grole Werte von |z| wie s(z) = 1 (denn
geht dann gegen 0). Sie ist in Abbildung 18.6 dargestellt.
b) Nach Polynomdivision erhalten wir

_2
241

Brai+r—1 T4 2z
R ) .
2 —1 z2 -1

Die Funktion verhilt sich also asymptotisch wie die Gerade s(x) = 2 + 1. Sie ist
in Abbildung 18.6 dargestellt. m

Abbildung 18.6. Rationale Funktionen f(z) = %% und g(x) = “t5+e=1,

Im Beispiel 18.14 b) sehen wir eine weitere Eigenschaft, die eine rationale Funktion
besitzen kann: Bei Anndherung von x an die Stellen x = —1 und = = 1 wachsen die
Funktionswerte iiber alle Schranken:

Definition 18.15 Eine Stelle 2 heifit Polstelle einer rationalen Funktion f(z) =

%, falls die Funktion f bei x¢ unbeschréankt ist. Man sagt, dass die Funktionswerte
dort gegen co bzw. —oo gehen.

Dass f bei z¢ unbeschrinkt ist, soll bedeuten, dass f auf jedem noch so kleinen Intervall (zg —
€, o + €) unbeschrinkt ist.
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Wie finden wir die Polstellen einer rationalen Funktion? Ganz einfach. Wir bestim-
men die Nullstellen des Nenners und iiberpriifen, ob dort gleichzeitig auch eine Null-
stelle des Zéhlers vorliegt:

Satz 18.16 Die rationale Funktion % hat bei zy € R eine Polstelle, wenn entweder

o ¢(zo) =0 und p(zg) # 0 (das heit, zo ist Nullstelle des Nenners, nicht aber des
Zahlers) oder

e ¢(zp) = 0 und p(zg) = 0 und die Vielfachheit der Nullstelle des Nenners ist
grofler als jene des Zéhlers.

Beispiel 18.17 Polstellen
Finden Sie die Polstellen der Funktion:

W) f@) = e b)gla)=

Losung zu 18.17 Abbildung 18.7 zeigt die beiden rationalen Funktionen.

a) Die Nullstellen des Nennerpolynoms z% — 1 sind bei x = 41. Hier ist das Zihler-
polynom ungleich null. Damit hat f(z) = w;lfl Polstellen an z =1 und = = —1.
b) Die Nullstellen des Nennerpolynoms sind wieder = £1 (jeweils Vielfachheit 1).

Das Zéhlerpolynom hat die Nullstelle x = —1 mit Vielfachheit 1. Damit ist nur

o . _ x+1

x = 41 eine Polstelle von g(z) = 5.

g ist zwar an beiden Stellen x = —1 und « = 1 nicht definiert, hier gehen die Funktionswer-
te aber nur bei Anndherung an x = 1 gegen +oo bzw. —oco. Bei Annidherung an z = —1

verhalten sich die Funktionswerte nicht irgendwie auffillig. Der Grund dafiir ist, dass bei
x = —1 auch das Zihlerpolynom eine Nullstelle hat, die die Nullstelle des Nenners ,,aufhebt:

g(z) = WM = ﬁ fiir « # —1. Hier wurden Zahler und Nenner durch den gemeinsamen

Linearfaktor x 4+ 1 gekiirzt.
|

f(x) 2(x)
10 10
5 5
K = =2 2 ! 6 ) =2 2 4
-5 -5
-10 -10

Abbildung 18.7. Rationale Funktionen f(z) = —3%; und g(z) = %

1 z2-1"

Zerlegt man eine rationale Funktion f(z) = % als f(z) = s(z) + ggg
(=)

kann man fiir den Teil 2@ eine so genannte Partialbruchzerlegung durchfithren. Der Ansatz

mit deg(r) < deg(q), so

fiir die Partialbruchzerlegung hingt davon ab, ob die Nullstellen des Nennerpolynoms g(x) alle
verschieden sind oder ob es mehrfache Nullstellen gibt:
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Sind alle Nullstellen von ¢(z) = H;L:1(95 — x;) verschieden, so gibt es eine Zerlegung in der

Form
rz) <~ ay
qa(z) ; T —xj

Die Koeffizienten a; miissen durch Koeffizientenvergleich bestimmt werden: Zum Beispiel kénnen

wir f(z) = ﬁ als
1 al az

z(x—1) z x-—1

ansetzen. Multiplizieren wir auf beiden Seiten mit ¢(z) = z(z — 1), so folgt
1=a1(x — 1)+ agzx = —a1 + (a2 + a1)z.

Koeffizientenvergleich liefert —a; = 1 und a2 + a3 = 0. Also a; = —1, a2 = 1 und damit haben wir
die Partialbruchzerlegung
1 -1 1
z(x —1) _7+zfl'
Tritt eine Nullstelle ; k-fach auf, so miissen fiir sie bei der Partialbruchzerlegung k Briiche folgen-
dermaflen angesetzt werden:
ai az ak

+ o
z-x;  (z— ) (@ — ;)

Beispiel: f(z) = m hat eine doppelte (z = 0) und eine einfache (z = 1) Nullstelle, daher

machen wir folgenden Ansatz:

1 a1l as as

z2(z — 1) T

22 x—1
Die ersten beiden Briiche stammen dabei von der doppelten Nullstelle. Koeffizientenvergleich von

1=arx(z — 1)+ as(z — 1) + azz? = —az + (a2 — a1)z + (a1 + a3)z?,

liefert —as =1, a2 —a; =0, a1 + a3 =0. Also a1 = —1, a2 = —1, ag = 1 und damit
L S B
22(zx—1) =« z2  x—1

18.1.1 Anwendung: Interpolation

Da ein Computer nur die Grundrechenoperationen beherrscht, kénnen die meis-
ten Funktionen am Computer nicht direkt, sondern nur ndherungsweise berechnet
werden (insbesondere Sinus, Kosinus oder die Exponentialfunktion, die wir in den
nichsten Abschnitten besprechen werden). Die Losung ist nun, wie schon eingangs
erwihnt, sie durch Polynome anzundhern.

Von sin(x) kennt man zum Beispiel die Werte sin(0) = sin(r) = 0, sin(§) = 1.
Wir kénnten versuchen, sin(z) durch ein Polynom zu approximieren, das genau durch
diese Punkte geht. Mit etwas Probieren ist es nicht schwer folgendes Polynom zu
finden, das durch alle drei Punkte geht:

Py(x) = s a(m — x).

Wie finden wir dieses Polynom? Aufgrund der Nullstellen 1 = 0 und zo = = ist klar, dass sich
das Polynom in der Form P>(z) = az(z — m) mit Parameter a faktorisieren lidsst. Der Wert des

Parameters a folgt aus der Forderung, dass P2(5) = a3 (5 — 7) gleich 1 sein muss.
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Zeichnen wir beide Funktionen mit dem Computer, so sehen wir, dass sich (auf dem
Intervall [0,7]) eine recht gute Ubereinstimmung ergibt. Py(z) ist eine nach unten
geofinete Parabel, deren Nullstellen mit jenen von sin(z) auf diesem Intervall iiber-
einstimmen. Ebenso stimmen die Funktionswerte von sin(z) und Parabel an der

Stelle 5 iiberein.

0.6+ \
04t \

0.2F /

sk
N

AuBerhalb des Intervalls [0, 7] néhert die Parabel Py(z) die Funktion sin(z) natiirlich nicht mehr
an.

Unsere Hoffnung ist nun, durch Hinzunahme weiterer Punkte, an denen sin(z) und
das Néherungspolynom iibereinstimmen sollen, eine noch bessere Nidherung auf ei-
nem gewiinschten Intervall zu erreichen. Dafiir wird es aber notwendig sein, ein Po-
lynom entsprechend hohen Grades zu nehmen, denn wir haben gerade gesehen, dass
durch die Vorgabe von 3 Punkten das Polynom vom Grad 2 (die Parabel) eindeutig
festgelegt war.

Allgemein steht man in der Praxis oft vor der Situation, dass man Punkte (z;,y;),
auch Stiitzpunkte genannt, vorgegeben hat (z.B. Messwerte), und ein Polynom
P(z) sucht, das P(x;) = y; erftillt. Sind n + 1 Punkte vorgegeben, so folgt aus dem
Fundamentalsatz der Algebra, dass es hochstens ein Polynom mit Grad kleiner gleich
n geben kann, das durch diese Punkte geht. Mit anderen Worten: n+ 1 Punkte legen
ein Polynom vom Grad hochstens n eindeutig fest. Demnach ist eine Gerade durch
2 Punkte, eine Parabel durch 3 Punkte usw. eindeutig festgelegt.

Warum? Die Aussage ist klar fiir n = 0: Ein Polynom vom Grad 0 (also eine konstante Funktion)
ist eindeutig durch einen einzigen Punkt festgelegt. Wie sieht es im Fall n > 1 aus: Angenommen,
es gébe zwei Polynome p(z) und ¢(z) vom Grad n > 1, die an n + 1 Stellen iibereinstimmen:
p(x;) = q(x;) fiir verschiedene Stellen (reell oder komplex) x1,...,2Zn4+1. Dann ist ihre Differenz
p(z) — g(x) ein Polynom vom Grad n (oder niedriger), das (mindestens) an diesen n + 1 Stellen
Nullstellen hat. Ein Polynom vom Grad n € N kann nun aber nach dem Fundamentalsatz der
Algebra maximal n Nullstellen haben. Also muss die Differenz das Nullpolynom sein, p(z)—¢g(z) =0

fiir alle z, d.h., beide Polynome sind gleich. Die Frage ist nun, ob es ein solches Polynom iiberhaupt
gibt und wie wir es finden kénnen.

Diese Aufgabe, durch vorgegebene Punkte ein Polynom zu legen, heifit Interpola-
tionsproblem.

Versuchen wir, das Interpolationsproblem zu lésen. Wenn nur ein Punkt (xq, yo)
vorgegeben ist, so ist dadurch ein Polynom vom Grad 0 eindeutig festgelegt:

Po(z) = vo

ist dann das gesuchte Polynom. Geben wir nun einen weiteren Punkt (z1,y;) vor
(natiirlich mit x7 # xo;-) und suchen nach einem Polynom vom Grad 1. Wenn wir
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es in der Form
Pi(z) = yo + k1(z — z0)

mit Parameter ki ansetzen, dann ist damit schon einmal garantiert, dass es durch
(z0,yo0) geht (iiberzeugen Sie sich davon, indem Sie P;(zg) auswerten!). Den Para-
meter k; finden wir durch die Forderung y3 = Pi(21) = yo + k1(z1 — o). Auflosen

nach ki ergibt ki = gi:g‘; und damit erhalten wir das Polynom

das wie gewiinscht durch die beiden vorgegebenen Punkte geht. Nun ahnen Sie viel-
leicht schon, wie es weiter geht. Wir setzen

Py(x) = Pi(x) + ka(z — 20)(x — 27)

an und bestimmen ko aus yo = Pa(x2) = Pi(22) + ko(xo — o) (22 — 21). Allgemein
erhilt man folgenden Algorithmus, der das Interpolationsproblem 16st:

Satz 18.18 Zu vorgegebenen Stiitzpunkten (z;,y;), 0 < j < n, gibt es genau ein
Interpolationspolynom P, (z) vom Grad hochstens n, das P(z;) = y; erfiillt. Es
kann rekursiv iiber

Py(r) = o
k

Pei(z) = Pe(@)+ (k1 — Pr(mnn)) [ |
j=0

r— Ty

Te4+1 — Tj

ermittelt werden.

Es gibt noch andere Algorithmen um Py, (x) zu berechnen. Da Py, (x) nach Satz 18.18 eindeutig ist,
liefern sie natiirlich alle das gleiche Ergebnis. Obiger Algorithmus hat den Vorteil, dass er leicht
implementiert werden kann und recht effektiv ist.

Eine explizite Losung des Interpolationsproblems ist durch die Lagrange’sche Interpolati-

onsformel gegeben:
n

Pn(af): Zyk H ﬂ

k=0 j=0,j#k Tk T %]
Benannt nach dem italienischen Mathematikerund Astronom Joseph-Louis de Lagrange (1736—
1813).

Beispiel 18.19 Interpolationspolynom
Bestimmen Sie das Polynom vom Grad 2, das durch die Punkte (0, 1), (2,3) und
(3,0) geht.

Losung zu 18.19 Wir bestimmen zunéichst das Polynom vom Grad 0 (also das
konstante Polynom), das durch den Punkt (0, 1) geht: Py(x) = 1. Damit berechnen
wir das Polynom vom Grad 1 (die Gerade), das durch die Punkte (0,1) und (2,3)
geht:

T — X x—0

Py(z) = Po(x) + (y1 — Po(z1)) - ———=1+(3—-1)-

=1 .
Tr1 — o 2-0 T
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Mit diesem Polynom wiederum ermitteln wir das Polynom vom Grad 2, das durch
alle drei gegebenen Punkte geht:

r—x T—
Py(z) = Pi(x)+ (y2 — Pi(z2)) - . - =

T2 —Tp T2 —T1

z—0 -2 4 11
= 1 0—4)- . =——2°+—z+1.
+x+( ) 30 3.3 3x+3x+
Das ist das gesuchte Interpolationspolynom (eine Parabel). |

Nachdem wir nun wissen, wie wir zu gegebenen Stiitzpunkten das zugehorige Inter-
polationspolynom finden, stellt sich als Néachstes die Frage, ob durch Erhéhung der
Anzahl der Stiitzpunkte eine immer bessere Ubereinstimmung mit einer vorgegebe-
nen Funktion f(x) erreicht werden kann. Ob also zum Beispiel sin(z) durch Vorgabe
von mehr als 3 Punkten auf dem Intervall [0, 7] besser angenéhert wird. Im Fall von
sin(z) ist das tatséichlich so: Man kann zeigen, dass bei 11 gleichméBig verteilten
Stiitzpunkten der maximale Fehler zwischen sin(x) und dem Interpolationspolynom
im Intervall [0, 7] kleiner 10~ ist:

max |Pyo(z) — sin(z)| < 1078,
z€[0,7]
Leider wird aber im Allgemeinen die Giite der Approximation durch eine Erhéhung

der Stiitzpunkteanzahl nicht unbedingt besser, zumindest nicht, wenn man die Stiitz-
stellen gleichmdfig verteilt. Zum Beispiel macht die Funktion

1

1) = 155

Probleme (Phénomen von Runge). Zeichnen wir f(z) und das zu den 13 im Inter-
vall [—1,1] gleichmé&Big verteilten Stiitzstellen gehdrige Interpolationspolynom vom
Grad 12 (—CAS), so erleben wir eine Uberraschung (Abbildung 18.8). Das Interpo-

Abbildung 18.8. Phinomen von Runge

lationspolynom weist am Rand starke Oszillationen auf und stimmt daher nicht mit
unserer Funktion iiberein. Das Verhalten kann zwar etwas verbessert werden, wenn
wir die Stiitzstellen am Rand dichter als in der Mitte wéhlen (Tschebyscheff In-
terpolation, benannt nach dem russischen Mathematiker Pafnuti Lwowitsch Tsche-
byscheff, 1821-1894), aber das prinzipielle Problem bleibt.
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Es kann gezeigt werden, dass jede stetige Funktion auf einem Intervall [a,b] beliebig genau durch
Polynome approximiert werden kann (Approximationssatz von Weierstraf3, nach dem deut-
schen Mathematiker Karl Theodor Wilhelm Weierstra8, 1815-1897). Wie aber bei vorgegebenem
Grad das Polynom mit dem kleinsten Fehler (d.h., die grofite Abweichung max,c(q,p) |f(z) — Pn(z)|
soll so klein wie méglich sein) gefunden werden kann, ist ein kompliziertes Problem. (Eine stetige
Funktion ist im Wesentlichen eine Funktion ohne ,,Spriinge“; die exakte Definition werden wir in
Kapitel 19 kennen lernen.)

Deshalb verwendet man in der Praxis meist stiickweise Polynome von kleinem Grad
(meist 3). Jedes Polynom lebt dabei auf einem der Intervalle (z;,z;41), und be-
nachbarte Polynome werden an den Randpunkten (die genau die Stiitzpunkte sind)
moglichst ,glatt“ (also so, dass keine ,Ecken* entstehen) zusammengeklebt. Dieses
Verfahren ist unter dem Namen Splines bekannt. Wir werden bei der Differential-
rechnung in Abschnitt 19.3.1 darauf zuriickkommen.

18.1.2 Anwendung: Verteilte Geheimnisse

Angenommen, Sie mochten ein Geheimnis, das als eine Zahl s gegeben ist, auf n Per-
sonen verteilen. Dann kénnten Sie wie folgt vorgehen (Shamir’s Secret Sharing):
Adi Shamir (geb. 1953) ist ein israelischer Kryptologe, der viele wichtige Beitriige zur modernen

Kryptographie geleistet hat. Unter anderem ist er einer der drei Erfinder des RSA-Verschliisse-
lungsalgorithmus.

Sie withlen ein Polynom p(z) = ag+a1z+- - +a,_12" " vom Grad n—1 mit ag = s

und zufélligen restlichen Koeffizienten ag, 1 < k < n—1. Nun verteilen Sie die Funk-
tionswerte yr = p(k), 1 < k < n, an die n Personen, die sich das Geheimnis teilen
sollen. Alle zusammen koénnen mittels Interpolation aus den Wertepaaren (k,yy),
1 < k < n, das Polynom p(z) und damit das Geheimnis s = p(0) rekonstruieren.
Fehlt auch nur eine Person, so ist die Rekonstruktion nicht moglich.

Was passiert, wenn nur ein Teil der Personen verfiigbar ist? Koénnen wir ein
Geheimnis auch so verteilen, dass r Personen ausreichen um das Geheimnis zu re-
konstruieren (mit einem zuvor festgelegten r < n), nicht aber weniger Personen?
Auch das ist moglich: Dazu wihlt man ein Polynom vom Grad r — 1 und verteilt
n > r Funktionswerte v, = p(k), 1 < k < n. Da ein Polynom vom Grad r—1 durch r
beliebige Wertepaare eindeutig bestimmt ist, kénnen beliebige r der n Teilgeheimnis-
Besitzer das Polynom (und damit das Geheimnis) rekonstruieren.

Das Ganze funktioniert natiirlich nicht nur mit reellwertigen Polynomen, sondern
man kann R durch einen beliebigen Korper ersetzen. In der Praxis verwendet man
dabei meist endliche Kérper.

18.2 Potenz-, Exponential- und Logarithmusfunktionen

Erinnern Sie sich an folgende Schreibweisen fiir n € N und a € R

1 1

n _ (): -n _ = w o= n > .

a g ...0a . a 1 (a#0), a 0 (a#0), a Ya (a>0)
n Faktoren

Man bezeichnet dabei a” als die n-te Potenz von a und nennt a die Basis und n
den Exponent. Beispiele: 53 = 5.5.5, 5 =1, 571 = % oder 53 = /5. Fiir rationale
Exponenten haben wir
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aw = (am)" = (Y/a)" firmeNnecZa>0

definiert. Beispiel: 55 = (53)2 = (¥/5)2. Diese Definition wird auf irrationale Ex-
ponenten erweitert, indem wir einen irrationalen Exponenten durch eine Folge von
rationalen Exponenten annéhern. Beispiel: 2™ wird je nach gewiinschter Genauigkeit
durch eine der rationalen Zahlen 2314 23141 931415 " angenihert. (Die Folge der
rationalen Exponenten 3.14, 3.141, 3.1415, ... konvergiert dabei gegen 7.)

Auch erinnern wir an folgende Regeln:

Satz 18.20 (Rechenregeln fiir Potenzen) Fiir a,b > 0 und z,y € R gilt:

a’-a¥ =a""Y, a®-b* = (a-b)*, (a®)¥ = oY), af=—.

Beispiele: 471 .43 =42 23 .53 = 103, (52)6 = 53.
Je nachdem, ob wir bei einer Potenz a® die Zahl a oder die Zahl b als verénderlich
auffassen, sprechen wir von einer Potenzfunktion oder von einer Exponentialfunktion:

Definition 18.21 Eine Funktion der Form

f(x) = 2 mit b € R,z >0
heifit Potenzfunktion und eine Funktion

f(z) =a” mit a > 0,z € R

wird Exponentialfunktion genannt.

Potenzfunktionen mit ganzen Exponenten haben wir bereits kennen gelernt. Sie sind
spezielle Polynome bzw. rationale Funktionen, zum Beispiel: f(z) = 22, f(z) =
72 = % Lassen wir nun auch beliebige rationale Exponenten zu, so erhalten wir
zum Beispiel die Wurzelfunktion f(x) = z? = vz, x > 0, die die Umkehrfunktion zu
g(z) = 2%, x > 0, ist. Die Graphen dieser beiden Funktionen sind in Abbildung 18.9
dargestellt.

1

Abbildung 18.9. f(z) = /z und g(z) = 2
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Die Funktion f(z) = 23 kann natiirlich fiir alle z € R definiert werden, und f(x) = = kann fiir
z € R, x # 0, definiert werden. Die Einschrankung « > 0 in Definition 18.21 wurde deshalb gewahlt,
weil das der groﬁte Definitionsbereich ist, der fiir jeden Exponenten b € R mdoglich ist. Die Funktion
flz) = ﬁ verlangt zum Beispiel die Einschrankung auf = > 0.

Exponentialfunktionen werden héufig zur Modellierung von Wachstums- oder Zer-
fallsprozessen verwendet, bei denen eine Menge (z.B. eine Population) in gleichen
Zeitabstinden um den gleichen Prozentsatz zu- oder abnimmt (exponentielles
Wachstum bzw. exponentielle Abnahme). Beispiele: Wachstum von Bakteri-
en, Verzinsung, radioaktiver Zerfall. Weiters werden Exponentialfunktionen zur Mo-
dellierung von Séttigungsprozessen verwendet (z. B. Aufladung eines Kondensators
iiber einen Widerstand, Erwéirmung von Motoren) sowie von aperiodischen Schwin-
gungsvorgingen.

Beispiel 18.22 Exponentielles Wachstum

Eine Bakterienkultur (anfangs 1000 Bakterien) kann sich ungehemmt vermehren.
Angenommen, sie verdreifacht sich jeweils innerhalb einer Stunde. Stellen Sie den
Wachstumsprozess durch eine Funktion dar. Wie viele Bakterien sind es nach 24
Stunden?

Lésung zu 18.22 Bezeichnen wir die Anzahl der Bakterien zur Zeit ¢ mit n(¢). Am
Anfang, fiir den wir ¢ = 0 setzen, sind es 1000 Bakterien, also (0) = 1000. Nach einer
Stunde sind es n(1) = 3 - n(0) Bakterien, nach 2 Stunden sind es n(2) = 3-n(1) =
32.n(0) Bakterien, usw. Allgemein sind es nach ¢ Stunden n(t) = 3t-n(0) = 1000 - 3*
Bakterien. Nach 24 Stunden ist die Anzahl der Bakterien daher gleich n(24) =
1000 - 3%* = 282429536481000. |

In diesem Beispiel hatten wir es mit der Exponentialfunktion f(z) = 3% zu tun. Sie
hat, wie jede Exponentialfunktion, besondere Eigenschaften:

Satz 18.23 (Charakteristische Eigenschaften der Exponentialfunktion)
Eine Exponentialfunktion f(x) = a, a > 0, hat folgende charakteristische
Eigenschaften:

a) Da a® = 1 gilt, nimmt jede Exponentialfunktion an der Stelle x = 0 den Wert 1
an.

b) Jede Exponentialfunktion nimmt nur positive Funktionswerte an. Das heifit, der
Graph einer Exponentialfunktion liegt oberhalb der z-Achse. Insbesondere hat
eine Exponentialfunktion keine Nullstellen.

¢) Jede Exponentialfunktion mit a # 1 ist unbeschriinkt. Ist die Basis a > 1, so
ist die Exponentialfunktion streng monoton wachsend. Ist a < 1, so ist die Ex-
ponentialfunktion streng monoton fallend. (Der Fall @ = 1 ist nicht besonders
interessant, da es sich hier nur um die konstante Funktion f(x) = 1 = 1 han-
delt.)

d) Bei gleich bleibender Anderung des Arguments éndern sich die Funktionswerte
immer um denselben Faktor:

a®1tTz — %1, g%2

- a
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Beispiel 18.24 Eigenschaften der Exponentialfunktion

Machen wir uns die Eigenschaften der Exponentialfunktion anhand der Beispiele

f(x) =27 und g(x) = 27% = (3)* bewusst (sieche auch Abbildung 18.10).

a) f(z) =27 und g(z) = (5)® schneiden einander im Punkt (0, 1).

b) Es gibt kein z, das 2% = 0 erfiillt. f(z) = 2% nimmt nur positive Funktionswerte
an. Dasselbe gilt fiir g(z) = 27%.

¢) f(z) = 27 ist streng monoton wachsend, hingegen ist g(z) = (3)” streng
monoton fallend.

d) Gehen wir bei f(x) = 2% mit dem Argument z zum Beispiel immer um 3
weiter, so &ndern sich die Funktionswerte immer um den Faktor 8: f(z+3) =

1

2713 = 27.23 = 8. f(x). Gehen wir analog bei g(z) = (3)” immer um 3 weiter,

so dndern sich die Funktionswerte jeweils um den Faktor %.

D=

21

Abbildung 18.10. Die Exponentialfunktionen f(z) = 2% und g(z) = 27" = ().

Die bedeutendste aller Basen bei Exponentialfunktionen ist die Euler’sche Zahl e =
2.71828.... Die Exponentialfunktion f(x) = e¢” wird oft auch mit exp(z) bezeichnet.
Wir werden gleich sehen, dass sich eine Exponentialfunktion mit beliebiger Basis
a immer mithilfe der Exponentialfunktion mit Basis e schreiben lidsst. Aus diesem
Grund ist oft nur e als Basis in Verwendung.

Warum spielt ausgerechnet die Zahl e, die doch gar nicht , natiirlich“ wirkt, eine so herausragende

Rolle? Wir werden in Kapitel 19 sehen, dass f(z) = e* die einzigartige Eigenschaft hat, dass die
Steigung der Funktionskurve in jedem Punkt gleich dem Funktionswert selbst ist.

Da die Exponentialfunktion f(z) = a®, abgesehen vom uninteressanten Fall a = 1,

auf ihrem ganzen Definitionsbereich streng monoton ist, ist sie umkehrbar:

Definition 18.25 Sei a > 0, a # 1. Die Umkehrfunktion zu f : R — (0, 00),
f(z) = a®, heifit Logarithmus(funktion) zur Basis a. Man schreibt

fHzx) =log,(x) fiir x > 0.
Die Umkehrfunktion speziell zu f(z) = e* wird
fHz) =In(z) firz>0

geschrieben und heifit natiirlicher Logarithmus (siehe Abbildung 18.11). In man-
chen Biichern ist die Bezeichnung log(x) statt In(x) iiblich.
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Insbesondere ist In(e”) = z und ™®) = z, denn die Hintereinanderausfithrung von
Funktion und Umkehrfunktion auf z ergibt wieder x.
Der Logarithmus macht das Potenzieren einer Zahl riickgéngig: Gilt a® = b, so ist x = log, b.

Beispiele: 24 = 16, daher: 4 = log, 16; 103 = 1000, daher: 3 = log4 1000; 10~2 = 0.01, daher
—2 = log; 0.01.

Abbildung 18.11. Der natiirliche Logarithmus f(z) = In(z).

Die Eigenschaften der Logarithmusfunktion ergeben sich aus den Eigenschaften der
Exponentialfunktion:

Satz 18.26 (Charakteristische Eigenschaften der Logarithmusfunktion)
Die Logarithmusfunktion f : (0,00) — R, f(z) = log,(x), hat folgende charakteris-
tische Eigenschaften:

a) Wegen a” =1 ist
log, (1) = 0.

Die Logarithmusfunktion hat also bei z = 1 eine Nullstelle.

b) Die Logarithmusfunktion ist unbeschrinkt. f(z) = log,(z) ist fir a > 1 streng
monoton wachsend und fiir @ < 1 streng monoton fallend.

c) log, (z1 - x2) =log,(x1) + log, (22)

d) loga (xb) =b- loga(‘r)

Aus den letzten beiden Eigenschaften folgt weiters, dass log, (£1) = log,(z1) —
log, (z2). Beispiele: In(5x) = In(5) + In(z), In(2z®) = 3 In(x), In(y/z) = % In(z),

-2

In(3) = —In(2), In(2) = In(3) — In(5). Achtung: In(z; + 22) # In(21) + In(az)!

Die Eigenschaft c) bedeutet: Andert man das Argument 2 immer um denselben Faktor, so erhélt
man immer dieselbe absolute Anderung des Funktionswertes. Zum Beispiel: log, (2z) = log, (z) +
log,(2). Unsere Sinnesorgane messen in gewissen Bereichen annihernd logarithmisch: Bei einer
fortschreitenden Verdopplung der Frequenz einer Schallschwingung wird zum Beispiel die Zunahme
der Tonhohe immer als gleich wahrgenommen (Oktave).

Beispiel 18.27 Radioaktiver Zerfall

Radioaktiver Zerfall kann durch n(t) = n(0)-e~*! modelliert werden (... griech.
Buchstabe ,,lambda‘“). Jod 131 hat beispielsweise eine Zerfallskonstante von A =
1-1075s~1. Angenommen, es sind zu Beginn 10'° Jodkerne vorhanden. Stellen Sie
die Anzahl n(¢) der noch nicht zerfallenen Kerne als Funktion der Zeit ¢ in Tagen
dar. Nach wie vielen Tagen vermindert sich die Anzahl der Kerne auf die Halfte?
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Loésung zu 18.27 Auf die Zeiteinheit ,, Tage* umgerechnet ist A = 0.086 pro Tag.
Die Funktion n(t) = n(0)e™** = 10'0 . ¢70-086% ist in Abbildung 18.12 dargestellt.

1x10'%¢
8x10°1
6x10°F
4x10°F

2x10°F

10 20 30 40 50 60

Abbildung 18.12. Radioaktiver Zerfall von Jod: n(t) = 100 . =086,

Die Funktion n(t) ist genau genommen als Mittelung zu verstehen. Die wirkliche Anzahl kann
natiirlich nur ganzzahlige Werte annehmen und springt jedesmal, wenn ein Kern zerfillt.

Die Halbwertszeit T bestimmen wir aus der Forderung n(7) = n(0)e ™" = @

Als Symbol fiir die gesuchte Halbwertszeit haben wir, wie oft iiblich, den griechischen Buchstaben
T, gesprochen ,tau“, verwendet.

Unsere Bedingung fiir die Halbwertszeit lautet, nach Kiirzung durch n(0), also
e N = % Wenden wir auf beiden Seiten die natiirliche Logarithmusfunktion an,
um nach dem Exponenten 7 auflésen zu kénnen (wir ,logarithmieren“ beide Seiten):

In(e7) = In (;) .

Daraus erhalten wir (wegen In(e*) = x)

—A7=1In <1) )
2
In(2)

also7 = —1+1In (3) = =2 = 8.06. (Im letzten Schritt wurde verwendet, dass In(3) =
—1In(2) ist). Nach gut 8 Tagen verringert sich also die Anzahl der Kerne jeweils um
die Hiilfte (charakteristische Eigenschaft der Exponentialfunktion d) aus Satz 18.23).

|

Satz 18.28 Eine Exponentialfunktion mit beliebiger Basis a > 0 kann als Expo-
nentialfunktion mit Basis e ausgedriickt werden:

a® = e9c~ln(aL) )

Analog kann eine Logarithmusfunktion mit beliebiger Basis mithilfe des natiirlichen
Logarithmus dargestellt werden:

log,(z) = )
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Das kénnen wir uns folgendermaBen iiberlegen: Wegen = = e!(®) gilt auch a® = eln(a®) — gz-In(a),
Analog iiberlegt man sich: z = '8 (%) daher ist auch In(z) = In(a!°%a(*)) = log, (2) In(a).

Fiir den natiirlichen Logarithmus gilt die niitzliche Ungleichung
In(z) <z -1

Daraus folgt insbesondere, dass In(z) langsamer wichst als f(z) = z—1. Mit anderen
Worten: Der Graph von In(x) verlduft immer unterhalb des Graphen von f(z) =
r— 1.

In vielen Anwendungen trifft man auf folgende Kombinationen von Exponenti-
alfunktionen, die eigene Namen tragen:

Definition 18.29 (Hyperbelfunktionen) Die Funktionen

T _ - T —x
sinh(z) = % bzw. cosh(z) = %

heiflen Sinus hyperbolicus bzw. Kosinus hyperbolicus (siche Abbildung 18.13).

Der Graph des Kosinus hyperbolicus liegt symmetrisch zur y-Achse und der Graph

sinh(x) cosh(x)

201

} -2 2 1
Abbildung 18.13. Sinus hyperbolicus, Kosinus hyperbolicus.
des Sinus hyperbolicus liegt punktsymmetrisch zum Ursprung. Mit anderen Worten:
cosh(—z) = cosh(z) und sinh(—z) = —sinh(z).

Man sagt, dass der Kosinus hyperbolicus eine gerade Funktion und der Sinus hyper-
bolicus eine ungerade Funktion ist:

Definition 18.30 Eine Funktion f heifit

e gerade, wenn sie f(—x) = f(z) erfiillt. Thr Graph liegt dann symmetrisch zur
y-Achse.

e ungerade, wenn sie f(—xz) = —f(z) erfiillt. Thr Graph liegt dann punktsymme-
trisch zum Ursprung.
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Weitere Beispiele Potenzfunktionen mit geraden Potenzen sind gerade, z. B. f(z) =
22, f(x) = ;. Hingegen sind Potenzfunktionen mit ungeraden Potenzen ungerade:

e ):*Oderf() a?.

Jede Funktion f(x) kann {ibrigens in eine gerade und eine ungerade Funktion zerlegt werden:

f(@) = fo(x) + fu(z) mit fo(z) = L(f(z) + f(—2)) und fu(z) = 3(f(z) — f(—=)).

Folgende Eigenschaften sind leicht nachzurechnen (Aufwirmiibung 18):

Satz 18.31 Die Hyperbelfunktionen haben folgende Eigenschaften:

a) sinh(0) = 0, cosh(0) =
b) smh( ) ist ungerade, cosh(x) ist gerade.
¢) cosh?(x) — sinh?(z) = 1.
d) Es gelten die Additionstheoreme:
sinh(z +y) = sinh(z)cosh(y) + cosh(z) sinh(y),
cosh(z +y) = cosh(x)cosh(y) + sinh(z) sinh(y).

Eigenschaft c¢) besagt geometrisch, dass die Punkte (cosh(z),sinh(z)) auf einer Hyperbel liegen und
erkldart damit den Namen.

Der Sinus hyperbolicus ist streng monoton wachsend auf R und der Kosinus hy-
perbolicus ist streng monoton wachsend auf [0, 00). Die Umkehrfunktionen sind die
so genannten Areafunktionen, die mithilfe des Logarithmus ausgedriickt werden
konnen:

arsinh(z) = In(z + V22 + 1), arcosh(z n(z+ vz

Der Areasinus hyperbolicus bildet R auf R ab, und der Areakosinus hyperbolicus ist
eine Funktion von [1,c0) auf [0, c0).
Oft sind auch noch die Abkiirzungen

sinh(x)
cosh(x)

cosh(z)
sinh(x)

tanh(x) = und coth(x) =

(Tangens und Kotangens hyperbolicus) in Verwendung.

18.3 Trigonometrische Funktionen

Trigonometrische Funktionen sind von grofier Bedeutung in der Geometrie und bei der Modellierung
von periodischen Vorgidngen. In der Computergrafik treten sie bei der Berechnung von Ansichten
dreidimensionaler Objekte auf.

Betrachten wir den Einheitskreis und lassen darauf einen Punkt P beginnend bei
(1,0) entgegen dem Uhrzeigersinn rotieren. Dann wird P eindeutig durch die am
Kreisbogen zuriickgelegte Lange x charakterisiert. Der Wert von z wird als Bo-
genlinge bezeichnet und ist ein Ma8 fiir den Winkel (siche Abbildung 18.14). Eine
volle Umdrehung ist bei einem Winkel von 27 erreicht, was dem Umfang des Ein-
heitskreises entspricht (und als Definition von 7 aufgefasst werden kann). Wir lassen
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auch Mehrfachumdrehungen zu und negatives x soll bedeuten, dass der Punkt P
im Uhrzeigersinn am Kreisbogen entlang lduft (z.B. 3w, m oder —7 entsprechen
demselben Punkt).

Definition 18.32 Sei z € R ein beliebiger Winkel und P = (¢, s) der zugehorige
Punkt am Einheitskreis wie in Abbildung 18.14. Dann definieren wir

sin(x) =s bzw. cos(x)=rc

und nennen die beiden Funktionen Sinus(funktion) bzw. Kosinus(funktion).

P = (cs)
1 sin(x)
cos(z)

Abbildung 18.14. Definition von Sinus und Kosinus am Einheitskreis.

Diese Definition ist natiirlich noch etwas unbefriedigend: Da wir noch nicht wissen, wie die Bo-
genldnge zu berechnen ist, konnen wir auch die trigonometrischen Funktionen nicht analytisch
berechnen. Wir werden spéter noch Mdéglichkeiten (z. B. Taylorreihen) dafiir kennen lernen.

Einen Winkel iiber die Lénge des zugehorigen Kreisbogens anzugeben, wird als Bo-
genmaf} (Einheit Radiant) bezeichnet. Die Umrechnung vom Gradma$ erfolgt mit:

2
Winkelwert im Bogenmafl = % Winkelwert im Gradmaf.

Aus mathematischer Sicht ist das Bogenmaf} die , natiirlichere” Einheit, da ansonsten

der Umrechnungsfaktor 3%[) in vielen Formeln (z.B. bei der Differentiation) auftau-
chen wiirde. Deshalb wird in der Mathematik, wenn nichts anderes gesagt wird,

immer im Bogenmaf gerechnet!

In Abbildung 18.14 bilden die Punkte (0,0), (¢,0) und (¢, s) ein rechtwinkliges Dreieck mit Hy-
potenuse (die Seite gegeniiber dem rechten Winkel) der Linge 1. Die Dreieckseite gegeniiber dem
Winkel z (Gegenkathete) hat die Linge sin(z) und die letzte Seite (Ankathete) hat die Linge
cos(z). Hat die Hypotenuse irgendeines rechtwinkligen Dreiecks die Lénge r, so hat die Gegenka-
thete die Liange rsin(z) und die Ankathete die Linge r cos(z).

Abbildung 18.15 zeigt die Graphen von sin(z) und cos(zx) im Intervall [0,2x7].
Insbesondere sehen wir, dass die Graphen von Sinus und Kosinus um Az = 3
gegeneinander verschoben sind. Es gilt:
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sin(x) cos(x)

VA

Abbildung 18.15. Sinus- und Kosinusfunktion

cos(z) = sin(x + g) fiir alle z € R.

Eine Kosinusfunktion kann also immer mithilfe einer Sinusfunktion ausgedriickt wer-
den (und umgekehrt). Wir kénnen daher im Prinzip mit einer der beiden Funktionen
auskommen.

Beispiel 18.33 Sinus und Kosinus
a) Driicken Sie cos(z — ) durch eine Sinusfunktion aus.
b) Driicken Sie sin(2z) durch eine Kosinusfunktion aus.

Losung zu 18.33
a) cos(z — ) =sin(z — 7+ §) =sin(z — F)
b) sin(2z) = cos(2x — F) n

[SIE

Dreht man den Punkt P = (¢, s) in Abbildung 18.14 um eine halbe Umdrehung
gegen den Uhrzeigersinn weiter (addiert also 7 zum Winkel), so gelangt man zum
Punkt —P = (—¢, —s). Somit gilt:

sin(x +7) = —sin(z) und  cos(x + ) = —cos(x) fiir alle z € R.

Hat P eine volle Umdrehung hinter sich, so wiederholen sich die Werte von Sinus
und Kosinus:

sin(x + 2m)
cos(x 4+ 2w) = cos(xz) fir alle z € R.

sin(z) fiir alle z € R,

Man sagt, Sinus und Kosinus sind periodisch mit der Periode 2.

Definition 18.34 Eine Funktion f : R — R heifit periodisch, wenn es ein p > 0
gibt mit
flx+p) = f(z) fiir alle z € R.

Die kleinste positive Zahl p mit dieser Eigenschaft heiit Periode von f.

Fiir Sinus und Kosinus wiederholen sich die Funktionswerte auch nach zwei, drei, ... Umdrehungen,
also sin(z) = sin(x +27) = sin(x +4n) = sin(z+67) = ... Das kleinste p > 0 mit sin(z) = sin(z+p)
ist 27, daher ist 27 die Periode.
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Beispiel 18.35 Periodische Funktionen

a) Welche Periode hat f(x) = sin(2z)? Stellen Sie die Funktionen sin(x) und
sin(2x) graphisch dar.

b) Welche Periode hat allgemein f(z) = sin(nx), wenn n € N?

Loésung zu 18.35

a) Gesucht ist das kleinste positive p mit f(z) = f(xz + p) fur alle x € R. Wir
verwenden, dass die Sinusfunktion die Periode 27 hat: f(x) = sin(2x) = sin(2z+
27r) = sin(2(x + 7)) = f(z + 7). Die Funktion f(z) = sin(2z) hat daher die
Periode 7. Die folgende Abbildung zeigt die Graphen von sin(z) (durchgehend)
und sin(2x) (strichliert):

0.5F

-0.5¢

-1.0+

b) Da die Sinusfunktion die Periode 27 hat, ist f(z) = sin(nz) = sin(nz + 27) =
sin(n(z + 22)) = f(z + 2¢). Die Funktion f(z) hat also die Periode 2T m

Weitere Eigenschaften von Sinus und Kosinus sind:

Satz 18.36 (Charakteristische Eigenschaften von Sinus und Kosinus)

a) Der Kosinus ist eine gerade und der Sinus eine ungerade Funktion: cos(—z) =
cos(z) und sin(—x) = — sin(x).

b) sin®(x) 4 cos?(x) = 1 (Satz des Pythagoras)

¢) Sinus und Kosinus haben unendlich viele Nullstellen:

sin(z) = 0 firz=%k -7 mitk€Z, alsox =0,£nm,+27,...

cos(z) = 0 fiirx:ngk-ﬂ'mitkeZ, alsoz::l:g,:t%r,...

d) Sinus und Kosinus sind beschriinkt. Die Funktionswerte liegen immer zwischen
—1 und +1:
|sin(z)| <1 und |cos(z)| < 1.

e) Es gelten die Additionstheoreme

sin(zx £y) = sin(z)cos(y) % cos(x) sin(y),
cos(x £y) = cos(x)cos(y) F sin(x)sin(y).

f) Es gelten die Abschitzungen

sin(z) < x <sin(z) + 1 —cos(z) fir 0 <a <

TR
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¢) Einige oft verwendete Funktionswerte sind:

™ s s 2m 3
z |0 § % % & & q
sin(z) | 0 \/LE ¥i o 3 \/LE
cos(z) |1 \/Li i 0 —3 _\/Li -1

Die Additionstheoreme e) lassen sich aus Abbildung 18.16 ablesen. Die Abschitzungen aus f) lassen
sich aus Abbildung 18.14 ablesen. Die Werte aus g) folgen mit einigen Tricks aus den bisherigen
Eigenschaften von Sinus und Kosinus. Zum Beispiel sehen wir aus dem Einheitskreis, dass fiir z = 7
Sinus und Kosinus gleich sind. Daraus folgt, zusammen mit der Eigenschaft sin2(§) +COS2(%) =1,

dass beide Funktionswerte gleich % sind.

A
Yy

O -1 E C
AC = sin(x)
OC = cos(x)
AB =sin(z +y)
OB = cos(z +y)
EC = sin(z) sin(y)
OD = cos(z) cos(y) y
EA = sin(z) cos(y)
DC = cos(z) sin(y) o B D

Abbildung 18.16. Additionstheoreme

Das ist nur ein kleiner Ausschnitt, in jeder Formelsammlung finden Sie eine Fiille
von weiteren Eigenschaften!

Beispiel 18.37 Trigonometrische Gleichung
Geben Sie alle Losungen von sin(2z + 1) = 0 an.

Lésung zu 18.37 Esist sin(2z+ 1) = 0 immer dann, wenn 2z + 1 ein ganzzahliges

Vielfaches von 7 ist, also wenn 2x + 1 = kw bzw. wenn x = % mit k € Z ist. Es

gibt also unendlich viele Losungen dieser Gleichung. |

Sinus und Kosinus sind umkehrbar, wenn man sie auf Intervalle einschrankt, auf

denen sie streng monoton sind. Fiir den Sinus nimmt man dazu iiblicherweise den

Definitionsbereich [—7, 7], fiir den Kosinus [0, 7]. Die Umkehrfunktionen sind die so

genannten Arcusfunktionen: Der Arcussinus arcsin(z) und der Arcuskosinus
arccos(z) sind somit auf dem Intervall z € [—1, 1] definiert und liefern Funktions-

werte aus [—%, 5] bzw. aus [0, 7].

Wenn Sie also zum Beispiel cos(z) = 0.5 nach z auflésen méchten, so liefert Thr Computer (den
gerundeten Wert) z = arccos(0.5) = 1.05, also einen Wert aus dem Intervall [0, x]. (Liefert Ihr
Taschenrechner arccos(0.5) = 607 Dann haben Sie das Gradma8 eingestellt;-)
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Natiirlich gibt es unendlich viele Werte z, fiir die cos(z) = 0.5 ist. Schneiden Sie den Funkti-
onsgraphen von cos(z) mit der konstanten Funktion f(z) = 0.5! Die Umkehrfunktion arccos liefert
aber, wie es sich fiir eine Funktion gehort, nur einen Funktionswert.

Oft verwendet werden auch der Tangens und der Kotangens (Abbildung 18.17),
die folgendermaflen definiert sind:

tan(z) = sin(z) fiir alle € R mit cos(z) # 0,
cos(x)
1
cot(z) = tan() fiir alle x € R mit sin(z) # 0.
Der Tangens hat also Polstellen an z = £7, i%’r, ..., der Kotangens an = = 0, £,

+27,.... Beide haben die Periode m. Fiir die Definition der Umkehrfunktionen

tan(x) cot(x)

N
SIS

Abbildung 18.17. Tangens und Kotangens

schrankt man den Tangens auf den Definitionsbereich (-7, %), und den Kotan-

gens auf (0, 7) ein. Hier ist der Tangens streng monoton wachsend bzw. der Kotan-

gens streng monoton fallend. Die zugehorigen Umkehrfunktionen, Arcustangens

arctan(z) und Arcuskotangens arccot(z), sind also auf ganz R definiert und lie-
™ T

fern Winkel aus dem Intervall (-7, ) (Arcustangens) bzw. aus dem Intervall (0, 7)
(Arcuskotangens).

18.4 Polardarstellung komplexer Zahlen

Trigonometrische Funktionen werden in der Praxis auch zur Beschreibung von
komplexen Zahlen verwendet. Erinnern Sie sich daran, dass eine komplexe Zahl
z = x + iy als ein Punkt (oder Zeiger) mit den Koordinaten (x,y) am Kreis mit
Radius r = |z| = y/2? + y? aufgefasst werden kann (Gaufi’sche Zahlenebene, sie-
he Abbildung 18.18). Die komplexe Zahl (also Position und Lénge des Zeigers) ist
eindeutig dadurch festgelegt, dass wir Real- und Imaginérteil (x,y) angeben, oder,
alternativ, die Linge r des Zeigers und den Winkel ¢, der von der x-Achse (d.h. der
reellen Achse) weg gemessen wird. Da ¢ nur bis auf Vielfache von 27 bestimmt ist,
miissen wir ¢ auf ein Intervall der Linge 27 einschréinken. Meist wird ¢ € (—m, 7],
manchmal auch ¢ € [0,27) verwendet. Man nennt (x,y) die kartesischen Koor-
dinaten von z und (r, ¢) die Polarkoordinaten von z.
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y = rsin(p)

¥

x = rcos(p)

Abbildung 18.18. Polardarstellung einer komplexen Zahl.

Den Zusammenhang zwischen kartesischen und Polarkoordinaten kénnen wir aus

Abbildung 18.18 ablesen:

x=rcos(p), y=rsin(p)

bzw.

ro= Va?+y?
arccos(¥), falls y > 0
—arccos(%), fallsy <0

s

¥»

Ist z = 0, so gilt auch » = 0 und ¢ ist unbestimmt. Der Winkel ¢ ist natiirlich nur
bis auf ein Vielfaches von 27 festgelegt. Unsere Definition mithilfe des Arcuskosi-
nus liefert den so genannten Hauptwert im Intervall (—m, 7] (da der Arcuskosinus
immer Werte im Intervall [0, 7] liefert).

Die Fallunterscheidung fiir den Winkel ist notwendig, da der Arcuskosinus ja immer nur einen
Funktionswert aus [0, 7] liefert. Wenn die komplexe Zahl aber einen negativen Imaginérteil hat, dann

liegt der zugehorige Winkel in (—, 0). Alternativ kann der Winkel auch mithilfe des Arcustangens
berechnet werden.

Beispiel 18.38 (—CAS) Polarkoordinaten
Bestimmen Sie die Polarkoordinaten fiir:
a) z=1 b) z =1 c) z=1+iV3 d)z=1-iV3

Lésung zu 18.38

a) z=1+41-0 ist eine reelle Zahl. Der zugehérige Zeiger in der Gaufy’schen Zah-
lenebene hat die Lange r = 1 und liegt auf der reellen Achse. Der Winkel ¢ ist
daher 0. Daher sind die Polarkoordinaten von z gleich (r,¢) = (1,0).

b) Nun ist z = 0+1- 1 rein imaginir. Der zugehérige Zeiger hat die Lénge 1 und
liegt auf der imagindren Achse. Somit sind die Polarkoordinaten (r,¢) = (1, 7).

c¢) Die kartesischen Koordinaten sind x = 1 und y = /3. Daraus folgt r =
Va2 +y? = 2 und ¢ = arccos(%) = arccos(3) = 5. Damit sind die Polarko-
ordinaten (r, ) = (2, §).

d) Die kartesischen Koordinaten sind z = 1 und y = —+/3. Damit ist wieder
r = /22 4+ %% = 2 und nun aber (negativer Imaginérteil!) ¢ = —arccos(%) =

—arccos(3) = —%. Somit lauten die Polarkoordinaten (r, ¢) = (2, —%). m
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Die Darstellung
z =rcos(p) +irsin(yp)
wird als Polardarstellung von z bezeichnet.
Hier wurden nur Real- und Imaginérteil von z = x + iy mithilfe von r und ¢ ausgedriickt.

Die Polardarstellung kann mithilfe der komplexen Ezxponentialfunktion kompakter
geschrieben werden. Dazu miissen wir kurz etwas ausholen.

Definition 18.39 Die komplexe Exponentialfunktion ist definiert als

exp : C—>C
z =z +iy — e = e”(cos(y) +isin(y)).

Beispiel 18.40 (—CAS) Komplexe Exponentialfunktion
Geben Sie den Real- und den Imaginérteil der folgenden komplexen Zahlen an:
a) e2tis b) e'%

Loésung zu 18.40

a) Wir brauchen nur die Definition 18.39 zu verwenden: e*™3 = e*(cos(%) +
isin(%)) = e2(L +i%3) = 3.7+ 6.4i.
b) e = e%(cos(Z) +isin(Z)) = cos(Z) +isin(Z) = 0.71 + 0.71i. m

Wenn das Argument der komplexen Exponentialfunktion rein imaginér ist, also z =
0 + 4y, so ergibt sich die

Satz 18.41 (Formel von Euler)

el = cos(y) + isin(y) fiir beliebiges y € R.

Fiir y = 7 erhilt man die ,,schénste“ Formel der Mathematik: '™ 4+ 1 = 0. Sie verkniipft fiinf der
wichtigsten mathematischen Konstanten: e, i, 7, 1 und 0.

Damit kénnen wir die Polardarstellung einer komplexen Zahl z kurz als
z = r(cos(p) +isin(p)) = r-e'?

schreiben. Fiir die zugehorige konjugiert komplexe Zahl Z gilt: Z = r - e,

Denn: Z = 7(cos(p) — isin(¢)) = r(cos(—p) + isin(—¢p)) = r - e~1¥. Hier haben wir die Eigenschaft
verwendet, dass cos(—p) = cos(p) und sin(—¢) = — sin(y), dass also der Kosinus eine gerade und
der Sinus eine ungerade Funktion ist.

Beispiel 18.42 Polardarstellung einer komplexen Zahl
Schreiben Sie die komplexen Zahlen aus Beispiel 18.38 in der Form z = rel¥.
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Losung zu 18.42

a) z =1 hat wegen r = 1 und ¢ = 0 die Polardarstellung z = 1(cos(0) +isin(0)) =
el

b) z =i hat die Polarkoordinaten » = 1 und ¢ = 7, daher die Polardarstellung
z=1(cos(%) +isin(F)) = e"%.

c¢) Die Polarkoordinaten von 1 + iv/3 sind (r,¢) = (2, %), daher ist die Polardar-
stellung z = 2(cos (%) +isin (%)) = 2e¥'5.

d) Die Polarkoordinaten von z = 1 — iy/3 sind (r,¢) = (2,—%). Damit ist die

Polardarstellung z = 2(cos (— %) +isin(—%)) = 2e™" m

[SE]

Die Rechtfertigung fiir die auf den ersten Blick etwas seltsam anmutende Definition
der komplexen Exponentialfunktion ist, dass sie damit weiterhin die Eigenschaften
hat, die wir schon von der reellen Exponentialfunktion gewohnt sind, insbesondere:

Satz 18.43 Fiir beliebige z1, 20 € C gilt

ezl+z2 — e%le?2

Das folgt direkt aus den Additionstheoremen der trigonometrischen Funktionen.

In dieser Darstellung kénnen komplexe Zahlen besonders einfach multipliziert wer-
den: . ‘ .
2120 = (161 (r0e1%2) = (rlrg)el(“ol+“’2).

Die Absolutbetrige werden also multipliziert und die Winkel werden addiert.

Beispiel 18.44 Multiplikation in Polardarstellung
Berechnen Sie fiir z; = 1 +iv3 und 25 = V2 — iv2: a) 2129 b) 22

Lésung zu 18.44
a) Wir konnen natiirlich wie bisher einfach bei den kartesischen Koordinaten blei-
ben und ausmultiplizieren:

iz = (1+iV3)(V2 —iv2) = ... = V2(1 + V3) +iV2(V3 - 1).

Oder wir gehen zur Polardarstellung iiber, z; = 25 und z; = 2 %, und
multiplizieren nun:

1= —
2179 = 2e'3 - 2e
27

b) 2121 = (20'5)(2e'5) = 4!, =

Im letzten Beispiel b) haben wir 2% berechnet. Allgemein:

Satz 18.45 (Formel von de Moivre) Fiir z = rel? gilt:

oM = Tneimp =" (Cos(n(p) + ISIH(TL(P))
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Die n-te Potenz von z ist also eine Zahl mit Betrag ™ und n-fachem Winkel.

Denn 2" = (rel?)? = rnel”? = r7(cos(ny) + isin(ny)). Hier haben wir Satz 18.43 angewendet
und das Ergebnis mithilfe von Kosinus und Sinus geschrieben. Die Formel ist benannt nach dem
franzosischen Mathematiker Abraham de Moivre, 1667—1754.

Diese Formel zeigt uns auch, wie wir komplexe Wurzeln ziehen kénnen:

Definition 18.46 Sei z = rel¥, dann heifit
{L/E:{'/;ei%7 _7T<§0§7T5

die n-te Wurzel von z.

Statt &z schreibt man wie im reellen Fall einfach y/z. Aber Achtung: Die aus dem
Reellen gewohnten Rechenregeln gelten fiir komplexe Wurzeln nicht immer! So ist

zurgl Beispiel /z122 # /Z1v/72 (z.B. 1 = V1 = /(-1)(-1) # V=-1y/-1=i-i=
-1).

Beispiel 18.47 (—-CAS) Komplexe Wurzel
Geben Sie Real- und Imaginérteil an:

a) V1+1iv3 b) V8- ez ¢) V=1

Losung zu 18.47
a) Wir gehen zuniichst zur Polardarstellung iiber, 1 + iyv/3 = 2¢'5 (siehe Bei-
spiel 18.38 c)), und verwenden dann die Definition 18.46:

V141V3 = V25 =25,

Das ist die gesuchte Wurzel. Um davon noch Real- und Imaginérteil zu bekom-
men, formen wir weiter um:

V2els = \/i(cos(%) + isin(%)) = % + %

b) Analog wie zuvor erhalten wir
et = \fe@‘—2(cos(6)+1sm( ) =V3+i.
¢) In Polardarstellung ist —1 = 1 - e"™. Damit folgt

4 " 4 Lo T .. 7 1 . 1
1 -el = 1' ! 4 = 1 — — = —= R
V1-etm=+v1-e (cos(=) +isin(—)) NG —|—1\/§

So, wie es fiir positives z zwei Losungen zu w = z2 gibt, niamlich \/z und —/z, so gibt es auch im
komplexen Fall mehrere Losungen der Gleichung w = 2™:

Die n-te Wurzel w = {/2 ist nicht die einzige Losung der Gleichung w™ = 2. Es gibt
insgesamt n Losungen:
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z, Yz

Die Zahlen .
e?mn E=0,1,...,n—1,

werden als n-te Einheitswurzeln bezeichnet. Sie sind gerade die n Lésungen von
w™ = 1. Man erhilt sie graphisch, indem man am Einheitskreis beginnend bei w =
1 immer um den Winkel 27” weitergeht, also den Einheitskreis in n gleich grofle
Tortenstiicke zerlegt.

Beispiel 18.48 Losungen von w” =
Geben Sie alle Losungen an:  a) w? = 1+iv3 b) w3

8-ei% c)wt = -1

Lésung zu 18.48
a) Es gibt insgesamt zwei Lb'sungen Aus Beispiel 18.47 a) kennen wir bereits eine

Losung w; = V14 iv3 = v/2e!%. Damit ist die zweite Losung
wy = V265 - el2™3 — /261

b) Nun gibt es insgesamt drei Losungen. Eine Losung ist wieder die dritte Wurzel,
die wir bereits in Beispiel 18.47 b) berechnet haben: w; = 2¢!%. Die beiden
anderen Losungen sind damit

1 5x 2 jox
wy = 2e'6e2™3 =216 | w3 = 266275 = 216
) Die vier Losungen sind (siehe Beispiel 18.47 c))
s o jorl i3 15m I
wy =e'T, wy=¢eTe?™T =T wy=e€lt, wy=e

Die Umkehrfunktion zur komplexen Exponentialfunktion ist der komplexe Logarith-
mus:

Definition 18.49 Der komplexe Logarithmus ist definiert als
Log : C\{0}—=C
z = rel? = Log(z) = In(r) + ip.

Fiir den Winkel wihlt man den Hauptwert ¢ € (—m, 7] und spricht dann vom
Hauptzweig des komplexen Logarithmus. Der k-te Zweig ist durch Log(z) + 2kmni
mit k € Z gegeben.

Beispiel 18.50 (—CAS) Komplexer Logarithmus

Geben Sie den komplexen Logarithmus (den Hauptwert) der folgenden Zahlen an
(vergleiche Beispiel 18.38):

a) z=1 b) z =1 c) z=1+iV/3 =23 d)z=1-iV/3=2e""5.
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Loésung zu 18.50

a) Wir brauchen nur die Definition 18.49 zu verwenden: Aus 1 = eV folgt Log(1) =
In(1) +i0 = 0.

b) Ausi=e™/2 folgt Log(i) = In(1) +i% = iZ.

c) Aus 1 +iv/3 =25 folgt Log(1+if) In ( ) +1iZ.

d) Aus 1—iv3=2e""3 folgt Log(1 —iv/3) = In(2) —iZ. n

Fiir reelles, positives Argument stimmt der komplexe Logarithmus mit dem reel-
len Logarithmus iiberein: Wegen x = xe'¥ fiir z > 0 folgt aus der Definition 18.49
Log(z) = In(x). Der komplexe Logarithmus ist also eine Verallgemeinerung des re-
ellen Logarithmus.

Manche Eigenschaften gelten nur im reellen Spezialfall: Fiir reelle, positive Argumente x1,z2 ist
uns Log(z1z2) = Log(z1) + Log(x2) vertraut. Da bei einer komplexen Zahl der Winkel nur bis
auf Vielfache von 27i eindeutig bestimmt ist, ist beim komplexen Logarithmus auch die Formel
Log(z122) = Log(z1) + Log(z2) nur bis auf Vielfache von 27i richtig. So folgt zum Beispiel: 0 =
Log(1) = Log((—1) - (—1)) # Log(—1) 4+ Log(—1) = im + ir = 2mi.

Mithilfe des komplexen Logarithmus kann man beliebige Potenzen z* fiir kom-
plexe Zahlen z, w berechnen:

20 = gwhoe(z), z € C\{0}, w e C.

Ist z = rel¥ die Polardarstellung von z und w = u + iv die Zerlegung von w in Real-
und Imaginérteil, so folgt aus der Euler’schen Formel 18.41

2% =r"e "% (cos(up + vin(r)) + isin(up + vin(r))).

Die komplexe Potenz ist mithilfe des Hauptzweiges des komplexen Logarithmus definiert. Wenn
der Exponent w nicht ganzzahlig ist, so liefern verschiedene Zweige des Logarithmus verschiedene
Zweige der Potenzen. Im Spezialfall w = % ergibt diese Definition genau die komplexe n-te Wurzel
aus Definition 18.46.

Beispiel 18.51 (—CAS) Komplexe Potenzen
Berechnen Sie: a) 371 b) (1+1i)! c) (1 —1i)2*s

Loésung zu 18.51 Wir gehen immer so vor: Zunéchst schreiben wir die Basis z =
rel? mithilfe des Hauptzweiges des komplexen Logarithmus, also z = ™"+ Dann
fiigen wir die Hochzahl hinzu,

LW (eln(r)-l-ig,)w — w(in(r)+ip)
und vereinfachen mithilfe der Formel von Euler 18.41.

a) Wir schreiben z = 3e!® mithilfe des komplexen Logarithmus: z = en(3)+i:0 — eIn(3)
und erhalten damit

37 = (eln(?’))ii =70 = cos(—In(3)) + isin(— In(3)) =
= cos(In(3)) —isin(In(3)) = 0.45 — 0.89i.

b) Zuerst schreiben wir z = 1 +1i = y/2e'% mithilfe des komplexen Logarithmus:
z = e(VDHiE | Daraus folgt
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(1+i) = (eln<ﬂ>+ig>i _ oi(n(vig) _
= o THIY) — oo (cos(In(v2)) + isin(In(v2)) =
= 0.43+0.151.

¢) Wieder driicken wir z = 1 —i = y/2e™'% mithilfe des komplexen Logarithmus aus:
z = (VDT Somit erhalten wir

(1- i)2+3i _ (eln(\/i)fi%>2+3i — e(2+3i)(1n(\/§)*i%) =

nach Ausmultiplizieren in der Hochzahl
— e21n(ﬁ)+%+i(31n(\/§)—g _

1
mithilfe der Vereinfachung In(v/2) = 3 In(2)

— 2% <cos <3h;(2) - g) +isin (312(2) _ g)) _

da cos(z — g) = sin(x) und sin(z — g) = —cos(x)

— 27 <sin (312(2)) —icos (312(2)» = —18.20 + 10.69i.

18.4.1 Anwendung: Komplexe Darstellung von Schwingungen
In der Praxis treten oft Schwingungsvorgénge auf, deren zeitlicher Verlauf durch
y(t) = Asin(wt + ¢)

beschrieben werden kann. Zum Beispiel kénnte es sich bei y(¢) um ein Signal (ei-

ne elektromagnetische Welle) oder einen elektrischen Wechselstrom handeln. Dabei

wird A als Amplitude der Schwingung, w als Kreisfrequenz und ¢ als Null-

phasenwinkel bezeichnet. Die Schwingung ist periodisch mit der Periodendauer
_ 2

T =

Denn y(t+7) = Asin(w(t+T)+¢) = Asin(wt+wT+p) = Asin(thrw%rJr(p) = Asin(wt+27+¢) =

Asin(wt + ) = y(t).

Der Kehrwert der Periodendauer, die Frequenz f = % = 5=, gibt an, wie oft pro

Zeiteinheit sich die Schwingung wiederholt.

Natiirlich kénnte man zur Beschreibung einer Schwingung auch den Kosinus verwenden. Wegen
A cos(wt 4+ ¢) = Asin(wt + ¢ + g)
bringt das aber nichts Neues.

Jeder Schwingung ordnet man nun formal eine ,komplexe Schwingung*

2(t) = Acos(wt + @) + iAsin(wt + @)
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zu, die mithilfe der Euler’schen Formel 18.41 kompakt in der Form
2(t) = Ael@te)

geschrieben werden kann. Die urspriingliche, physikalisch interpretierbare, Schwin-
gung, ist ihr Imaginérteil. Im Realteil steckt die entsprechende Kosinus-Schwingung.
Wir haben durch Ubergang zum komplexen z(¢) keine Information verloren, aber ei-
niges gewonnen: Erstens ist mit der Exponentialfunktion viel einfacher zu rechnen
als mit trigonometrischen Funktionen.
Denn man muss sich nur das Exponentialgesetz (Satz 18.43) merken, im Gegensatz zu den trigo-
nometrischen Additionsgesetzen mitsamt allen Verallgemeinerungen (Satz 18.36).

Wenn man z.B. in e/ (¥11¥2) = ¢l¥1¢i¥2 die Euler’sche Formel einsetzt, die rechte Seite ausmul-
tipiziert und dann auf beiden Seiten Real- und Imaginérteil vergleicht, so erhdlt man die Additi-
onstheoreme fiir Sinus und Cosinus. Mehr noch, man kann das leicht weiter treiben, und z.B. drei

Zahlen y1,y2,y3 betrachten. Auf diese Weise kann man Unmengen von weiteren trigonometrischen
Identitdten beweisen, wie man sie in Formelsammlungen findet.

Zweitens lassen sich Schwingungen mithilfe der komplexen Verpackung gut gra-
phisch veranschaulichen: Der Punkt z(¢) entspricht der Spitze eines Zeigers (Vek-
tors), der sich entlang des Kreises mit Radius A mit der Frequenz f dreht (vgl.
Abbildung 18.19). Die physikalisch relevante Schwingung y(t) ist gerade der Ima-
ginérteil des Zeigers, der bei dieser Kreisbewegung periodisch grofler und wieder
kleiner wird (und somit wie gewiinscht die Schwingung beschreibt). Nun kann man

z(t)

4 Asin(wt + @)

wt + ¢

Abbildung 18.19. Veranschaulichung einer Schwingung als Imaginérteil eines komplexen
Zeigers, der gegen den Uhrzeigersinn mit der Kreisfrequenz w rotiert. Das Zeigerdiagramm
zeigt die Momentaufnahme zum Zeitpunkt ¢.

sich auch leicht iiberlegen, was bei der Uberlagerung von zwei Schwingungen mit
gleicher Kreisfrequenz w entsteht. Beide Zeiger drehen sich dann ja mit der gleichen
Geschwindigkeit und dndern somit ihre relative Lage zueinander nicht. Also spielt
es keine Rolle, zu welchem Zeitpunkt man sie addiert, man kann also zum Beispiel
den Zeitpunkt ¢ = 0 wihlen. Durch Addition der beiden Zeiger (Vektoren) zu die-
sem Zeitpunkt finden wir dann den resultierenden Zeiger, der sich mit derselben
Kreisfrequenz dreht:
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2(t) = 21(t) + 22(2)

z2 (t)

Z1 (t)

Abbildung 18.20. Die Uberlagerung zweier Schwingungen mit gleicher Kreisfrequenz wird
im Zeigerdiagramm durch Vektoraddition der beiden Zeiger erhalten.

Satz 18.52 Gegeben seien zwei Schwingungen
y1(t) = Ay sin(wt + 1) und  yo(t) = Agsin(wt + p2)

mit derselben Kreisfrequenz w. Dann ist ihre Uberlagerung y(t) = y1 (t)+y2(t) wieder
eine Schwingung mit dieser Kreisfrequenz,

y(t) = Asin(wt + @),

deren Amplitude A und Nullphasenwinkel ¢ gegeben sind durch

_ A sin(¢) + As sin(ps)
Aj cos(p1) + Az cos(ipa)

A= \/A% + A3+ 2A; A cos(pa — 1), tan(p)

Der Satz gilt analog fiir beliebig viele Schwingungen solange alle die gleiche Kreis-
frequenz haben. Aber Achtung: Sind die Kreisfrequenzen verschieden, so gilt dieser
Satz nicht mehr. Die Uberlagerung ist dann im Allgemeinen keine Sinusschwingung
mehr.

Die Formeln fiir A und ¢ aus Satz 18.52 konnen wir nachvollziehen, wenn wir die beiden Schwin-
gungen y1(t) und y2(t) iiber ihre komplexen Zeiger addieren:

2(t) = z1(t) + 22(t) = Aqel@tten) 4 g eilwites) — ei“”f(Alei*”l + Apel®2).

Also sehen wir, dass die Summe z(¢) wieder eine komplexe Zahl mit Kreisfrequenz w ist, die wir
somit in der Form z(t) = e“tAel? = Ael(wi+¥) schreiben kénnen. Der Faktor ¢! bewirkt das
Weiterdrehen des Zeigers z(0) = Ael¥ auf seine Position z(t) = ¢“t2(0) zum Zeitpunkt ¢. Sehen
wir uns nun den Zeiger zum Zeitpunkt ¢ = 0 an, um die Formeln fiir die Amplitude A und den
Nullphasenwinkel ¢ zu bekommen:

z(0) = Ael? = A1e'P1 + Agel¥2,

Wir wenden die Euler’sche Formel 18.41 an und erhalten damit z(0) in kartesischen Koordinaten:

A1ell + Agel¥2 = Ajp (cos(p1) +isin(p1)) + Az (cos(pa) + isin(p2)) =
= Ajcos(p1) + Az cos(p2) +1 (A1 sin(p1) + Az sin(gp2)) .

Somit erhalten wir die Amplitude A und den Nullphasenwinkel ¢ von z(t) durch Berechnen der
Polarkoordinaten von z(0):
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A% = (Ajcos(p1) + Az cos(p2))? + (A1 sin(p1) + Az sin(pa))? =
A% + A% + 2A1 Az cos(p2 — p2),

Ajsin(p1) + A2 sin(p2)

Aj cos(p1) + Az cos(p2)

tan(e)

Zur Vereinfachung der Formel fiir A2 haben wir die trigonometrischen Eigenschaften aus Satz 18.36
verwendet.

18.5 Mit dem digitalen Rechenmeister

Nullstellen

Der Solve-Befehl in Mathematica versucht, eine Gleichung nach der angegebenen
Variablen aufzulésen. Gleichungen werden mit einem doppelten Gleichheitszeichen
eingegeben:

In[1]:= Solve[x® — 7x* + 7x — 1 == 0, x|
out[11= {{x — 1}, {x = 3 —2v2},{x — 3 +2V2}}

Mathematica hat also drei Nullstellen gefunden.

Faktorisierung

Polynome konnen mit dem Befehl
In[2]:= Factor[x® — 1]

out[2]l= (—1+x)(1+x+x°)
faktorisiert und mit dem Befehl

In[3]:= Expand|%)]
Out[3]= —1+%°

ausmultipliziert werden. Eine Faktorisierung erfolgt nur, wenn die Nullstellen ratio-
nale Zahlen sind.

Polynomdivision
Den Quotienten s(z) der Polynomdivision p(z) = s(x)q(x) + r(z) kénnen wir mit
PolynomialQuotient[p(x), ¢(z), z]

In[4]:= PolynomialQuotient[3x* 4+ x® — 2x,%* + 1,%]
Out[4]= —3 + x + 3x2

und den Rest r(z) mit PolynomialRemainder[p(z), ¢(z), z]

In[5]:= PolynomialRemainder[3x* + x® — 2x,x% + 1, x|
Out[5]= 3 —3x

berechnen.
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Interpolationspolynome

Interpolationspolynome kénnen mittels InterpolatingPolynomial[{{zo,y0},.-.}, 2]
berechnet werden, wobei (g, 30), . . . die gewiinschten Stiitzpunkte sind. Um uns die
Eingabe der Stiitzpunkte zu ersparen, kénnen wir leicht mit dem Table-Befehl eine
Liste gleichméfBig verteilter Stiitzpunkte erzeugen. Zum Beispiel:
Inl6]:= f[x]=1/(1+ 25%%);

Stuetzpunkte[n] := Table[{2,£[2]}, {j, —n,n}];

n’ n
P[x.] = InterpolatingPolynomial[Stuetzpunkte[6], x|//Expand
551599221900 x2 367051586875 x* 107641853578125 x°

Out[8]= 1 — —
ut 8] 28167484501 + 1847048164 112669938004
62017871484375x®  65809335937500 x1° N 25628906250000 x1?
28167484501 28167484501 28167484501

Stuetzpunkte [n] erzeugt eine Liste von 2n + 1 Stiitzpunkten, die gleichméflig im
Intervall [—1, 1] verteilt sind. Damit wurden hier 13 Stiitzpunkte erzeugt und dann
das Interpolationspolynom Pis(z) von f(z) = 1-&-2% berechnet. Abbildung 18.8
erhalten wir mit Plot[{f[x],P[x]}, {x, —1,1},PlotRange — All].

Graphische Darstellung von Funktionen

Erinnern Sie sich an den Plot-Befehl, mit dem Funktionen gezeichnet werden
konnen. Es ist dabei sogar moglich mehrere Funktionen gleichzeitig zu zeichnen,
indem man statt einer Funktion eine Liste von Funktionen angibt:

In[9]:= Plot[{Sin[x],Sin[2x]}, {x,0, 2},
Ticks — {{0, 7,27}, Automatic},
PlotStyle — {{},Dashing[{0.05,0.02}]}]

1.0+
/ ™~
7N

0sF/

-0.5F

_tof
Mit der Option Ticks wurde hier festgelegt, dass die z-Achse an den Positionen
0, 7, 27 zu beschriften ist (die Beschriftung der y-Achse erfolgt hier automatisch). Mit
der Option PlotStyle wurde fiir die zweite Funktion durch Dashing[{0.05,0.02}] ei-
ne strichlierte Linie gew#hlt. Als PlotStyle kann durch Angabe von RGBColor|[r, g, b)
auch ein Farbwert gew&hlt werden (z. B. RGBColor|[1,0, 0] fiir rot).

Bogenmafl und Gradmafl

Winkelwerte werden von Mathematica defaultméflig im Bogenmafl interpretiert:
0
In[10]:= Sin[E]
Out[10]=1
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Haben Sie den Winkel im Gradmaf} gegeben, so muss er mit dem Faktor %5 ins
Bogenmafl umgerechnet werden. Dafiir gibt es die eingebaute Konstante Degree, die
auch als © {iber die Palette eingegeben werden kann:

In[11]:=Sin[90 Degree]
Out[11]=1

Funktionen mit komplexen Argumenten, Polardarstellung

Natiirlich kénnen wir in Mathematica die trigonometrischen (bzw. alle anderen)
Funktionen auch mit komplexem Argument aufrufen (Eingabe der imaginéren Ein-
heit mit dem GroBbuchstaben ,,I* oder iiber die Palette).

In[12] :=Sin[I]
Out [12]= I Sinh[1]

Oder:
T
In[13]:=Exp[2 + 15]//Comp1exEXpa.nd

e 1. -,
Out[13]=— + 5nfse

Hier mussten wir noch mit ComplexExpand nachhelfen, damit das Ergebnis auch in
Real- und Imaginérteil aufgespalten wird.

Der Betrag einer komplexen Zahl kann mit Abs[z] und der Winkel mit Arg[z]
berechnet werden. Der Winkel wird im Bogenmaf} ausgegeben. Die Polarkoordinaten
von 1 + iv/3 sind zum Beispiel

In[14] := {Abs[1 + I/3], Arg[1 + IV/3]}
Out [14]= {2, g}

Die n-te Wurzel einer komplexen Zahl z wird in der Form z» oder iiber die Palette
eingegeben:

In[15]:=\/1 + iv/3//ComplexExpand

3 i
0 t[15]=\/>+
u 5 72

Oder:

In[16]:= V/8¢'% //ComplexExpand
Out[16]=i+ V3

Den komplexen Logarithmus erhélt man mit
In[17] := Log[1 4 iVv/3]//ComplexExpand

Out [17]= % + Log[2]

und analog komplexe Potenzen

In[18]:={3", (1 +1i)}, (1 —1)>"®'}//ComplexExpand//Simplify
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out [18]= { Cos|Log(3]] — i Sin[Log[3]], = ™/* (COS[L"i[Q]] + iSin[Loi[Q]]) ,

2637/4 <iCos[3L°2g[2]} - Sin[SLog[z]]> }

2

18.6 Kontrollfragen

Fragen zu Abschnitt 18.1: Polynome und rationale Funktionen

Erklédren Sie folgende Begriffe: Polynom, normiertes Polynom, Grad eines Polynoms,
rationale Funktion, Parabel, Nullstelle, Polynomdivision, Faktorisierung eines Po-
lynoms, Linearfaktor, Fundamentalsatz der Algebra, Vielfachheit einer Nullstelle,
asymptotische Ndaherung, Polstelle.

1. Welche der folgenden Funktionen ist ein Polynom? Ist das Polynom normiert?
Bestimmen Sie gegebenenfalls den Grad des Polynoms.

a) fi(z) =3+5(x—1)—4(z—1)* b) fa(2) = c) f3(t) =t —t?
d) fa(x) = (- 1) +v2 e) f ()—t3 vVt o) fole) = 25
g) fr(x) = (z — V2)(z + 3) h) fs(w) =3z —a7?

2. Durch die Angabe wie vieler Punkte ist eine kubische Funktion eindeutig be-
stimmt?

3. Richtig oder falsch:
a) Eine quadratische Funktion hat zwei reelle Nullstellen.
b) Eine kubische Funktion hat mindestens eine reelle Nullstelle.
4. Richtig oder falsch:
a) Um die Nullstellen von f(x) = g(x)h(z) zu suchen, braucht man nur die
Nullstellen von g(z) und h(z) zu suchen.
b) Die Nullstellen von f(z) = (z + 3)(z — 2)(x + 1) sind 3, -2 und 1.
5. Welcher Graph gehort zu welcher Funktion?
flx)=3 g(z) =2z h(z) =2z +1
plx) =22 +z—1 r(r) = %5 k(z) =% —2r+1

c) d) e) f)
6. Ist das Polynom p(x) = 223 + 522 — 2 + 1 beschriinkt?

7. Wenn der Grad von p( ) gleich 5 und der Grad von ¢(x) gleich 3 ist, was ist
dann der Grad des Rests r(x) bei Division von p(x) durch ¢(z)?

8. Falls 2 eine Nullstelle des Polynoms p(x) ist, was ist dann der Rest r(x) der
Polynomdivision p(z) : (x — x¢)?

9. Richtig oder falsch: Die Nullstellen einer Funktion % sind gerade die Nullstellen
des Zihlers f(z).

10. Richtig oder falsch?

a) f(z) = % hat keine Nullstellen und eine Polstelle bei x = 1.

b) g(z) = % hat die Nullstellen z = 1 und z = —3 und die Polstelle
=1
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Fragen zu Abschnitt 18.2: Potenz-, Exponential- und
Logarithmusfunktionen

Erkldaren Sie folgende Begriffe: Potenzfunktion, Exponentialfunktion, Basis, Expo-
nent, charakteristische Eigenschaften der Exponentialfunktion, Logarithmusfunkti-

on, charakteristische Eigenschaften der Logarithmusfunktion.
1. Richtig oder falsch?
a) Va2 = a2 b) 92 =27  ¢) 165 =64
2. Vereinfachen Sie:

a) a®-a* b) x=t. a3 ) yz - y? d) 2% - 3

) 1071 (5)71  f) (a?)? g) (107)?  h) (5)*-3
3. Richtig oder falsch?

a) 22 4+25=28  b)azz.22=g c) 27 . 3% = 5%

e) (%)I =9 f) 10—1 . 103 — 102 g) on . 9n — 2271 —4n

4. Welcher Graph gehort zu welcher Potenzfunktion:
f(w) = a2, g(z) =272, h(z) = >

a) b) c)

10 10 3

5 5 2

012345 012345 012345

5. Welcher Graph gehort zu welcher Funktion: f(z) = €%, g(z) = e~ %, h(z) = In(x)

2)

—\

6. Geben Sie die nichsten Funktionswerte des exponentiellen Wachstums- bzw.
Abnahmeprozesses an und bestimmen Sie jeweils die Funktionsgleichung y =

f@):
2) t| 0 |1]2|13]4]|5 b) t 0 1 ]2 415
y 051 y | 1000 | 100
7. Richtig oder falsch?
a) logy(100) = 2 b) log,(8) =4 c) logg(2) = %
d) In(2%) = 2 In(2) e) In(3z) = In(z) + 3 f)In(l) =1
g) In(z2) = \/llnﬁ h) In(2) + In(z) = 1In(2 4 x) i) In(e®) =z

Fragen zu Abschnitt 18.3: Trigonometrische Funktionen

Erkliren Sie folgende Begriffe: Sinus, Kosinus, Bogenmaf}, Gradmaf}, Radiant, peri-
odische Funktion, Periode, gerade/ungerade Funktion, charakteristische Eigenschaf-
ten von Sinus und Kosinus, Arcussinus, Arcuskosinus, Tangens, Kotangens, Arcus-

tangens, Arcuskotangens.
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Richtig oder falsch?
a) cos(—2%) = cos(2F) b) sin(—2F) = sin(3F) c) cos(
Geben Sie die Periode an:  a) g(x) = sin(3x) b) h(z) =

Fragen zu Abschnitt 18.4: Polardarstellung komplexer Zahlen

Erkliren Sie folgende Begriffe: kartesische Koordinaten, Polarkoordinaten, Polardar-
stellung, komplexe Exponentialfunktion, Formel von de Moivre, komplexe Wurzel,
Einheitswurzeln, komplexer Logarithmus, komplexe Potenzen.

1.
2.

S Gt W

Geben Sie die Polarkoordinaten an:  a) z = 2 b) z = —i c) z=1+1i
Richtig oder falsch?

a) el? =i b) 3ei% = —3i c) 4el™ = —4 d) (e'3)? = —1

Geben Sie an:  a) V64e's b) Vi

Was trifft zu: Die 2-ten Einheitswurzeln sind —a) 1, —1, b) i, —i.

Was ist |el#|?

Was ist Log(—1)? a) Nicht definiert, b)1i, c¢) in.

Losungen zu den Kontrollfragen

Lésungen zu Abschnitt 18.1

1.

>

a) Polynom vom Grad 2, nicht normiert (der hochste Koeffizient ist —4)
b) fa2(z) = 3 = 320 ist ein Polynom vom Grad 0, nicht normiert (der héchste
Koeffizient ist 3)

Polynom vom Grad 2, nicht normiert

normiertes Polynom vom Grad 2

6(z) = 1z + L ist ein Polynom vom Grad 1, nicht normiert

normiertes Polynom vom Grad 2
h) kein Polynom, da ein negativer Exponent vorkommt
Eine kubische Funktion (= Polynom vom Grad 3) ist durch vier Punkte festge-
legt.
a) Falsch: Es kann (1) keine reelle Nullstelle geben (dann sind beide Nullstellen
konjugiert-komplex zueinander; der Funktionsgraph ist eine Parabel, die die z-
Achse nie schneidet); oder (2) genau eine reelle Nullstelle der Vielfachheit 2
(dann beriihrt die Parabel die z-Achse an dieser Stelle); oder (3) genau zwei
reelle Nullstellen (die Parabel schneidet die 2-Achse an diesen Stellen).
b) Richtig; das gilt fiir jedes reelle Polynom ungeraden Grades.
a) richtig
b) falsch; die Nullstellen sind —3,2 und —1! (Fiir diese Werte von z sind die
Linearfaktoren gleich 0).

Graph |a)|b)|c)[d)|e)|f)

c)
d)
e) kein Polynom da t = t3 vorkommt
£) f
g)

Funktion‘h‘k‘g‘f‘r‘p
Nein, p ist ein (nichtkonstantes) Polynom und daher unbeschrinkt.
Der Rest hat hochstens Grad 5 — 3 = 2.
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8. Der Rest verschwindet: r(z) = 0.

9. Richtig. (Wir gehen davon aus, dass gemeinsame Faktoren von Zihler und Nen-
ner bereits gekiirzt sind, es also keine gemeinsamen Nullstellen von Z&hler und
Nenner gibt.) Da % = f(x) - 5, und da ﬁ keine Nullstellen haben kann,
bleiben nur die Nullstellen von f(x) zu finden.

10. a) richtig
b) Falsch: Die Funktion hat zwar bei z = —3 eine Nullstelle, aber bei z = 1 keine
Polstelle (und auch keine Nullstelle). Denn: Bei 2z = 1 haben sowohl Zihler als
auch Nenner eine Nullstelle (derselben Vielfachheit), sodass dieser gemeinsame

Linearfaktor gekiirzt werden kann: g(z) = w =z +3.

Loésungen zu Abschnitt 18.2

1. a) falsch; Va2 = a3 b) richtig c) richtig
2. a)a’ b) x? ) y2 d) 6”
)b t=1fla g) 107" h)(33)?=12=
3. a) falsch b) falsch; 2 - 22 = 3 ¢) falsch; 2% - 3% = 6
d) falsch; (a?)3 = a® e) richtig f) richtig
g) richtig h) richtig, denn 22 = 45
4. Graph |a)|Db)|c)
Funktion | g | f | h

5. Graph |a)|b)]|c)
Funktion | A | g | f

6. a) Wenn das Argument ¢ um eine Einheit zunimmt, dann wird der Funktions-
wert mit 2 multipliziert:

t| 0 ]1]12[3[4]5

y|05|1]2]4]|8]|16
Die Funktionsgleichung lautet: y(¢) = 0.5 - 2t = 2¢~1,
b) Wenn ¢ um eine Einheit zunimmt, dann wird der Funktionswert mit 1—10 mul-
tipliziert:

t 0 112 13| 4 5

y [ 1000 | 100 | 10 | 1| 0.1 | 0.01
Funktionsgleichung: y(¢) = 1000 - (0.1)! = (0.1)*73

7. a) richtig b) falsch; es ist log,(8) = 3, da 23 =8
c) richtig d) richtig
e) falsch; In(3z) = In(3) + In(z) f) falsch; In(1) =0
g) falsch; In (z7) = 1 In(z) h) falsch; In(2) + In(z) = In(2z)
i) richtig

Losungen zu Abschnitt 18.3

1. a) Richtig, denn der Kosinus ist eine gerade Funktion.

b) Falsch, denn der Sinus ist eine ungerade Funktion. Daher ist sin(—2F) =
s
—sin(5").

c) Richtig, denn cos(x) = sin(x + F)
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a) g(z) = sin(3z) = sin(3z + 27) = sin(3(z + 27)) = g(z + 27). Die Periode von
g ist also gleich 27.

b) h(x) = 3sin(z) = 3sin(x + 27) = h(x + 27). Die Periode von h ist also gleich
2m.

Losungen zu Abschnitt 18.4

1. )T
2. a) Richtig: 2 = cos(3) +isin(3) =0+i-1=1.

S Gt W

a)r=2,¢=0 b) r=1,¢0=—% (oder p = 3I) or=v2¢=12
b) richtig

¢) richtig

d) Richtig: (e'? =

a) 4e'Ts b) Vi=Velz =¢li

a) 1, —1

lel?| =1

Wegen —1 = e™ folgt ¢) Log(—1) = im.

18.7 Ubungen

Aufwirmiibungen

1.

Bestimmen Sie die reellen Nullstellen (Kann man schon von vornherein etwas
dariiber aussagen, wie viele reelle Nullstellen die Funktion hochstens haben
wird?): a) f(z) =423+22 b)g(r) = (x—1)(2?+32x+4) c)h(z) = 22+2
Ein Speicherplatz von 1 Byte wird iiber den Adressbus angesprochen. Die Breite
n des Adressbusses (Anzahl der Adressleitungen) legt fest, wie viele Speicher-
adressen angesprochen werden konnen, namlich 2 Bytes. Wie viele Addresslei-
tungen sind fiir 64 KB nétig (1 KB = 210 = 1024 Byte)?

Losen Sie die folgenden Gleichungen nach x auf:

a) 5% =12 b) 1+e 3 =24 ) o= =1

Fiir welche n € N gilt

Von einer Funktion f sind zwei Funktionswerte f(1) = —1 und f(3) = 2 be-
kannt. Finden Sie eine Gerade g, die an den Stellen x = 1 und x = 3 mit f
iibereinstimmt.

Sie iibernehmen ein Auto mit leerem Tank. Nach dem Tanken befinden sich 40
Liter im Tank. Nach 200 km steht die Tankuhr auf ,,%“. Wo wird sie nach 300
km stehen? Nach wie vielen Kilometern miissen Sie spétestens wieder tanken?
Skizzieren Sie f(z) = (x — 3)% grob ohne Wertetabelle, indem Sie iiberlegen:
Welche Gestalt hat die Funktionskurve, wo sind die Nullstellen, was ist der Wert

f(0)?
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. Wie verhalt sich die rationale Funktion

_2x5—6x—2
B 2 -1

f(x)

asymptotisch?

. Skizzieren Sie die Funktion 1

f(x):m

grob ohne Wertetabelle. Uberlegen Sie dafiir: Gibt es Nullstellen, Polstellen? Ist
die Funktion gerade/ungerade? Was ist der Funktionswert f(0)? Wo sind die
Funktionswerte positiv/wo negativ? Wie verhalten sich die Funktionswerte fiir
x gegen 400 bzw. —oo?

Der Zeitwert eines Fahrzeuges nach t Jahren sei gegeben durch
30 — 2t
W(t) =25000———.
®) 30 + 15t

Geben Sie den 6konomisch sinnvollen Definitionsbereich an. Wann hat sich der
Wert des Fahrzeuges auf die Halfte reduziert?

Zeigen Sie am Einheitskreis die Richtigkeit folgender Beziehungen:
a) sin(x 4+ 7) = —sin(x) b) sin(2m — ) = —sin(x)
c) cos(x) = sin(x + F) d) cos(2m — x) = cos(x)

Zeichnen Sie die Funktionsgraphen von sin(z), sin(2z), sin(x 4+ 7) und 2sin(z).
Wie wirkt sich die Anderung der Parameter a, b und ¢ auf den Funktionsgraphen
von asin(bx 4 ¢) aus?

In welchem der Intervalle [0, 2], [Z, 7], [x, 2] oder [2F,2n] kann der Winkel
liegen, wenn:

a) sin(z) =0.3 b) sin(x) = —-0.3 ¢) cos(x) =0.8 d) cos(z) = —0.8

(Tipp: Schneiden Sie den Graphen von Sinus bzw. Kosinus mit der jeweiligen
konstanten Funktion.)

Die Funktion f(x) sei periodisch mit der Periode p. Geben Sie die Periode von
g(x) = f(3z) an. Welche Periode hat f(az) mit a € R?

Finden Sie heraus, ob die Funktion gerade oder ungerade ist oder keine dieser
FEigenschaften hat:

a) f(z) = a®sin(z) + cos(x) b) g(x) = z? tan(x) ¢) h(z) =22 + 3z
Die Funktion f(z) wird folgendermafien verédndert (a > 0):

a) f(w+a) b) flz—a) ¢ a-f@) d)—-a-f@@) ¢ fla-a) 0 f(—a-z)
Geben Sie die neue Funktionsvorschrift und ggf. den neuen Definitionsbereich
an, falls

i) f(x) =22 i) f(z)=e* iii) f(z) =cos(z) iv) f(z) = In(z)

Wie dndert sich der Funktionsgraph, wenn man von einer Funktion f(z) zu
folgender Funktion tibergeht (a > 0):

a) f(z+a) b) flw—a) o —f(&) d)f(-a) e a-f@@) 1) fla-a)
Uberlegen Sie mithilfe eines konkreten Beispiels, wie z.B. f(x) = 22, f(x) =
In(z) oder f(z) = sin(z) und a = 3 bzw. a = 1.

Zeigen Sie die Eigenschaften der Hyperbelfunktionen aus Satz 18.31.
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Preispolitik eines Monopolisten: Ein Unternehmen stellt Gartenzwerge her.
a) Durch Marktanalyse wurde festgestellt, dass bei einem Stiickpreis von p un-
gefahr © = 200—20p Stiick pro Tag verkauft werden kénnen. Geben Sie den Preis
p(z) als Funktion der Stiickzahl an. Welcher Definitionsbereich ist sinnvoll?

b) Werden (pro Tag) = Gartenzwerge produziert, dann fallen dabei die Produk-
tionskosten k(z) = 100 + 42 (Fixkosten plus Stiickkosten) an. Beim Verkauf von
x Gartenzwergen erzielt das Unternehmen dann die Einnahmen e(z) = z p(z).
Skizzieren Sie die Funktionen k(z) und e(z) grob.

¢) Beim Verkauf von z Gartenzwergen macht das Unternchmen den Gewinn
g(x) = e(x) — k(z). Skizzieren Sie g(x) grob.

d) Das Unternehmen arbeitet kostendeckend, wenn g(x) > 0. Welchem Stiick-
zahlenbereich entspricht das?

e) Welchen Preis soll das Unternehmen festlegen, damit der Gewinn maximal
wird? (Tipp: Bestimmen Sie zuerst die Stiickzahl und dann den zugehorigen
Preis. Das Maximum der Parabel liegt symmetrisch beziiglich der Nullstellen.)
Verzinsung eines Guthabens: Ein Guthaben von 1000€ wird (einschliefllich
der anfallenden Zinsen) iiber einen Zeitraum von 10 Jahren jihrlich mit 4.9%
verzinst.

a) Geben Sie einen funktionellen Zusammenhang fiir das Guthaben y(t) im Jahr
t an und skizzieren Sie grob.

b) Auf welchen Betrag ist das Guthaben nach 10 Jahren gewachsen?

¢) Wann kénnte man das Geld abheben, wenn man 1500 € braucht (Geldbehe-
bung soll nur zu Jahresende moglich sein)?

Die Zunahme der Internetanschliisse in Osterreichs Haushalten kénnte durch ei-
ne so genannte logistische Wachstumsfunktion modelliert werden. Der Aus-
stattungsgrad f(¢) gibt dabei an, wie viele von S Haushalten nach ¢ Jahren im
Durchschnitt einen Internetanschluss besitzen: f(t) = H_@% Fir § = 100,
a=9,b=0.3ist der Graph von f fiir den Zeitraum 0 < ¢ < 20 in der folgenden
Abbildung dargestellt:

100

60
40

20

5 10 15 20

Nach wie vielen Jahren besitzen nach unserem Modell 80% aller Haushalte einen
Internetanschluss?

Bestimmen Sie die kartesischen Koordinaten und die Polarkoordinaten folgender
komplexer Zahlen: a) z;=—1—i b))z =v2+iV6 ¢) 2z -2 d) 22
Finden Sie alle komplexen Losungen der Gleichung 23 = 8.

Berechnen Sie: a) Log(i) b) Log(—1—1i).
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Weiterfithrende Aufgaben

1.

Skizzieren Sie grob ohne Wertetabelle:

2 +1 22 —x—2
a) f(x)zm b) g(x):ﬂ

Tipp: Uberlegen Sie, wo die (reellen) Nullstellen/Polstellen sind, ob die Funktion
gerade/ungerade ist, wo die Funktionswerte positiv/negativ sind, wie sich die
Funktion asymptotisch verhilt, was der Funktionswert f(0) ist.
Schreiben Sie die rationalen Funktionen aus der letzten Aufgabe mithilfe von
Polynomdivision in der Form s(z) + Zgig,
Grad von r(z) kleiner als der Grad von ¢(z) ist.
Skizzieren Sie grob ohne Wertetabelle, ausgehend vom Graphen von y = /x:

8) f(@)=va+3  b) fl@)=yE-3 o f(&)= o +3

d) fl@)=vaz -3 e f(z)=V-= f) f(z) = -z
Hinweis: Beachten Sie, dass die Funktionen genau fiir jene x definiert sind, fiir
die der Ausdruck unter der Wurzel nichtnegativ ist.
Skizzieren Sie grob ohne Wertetabelle:
a) f(z) =1-(z-3)>  b)g(a)=2—|z+2|
Tipp: Gehen Sie vom Graphen von z? (in a)) bzw. von |z| (in b)) aus.
Horner-Schema: Bestimmen Sie die Rechenzeit fiir die Berechnung eines Po-
lynoms nach dem klassischen Schema

wobei s(z) ein Polynom ist und der

1
Pn = apx” + ap_12" "+ ...+ a1z + ag
bzw. nach dem rekursiven Horner-Schema

Po = Qn, Pj = xpj—1+ an—j,

wenn eine Addition A und eine Multiplikation M Sekunden bendotigt. (Rechen-
zeiten fiir Zuweisungen und Schleifen konnen vernachldssigt werden.)
Bernsteinpolynome: Aus dem binomischen Lehrsatz folgt

=1 =(1-0+0" =Y (7)0 — )" =3 B(),
=0

=0

Bt) = (7;,)(1 — )i

Die B}(t) heien Bernsteinpolynome (nach dem russischen Mathematiker
Sergei Natanowitsch Bernstein, 1880-1968) und bilden die Basisfunktionen fiir
Bézierkurven (im Vergleich dazu werden bei Splinefunktionen die Monome ¢/ als
Basisfunktionen genommen). Berechnen Sie BY, B}, Bf und zeigen Sie:

a) Bj'(t) > 0 fiir t € [0,1] (Positivitit)

b) B} (t) = B,_;(1 —t) (Symmetrie)

c) Bi(t) = (1 —t)B}~'(t) + t B/} (t) (Rekursion)

(Tipp: Verwenden Sie die Eigenschaften des Binomialkoeffizienten — siehe Ab-
schnitt , Permutationen und Kombinationen* in Band 1.)
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Wind-Chill-Formel: Die empfundene Temperatur W hingt von der Tempe-
ratur 7" und der Windgeschwindigkeit V' ab. Das National Weather Service gibt
dafiir folgende Formeln an (http://www.nws.noaa.gov/om/windchill/):

W = 33+ (549VV +5.81 — 0.56V)(0.0817 — 2.673) (alte Formel)
W = 13.12+0.62T — 13.95V°16 1+ 0.3965TV !¢  (neue Formel)

Dabei ist T in Grad Celsius und V in Meter pro Sekunde anzugeben, und die
Formeln sind fiir —40 <7 <5, 2 <V < 30 giiltig.

Das Thermometer zeigt nun —5°C', Sie empfinden es aber wie —10°C". Wie hoch
ist die Windgeschwindigkeit nach der a) alten bzw. b) neuen Formel in Kilometer
pro Stunde? (Tipp zu a): Setzen Sie V'V = U.)

Bestimmen Sie jenes Polynom vom Grad 3, das durch die Punkte (0,0), (1,0),
(2,0) und (3,2) geht.

Bevolkerungswachstum: Bei der Volkszihlung 2001 wurden in Osterreich 8.1
Millionen Einwohner gezdhlt. Bei der Volkszdhlung im Jahr 1991 waren es 7.8
Millionen Einwohner.

a) Um wie viel Prozent ist Osterreichs Bevélkerung in den letzten 10 Jahren
gewachsen?

b) Wenn wir annehmen, dass Osterreichs Bevélkerung in den néchsten Jahren
mit der gleichen Rate weiterwichst, wie viele Einwohner wird Osterreich dann
im Jahr 2011 haben? Geben Sie eine Funktionsgleichung an und skizzieren Sie
grob.

¢) Wann wird die Einwohnerzahl nach diesem Modell die 10-Millionen-Grenze
iiberschreiten?

Die Dichtefunktion einer Normalverteilung ist durch

gegeben. Dabei heifit © der Erwartungswert und ¢ die Standardabweichung
der Normalverteilung. Zeichnen Sie die Dichtefunktion fiir 4 = 0 und o = 1, fiir
#=0und o = 2, sowie fiir g =1 und o0 = 1 (mit dem Computer). Wie wirkt
sich die Anderung der Parameter 1 und o auf den Funktionsgraphen aus?
Finden Sie alle reellen Zahlen z, die die Gleichung 2 cos(x) + sin®(z) = 1.75
erfiillen. Losen Sie die Gleichung auch graphisch (z.B. mit dem Computer),
indem Sie die Funktionsgraphen von f(z) = 2cos(x) + sin(x) und von g(z) =
1.75 schneiden. Wie viele Losungen gibt es?

Beweisen Sie: sin(%) = @ und cos(%) = 3. Tipp: Formel von de Moivre mit
r=1,¢=7%und n=3.

Skizzieren Sie ohne Wertetabelle:

a) f(z)=1—-e"2 b)g(x)=3In(x+1)+2 c) h(z)=2sin(x+ )

d) k(z) = cos(2z) + 1

Tipp: Uberlegen Sie z.B: Wie sieht der Funktionsgraph von e® aus und wie
verdindert er sich, wenn man zu e**, danach e 2*, dann —e™2* und zuletzt
—e~ 2% 11 {ibergeht?

Zeigen Sie fiir die komplexe Exponentialfunktion, dass

e“le”2 = e 11t?2 4 2 € C.


http://www.nws.noaa.gov/om/windchill/
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Tipp: Additionstheoreme von Sinus und Kosinus.
Losen Sie nach x auf:

e +e ¥ =2c c>1.

Entladung eines Kondensators: Die Spannung an einem Kondensator (mit
Kapazitit C), der iiber einen Widerstand R entladen wird, nimmt exponentiell
ab (Anfangsspannung Uy, Beginn der Entladung zur Zeit ¢t = 0):

U(t) = Upe 7o,

a) Stellen Sie den Spannungsverlauf fiir Uy = 30V, R = 1002 und C = 20uF
graphisch dar.
b) Berechnen Sie, nach welcher Zeit sich die Spannung halbiert hat (Halbwerts-

zeit).
Zeigen Sie die Richtigkeit folgender Beziehungen am Einheitskreis:
a) sin(§ —x) = cos(x) b)cos(z+ §) = —sin(x) c) cos(x —7) = — cos(x)

Skizzieren Sie:

a) f(t) =sin(¢), g(t) = sin(0.5¢) und h(t) = sin(2t)

b) f(t) = 3sin(2t), g(t) = 3sin(2t + §) und h(t) = 3sin(2t — 7)

Tipp zu b): Bestimmen Sie die Nullstelle £y = —£ von f(t) = Asin(wt + ¢).
Zeigen Sie:

a) Die Summe von geraden/ungeraden Funktionen ist gerade/ungerade.

b) Das Produkt von zwei geraden/ungeraden Funktionen ist gerade.

¢) Das Produkt einer geraden mit einer ungeraden Funktion ist ungerade.
Finden Sie alle komplexen Losungen der Gleichung w? = —1 — i.

Berechnen Sie i'.

Loésungen zu den Aufwirmiibungen

1.

Man kann von vornherein sagen, dass f und g maximal 3 bzw. h maximal 2 reelle
Nullstellen hat, weil ein Polynom vom Grad n maximal n reelle Nullstellen hat.
a) Wir konnen x? herausheben und damit f(z) faktorisieren: f(x) = x?(4x +
1) = 0. Nun sind die Nullstellen von f leicht abzulesen (= die Nullstellen der
Faktoren): z = 0 (Nullstelle der Vielfachheit 2) und z = —1.

b) g(x) = (# — 1)(z? + 3z + 4) hat nur die reelle Nullstelle x = 1. (Denn die

Nullstellen von % + 3z +4 sind z1 > = —% =+ 4 /% —4 = —% :I:ig7 also komplex.)

¢) Keine reellen Nullstellen (wie liegt die Parabel?)

64 KB = 64 - 210 = 216 Byte, es sind also n = 16 Adressleitungen nétig.

a) Wir logarithmieren beide Seiten der Gleichung: In(5%) = In(12). Aus In(a®) =
b-1In(a) folgt dann = In(5) = In(12) und daher x = 1;111((152)) = 1.54.

b) e73% = 1.4, daher —3x = In(1.4), also z = —0.11.

¢)3=1+4e"7, daraus 2 = e~ * und damit x = —In(2).

Wir logarithmieren beide Seiten der Ungleichung (da der Logarithmus eine streng
monoton wachsende Funktion ist, bleibt dabei die Richtung des Ungleichungs-
zeichens erhalten):

1 1
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Nun dividieren wir beide Seite durch In(4). Dabei dreht sich die Richtung des
Ungleichungszeichens um, da ln(%) negativ ist:

)
2

Das kann wegen In(155) = —In(100) und In(3) = —1In(2) noch vereinfacht und

dann bequem mit dem Computer berechnet werden:

ju—
=
—~
H‘
o
o

N|—

In(100)

Also ist ()" < 155 fiir n > 7.

. Die Gerade hat die Form g(x) = kx +d. Die Steigung ist k = % = 2. Fiir
d erhalten wir d = ¢(3) — 2 -3 = —5. Damit: g(z) = 32 — 2.

. Bezeichnen wir mit f(z) die Menge Benzin (in Litern), die nach = Kilometern
noch im Tank ist. Wenn wir f(z) = kz + d ansetzen, dann erhalten wir d = 40
und k = —%. Nach 300 Kilometern sind noch 25 Liter im Tank. Nach 800
Kilometern wird der Tank leer sein.

. Die Funktionskurve ist eine nach oben gedffnete Parabel. Da f(z) = (z — 3)?
eine Nullstelle (der Vielfachheit 2) bei = 3 hat, beriihrt die Parabel hier die
x-Achse. Da f(0) = 9, geht die Parabel durch (0,9), und aus Symmetriegriinden
auch durch (6,9). Damit kann die Parabel grob skizziert werden:

2]

8|
6
4
2|

. Polynomdivision (22° — 6x — 2) : (22 — 1) ergibt den Quotient s(x) = 223 + 2z
und den Rest r(z) = —4a — 2. Also

22° — 6z — 2 3 4o + 2
Qa1 =2z +2x—$2_1

Der Anteil iﬁff kann fiir  gegen oo bzw. —oco vernachldssigt werden (da der
Grad des Nennerpolynoms grofer ist als der des Zihlerpolynoms). Die Funktion

verhélt sich also asymptotisch wie die kubische Funktion s(z) = 223 + 2z.
/ ymp

Graphisch kann das mit Mathematica schon mit
Plot[{%, 2x3 + 2x}, {x, —5,5},PlotStyle — {{RGBColor[1,0, 0]}, {RGBColor[0,0, 1]}}]
veranschaulicht werden.

. Die Funktion ist gerade (d.h. liegt spiegelsymmetrisch zur y-Achse). Es gibt kei-
ne Nullstellen (sie schneidet daher die a-Achse nie) und zwei Polstellen x = +1
(hier gehen also die Funktionswerte gegen +oo oder —oc). Da der Funktionswert
f(0) = —1 ist steht fest, dass die Funktion zwischen —1 und +1 negativ ist, hier
kann die Funktion also schon skizziert werden. Wo ist die Funktion positiv? Ge-
nau dort, wo 2% —1 > 0, also |x| > 1. Fiir « kleiner als —1 und groBer als +1 sind
die Funktionswerte also positiv. (Fiir z gegen die Polstellen +1 und —1 gehen sie
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Abbildung 18.21. Graph von f(z) = —*

z2—-1"

somit gegen o). Fiir x gegen +oo bzw. —oo gehen die Funktionswerte gegen 0.
Also kann nun die gesamte Funktion skizziert werden (siehe Abbildung 18.21).
10. Da W einen Wert bedeutet, sind nur nichtnegative Funktionswerte ¢konomisch
sinnvoll, also W (t) > 0. Also muss 0 < t < 15 gelten (d.h., nach 15 Jahren
ist das Fahrzeug wertlos). Der Wert hat sich auf die Hailfte reduziert, wenn

W(t) = W(0)/2. Es muss also 3300;12;75 = 1 nach ¢ aufgelost werden: t = 23 = 1.58.

Nach ca. eineinhalb J ahren ist der Wert also auf dle Halfte gesunken.
11. a) sin(z + 7) = —sin(z ) sin(2m — ) = —sin(x
c) sin(z + §) = cos(z ) cos(2m — x) = cos(z

12. Im Vergleich zu sin(x) hat sin(2x) eine halb so groe Periode (némlich 7); sin(z+
) ist entlang der - Achse__um 7 nach links verschoben; und 2 sin(z) hat doppelt
so grofle Funktionswerte. Anderung des Parameters a in asin(bx + ¢) vergréfiert

bzw. verkleinert die Funktionswerte, Anderung von b veréindert die Periode, und
¢ bewirkt eine Verschiebung des Graphen entlang der x-Achse.

sin(x) sin(2x) sin(x+1) 2 sin(x)
2 2 2

1
—_
oIy
N
~|£:
N
1
o -
:#m
N
ol
)
N
[
—_
e
N
ol
N
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a)x €[0,%5] oder z € [5,m]  b) z € [r, 3] oder x € [3F, 2n]
c)z€[0,3] oder x € [3F,2n] d)x [,w]oderxe[,2]

g(x) = f(3z) = fBx+p) = fB(x+ %)) = g(z + §). Die Periode von g(z) ist
also gleich £. Analog folgt, dass die Per1ode von f (a x) glelch fur a # 0 ist
(fiir a =0 ist f(a x) £(0) konstant).

a) f(—x ) = (—x)3sin(—2) + cos(—z) = —a®(—sin(z)) + cos(x) = 2?sin(z) +
cos(x) = f(x), daher ist f gerade. (Hier haben wir verwendet, dass sin(x) unge-
rade und cos(z) gerade ist.)

b) g(—2) = (—z)%tan(—x) = 2%(—tan(z)) = —x?tan(z) = —g(x), daher ist g
ungerade. (Hier wurde verwendet, dass tan(x) ungerade ist.)

¢) h(—z) = (—2)? + 3(—x) = 22 — 3z ist weder gleich h(z) noch gleich —h(x).
Daher ist h weder gerade noch ungerade.

) =

i) i) | i) )
a) | (x+a)? e"t lcos(x+a) | In(z +a),z > —a
b) | (z —a)? e’ | cos(x —a) | In(z —a),z>a
c) | az? ae® | acos(x) aln(z)
d) | —ax? —ae® | —acos(r) | —aln(x)
e) | (ar)? = a%2? |e%® cos(ax) In(ax)
f) | (—az)? = a%2? | €79 | cos(—ax) |In(—az),z <0

a) Der Graph wird entlang der z-Achse um a nach links verschoben. (Das sieht
man z. B., wenn man eine Nullstelle verfolgt: Die Funktion f(z) = (x + 3)? hat
die Nullstelle bei z = —3, also um 3 Einheiten weiter links als f(z) = 22.)

b) Der Graph wird entlang der z-Achse um a nach rechts verschoben.

¢) Der Graph wird an der z-Achse gespiegelt.

d) Der Graph wird an der y-Achse gespiegelt.

e) Der Graph wird in y-Richtung gestreckt (@ > 1) bzw. gestaucht (a < 1).

e) Der Graph wird in z-Richtung gestreckt (a < 1) bzw. gestaucht (a > 1).

a) sinh(0) = (e —e”) = 0, cosh(0) = 1(e” +€°) = (1 + 1) = 1. b) Zu zeigen:
sinh(—z) = —sinh(—z) bzw. cosh(—z) = cosh(—xz): Dazu setzen wir in die

e’ —e

Definition dieser Funktionen ein: sinh(—z) = % = —*=5— = —sinh(x).
Analog fiir cosh(—z).

¢) cosh?(z) — sinh?(z) = %(6213 + 20T 4 e72%) — i(eh —2e"7% fe72) = 1.
d) sinh(z) cosh(y) + cosh(z) sinh(y) = (S5—)(5—) + (=) () =
%(exﬂ/ +e? Y —e Y oY) 4 %(erﬂ/ —eTY ety e*r V)= l( Tty _

x

(V)

e~ *7Y) =sinh(z + y). Das zweite Additionstheorem folgt analog.

a) Um z Stiick pro Tag zu verkaufen, muss man nach diesem Modell p(z) = 2%=2
als Preis festlegen. Um insbesondere 200 Gartenzwerge an den Kunden zu brin-
gen, miisste man sie verschenken. Die maximale sinnvolle Stiickzahl ist also 200,
d.h. es ergibt sich der Definitionsbereich z € [0, 200].

b), c) siehe untenstehende Abbildung

d) Das Unternehmen arbeitet bei Stiickzahlen zwischen 20 < z < 100 kostende-
ckend (denn bei z = 20 bzw. 2 = 100 liegen die Nullstellen von g).

e) Das Maximum von g liegt genau in der Mitte der beiden Nullstellen, also bei
2 = 60. Der optimale Preis fiir einen Gartenzwerg ist daher p(60) = 7.
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p(z) = 2%0=2 k(z) =100+ 4z e(z) = % g(z) = 322 + 6z — 100

20
p(x) k(x) e(x) g(x)
10 300 500 100
10 200
5 250
100 200 ‘ 100 200 100 200 500

a) Das Guthaben nimmt nach 1 Jahr jeweils um den Faktor 1.049 zu: y(1) =
y(0)1.049, y(2) = y(1)1.049 = y(0) (1.049)* usw., und allgemein y(t) =
y(0) (1.049)". Da diese Verzinsung fiir einen Zeitraum von 10 Jahren voraus-
gesetzt wird, ist y(¢) fir ¢ =0, 1,...,10 definiert.

b) y(10) = 1613.4 Euro.

¢) Bezeichnen wir das Jahr, in dem das Guthaben 1500€ erreicht, mit 7. Also
y(7) = 1000 (1.049)™ = 1500, oder umgeformt, (1.049)" = 1.5. Logarithmieren
wir beide Seiten der Gleichung, so folgt 7 = lrllr(lfldi%) = 8.48. Da Geldbehebung
nur zu Jahresende moglich ist, muss man 9 Jahre warten, um 1500€ beheben
zu konnen (zu Jahresende des 9. Jahres sind dann mehr als 1500€ am Konto,
némlich y(9) = 1538.1 Euro).

Bezeichnen wir mit 7 das Jahr, in dem 80% aller Haushalte einen Internet-

anschluss besitzen, also f(7) = Ha% = 80. Daraus berechnen wir 7 =
%ln( 5850)211.945 =~ 12. Laut diesem Modell besitzen also nach knapp 12 Jah-

ren 80% aller Haushalte einen Internetanschluss.
a) Kartesische Koordinaten: z = Re(zl) =—-1,y= Im(zl) = —1; Polarkoordi-
naten: r = /2, ¢ = farccos(;—%) = —3% (oder ¢ = 2T).

b)z=v2,y=v6;r=8, o= arccos(%) = arccos(3) = Z.
¢) Zur effizienten Berechnung driicken wir z; und 2 in Polarkoordinaten aus:
=42 e~ Fiund 29 = v/8-e31. Damit lisst sich das Produkt schnell berechnen:

i +1sm(—5—7r))

2129 = V2v/8 . e THTEN — g i = 4(cos(— 12) b

Also sind die kartesischen Koordinaten x = 4 cos(——) =1.04, y = 4sin(—

12
—3.86 und die Polarkoordinaten r = 4; ¢ = ——” oder ¢ = 19—”.

d) Wegen

12)

T om 7r 27 2
22 = V/8V8eBleF! = e = 8 cos(— 3 ) + 8isin( ;r)

sind = 8cos(3) = —4, y = 8sin(%) =6.93 und r =8, p = 7.
Es muss 23 = r3e!3? = 8 = 23 gelten. Also 7® = 8 und 3y = n2x, n € Z. Daraus
folgt r=2und ¢, = %T" Fiir den Winkel sind nur die drei Werte @9 = 0,
Y1 = %’“ und @o = %’T interessant, denn alle anderen sind bis auf Vielfache
von 27 gleich einem dieser drei Winkel, entsprechen also der glelchen komplexen
Zahl. Wir erhalten also drei Losungen zg = el =2 2 = 2% = 1 +iv/3 und
2 =2 = —1—iV3.

a) Wegen i = e™/2 folgt Log(i) = ig.

b) Wegen —1 — i = v/2e7137/4 folgt Log(i) = In(v/2) — i3F = In(2) _ i3%. (Hier

2
haben wir verwendet, dass nach Satz 18.26 d) In(v/2) = In(22) = %ln( ) ist.)

(Losungen zu den weiterfiihrenden Aufgaben finden Sie in Abschnitt B.18)
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Differentialrechnung I

19.1 Grenzwert und Stetigkeit einer Funktion

Betrachten wir die Funktion f(z) = # Sie ist an der Stelle xy = 0 nicht definiert,
es gibt hier also keinen Funktionswert. Wir kénnen uns nun fragen, wie sich die Funk-
tionswerte verhalten, wenn sich das Argument z dem Wert 0 ndhert. Man konnte
vermuten, dass die Funktionswerte dann wegen des Faktors % iiber alle Schranken
wachsen. Andererseits verschwindet aber auch sin(x) an der Stelle o = 0, daher
konnte man auch vermuten, dass die Funktionswerte sich immer mehr dem Wert
0 ndhern. Es konnte aber auch sein, dass sich die Nullstelle des Z&hlers und des
Nenners in irgendeiner Weise ,,aufheben®!

Nehmen wir als Néchstes den Graphen von f zu Hilfe, der in Abbildung 19.1
dargestellt ist. Daraus sehen wir, dass sich die Funktionswerte f(z) immer mehr

S -/ 2 2\4\/

Abbildung 19.1. f(z) = 2@

T

dem Wert 1 ndhern, je ndher x dem Wert 0 kommt! Das bestétigt auch die folgende
Wertetabelle (Winkel im Bogenma$):

z |  £01 | 4001 | +£0.001
f(z) ] 0.99833416 | 0.9999833 | 0.9999998

Die Funktion f(x) = w ist also an der Stelle zp = 0 zwar nicht definiert, die
Funktionswerte verhalten sich aber bei Anndherung von x an 0 so, als ob der Funk-

tionswert an der Stelle 0 gleich 1 wire. Man sagt, dass die Funktion f(z) = #

G. Teschl, S. Teschl, Mathematik fiir Informatiker, eXamen.press,
DOI 10.1007/978-3-642-54274-9 2, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2014
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an der Stelle xyp = 0 den Grenzwert yo = 1 hat. Prézise kénnen wir den Grenzwert
mithilfe von Folgen definieren (vergleiche Abschnitt ,, Folgen“ in Band 1):

Definition 19.1 Sei f : D € R — R eine Funktion und 2y € R (muss nicht
notwendigerweise im Definitionsbereich D von f liegen). Wenn fiir jede Folge x,, €
D\{zo} mit =, — x¢ gilt, dass f(z,) — Yo, dann nennt man yy den Grenzwert
von f(z) fiir z gegen x( und schreibt dafiir kurz:

Jim f(z) = go.

Wie bei Folgen ist yp = £oo erlaubt und wir sprechen in diesem Fall wieder von
bestimmter Divergenz.

Analog ist der Grenzwert im komplexen Fall definiert, indem man iiberall R durch C ersetzt.

Mit anderen Worten: yq ist der Grenzwert von f fiir x gegen x(, wenn die Funktions-
werte f(z) dem Wert yo beliebig nahe kommen, sobald die zugehorigen Argumente
x dem Wert z( beliebig nahe kommen.

Etwas formaler gesagt (,,e-0-Definition des Grenzwertes“): Fiir ein beliebiges vorgegebenes € > 0
existiert ein zugehdriges § > 0, sodass fiir alle z mit |z — zo| < § auch |f(z) — f(z0)| < € gilt.

In diesem Sinn gilt in unserem Beispiel:

lim sin(x) _

x—0 xT

Diesen Grenzwert kann man zum Beispiel so berechnen: Aus der Abschiitzung sin(z) < x < sin(z)+
1 — cos(zx) fiir 0 < 2 < 7 (siehe Abschnitt 18.3) folgt:

sin(x) < 1-— cos(w)‘

0<1- <
x x
Fir die rechte Seite gilt
1 — cos(x) T 1 — cos(x)? x sin(z)?2
= = T
x 1 + cos(z) x2? 1+cos(z) 22
wobei sin(z)2 + cos(z)2 = 1 und im letzten Schritt 1 + cos(z) > 1 und nochmals sin(z) < z

verwendet wurde. Der letzte Ausdruck konvergiert gegen Null wenn # — 0 und damit folgt die
Behauptung.

In diesem Beispiel legt der Grenzwert nahe, die Liicke im Definitionsbereich zu schlie-
Ben, indem wir f(0) = 1 festlegen.

Natiirlich kann es vorkommen, dass eine Funktion gar keinen Grenzwert fiir
gegen x( besitzt (so wie ja auch nicht jede Folge konvergent ist).

Der Begriff des Grenzwertes ermoglicht es, das Verhalten der Funktion in der
Umgebung einer Stelle xy zu untersuchen. Das ist zum Beispiel dann niitzlich, wenn
es f(xo) gar nicht gibt, so wie bei unserem Beispiel zu Beginn. Mithilfe des Grenz-
wertes konnten wir herausfinden, ob der Funktionsgraph hier eine ,Liicke“, einen
»oprung® oder eine Polstelle, usw. hat.

Manchmal ist es notwendig zu unterscheiden, ob man sich xg von links (z < xg)
oder von rechts (z > xg) nihert (weil es z. B. links und rechts von xg verschiedene
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Funktionsvorschriften gibt). In diesem Fall spricht man, wenn sie existieren, vom
linksseitigen Grenzwert bzw. vom rechtsseitigen Grenzwert. Schreibweise:

mgg(L f(z) bzw. IEIEI;Jr f(z).
Der Grenzwert existiert genau dann, wenn links- und rechtsseitiger Grenzwert (exis-
tieren und) gleich sind.
Aus den Regeln fiir das Rechnen mit Grenzwerten von Folgen (vergleiche Ab-
schnitt ,Folgen“ in Band 1) ergeben sich die analogen Regeln fiir das Rechnen mit
Grenzwerten von Funktionen:

Satz 19.2 (Rechenregeln fiir Grenzwerte) Sind f und ¢ Funktionen mit

limg 4, f(z) = a und lim,_,,, g(z) = b, so gilt:
lgn ¢-f(x) = c-a fir ein beliebiges c € R
T—TQ
lim (f(2) £ g(@) = ab
T—T0
lim f(z) g(e) = a-b
f(z) a
lim = —, fallsb#0
s—wo g(z) b

Beispiel 19.3 Grenzwert einer Funktion
Wie verhalten sich die Funktionswerte fiir « gegen x(?
a) f(z)=2x+1, 2o = 3.
b)
122 +1, <2
f(z:)z{ e +5 z>2 und g = 2.

Lésung zu 19.3
a) Sei x,, eine beliebige Folge, die gegen 3 konvergiert. Dann ist f(z,,) = 2z,+1 nach
den Rechenregeln fiir konvergente Folgen eine konvergente Folge mit Grenzwert
lim, oo f(zn) = 2-3+ 1 = 7. Somit ist der Grenzwert der Funktion nach
Definition 19.1
lim (22 +1) = 7.
r—3

Dieses Beispiel ist natiirlich nicht besonders aufregend, weil die Funktion an
der Stelle g = 3 definiert ist und die Funktionswerte sich fiir x gegen 3 dem
Funktionswert f(3) = 7 nédhern, so wie man es sich von einer ,braven® Funkti-
on erwartet (etwas professioneller werden wir spéter solche Funktionen ,stetig®

nennen).
b) Links von xy = 2 ist f(z) = 322 + 1 (eine Parabel), rechts von g = 2 ist
f(z) = —x 4+ 5 (eine Gerade). Wenn sich = von links an xy = 2 annéhert,

erhalten wir den linksseitigen Grenzwert:

1 1
lim f(z)= lim (§x2—|—1):§22—|—1:3.

r—2— r—2—
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Bei Anndherung von rechts gegen 2 ergibt sich der rechtsseitige Grenzwert

lim f(z)= lim (—z+5)=-2+5=3.

T—2+4 T—2+4+

Also ist linksseitiger Grenzwert = rechtsseitiger Grenzwert = 3 und damit gleich
der Grenzwert fiir « gegen 2 (siehe Abbildung 19.2). m

Abbildung 19.2. Stiickweise definierte Funktion aus Beispiel 19.3 b)

Nun zu typischen Beispielen von Funktionen, die keinen Grenzwert fiir x gegen eine
bestimmte Stelle xg besitzen:

Beispiel 19.4 Funktionen ohne Grenzwert
Wie verhalten sich die Funktionswerte fiir « gegen x¢ = 07

a)

8
%
o

(Vorzeichenfunktion)

Lésung zu 19.4
a) Wenn wir der Stelle 0 mit dem Argument z von links beliebig nahe kommen, so
sind die Funktionswerte immer —1, der linksseitige Grenzwert ist also
lim sign(z) = lim (-1) = —1.
x—0— z—0—
Wenn wir von rechts gegen 0 gehen, so sind dabei die Funktionswerte immer 1,
d.h. der rechtsseitige Grenzwert ist
li i = lim (1) = 1.
A sien() = lig, (1
Linksseitiger Grenzwert und rechtsseitiger Grenzwert existieren zwar, sind aber
ungleich. Graphisch bedeutet das: Die Funktion hat einen Sprung (siehe Abbil-

dung 19.3; beachten Sie, dass der Computer bei Sprungstellen meist links- und
rechtsseitigen Grenzwert verbindet).
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b) Abbildung 19.3 zeigt, dass f(z) fiir z gegen xo = 0 immer stirker oszilliert. Wir
vermuten deshalb, dass fiir  gegen 0 gar kein Grenzwert existiert. Wéhlen wir
zum Beispiel die Nullfolge z,, = n%r Hitte die Funktion fiir = gegen 0 einen
Grenzwert, so miisste die Folge f(z,) gegen diesen Grenzwert konvergieren. Die
Werte f(z,) = cos(nm) = (—1)" springen aber immer zwischen —1 und 1 hin
und her. Von einem Grenzwert der Funktion fiir x gegen 0 kann also keine Rede
sein.

c¢) Fiir z gegen 0 (egal, ob von links oder von rechts) wachsen die Funktionswerte
iiber jede Schranke (siche Abbildung 19.3):

d) Abbildung 19.3 zeigt, dass das Verhalten links und rechts von 0 unterschiedlich
ist: Fiir z gegen 0+ wachsen die Funktionswerte iiber jede Schranke, fiir = gegen
0— fallen sie unter jede Schranke. Also:

lim — =+o0 bzw. lim — = —o0.

-1 -0.5 0.5 1 0.5

- 4

Abbildung 19.3. Die Funktionen sign(z), cos(%)7 z%, % aus Beispiel 19.4

Bisher haben wir mit der Stelle z(, der wir uns ndhern, immer irgendeine reelle Zahl
gemeint. Oft interessiert man sich fiir das Verhalten einer Funktion fiir x+ — +o0
bzw. x — —o0, das so genannte asymptotische Verhalten.

Beispiel 19.5 Asymptotisches Verhalten
Wie verhalten sich die Funktionen
a) f(z) = L fiir z — oo, b) f(z) = 3L fiir  — +o0?

Loésung zu 19.5
a) Fiir eine beliebige Folge x,, — oo gilt

lim f(xz,)= lim L 0.

n— 00 n—00 Ty,

Also ist limxﬁoo(%) = 0. Analog ist limxﬁ,oo(%) =0.
b) In Abbildung 19.4 sehen wir, dass sich die Funktionswerte fiir £ — oo immer

mehr dem Wert % nahern. Diesen Grenzwert finden wir rechnerisch mithilfe

einer einfachen Umformung (analog zur Vorgehensweise bei Folgen, vergleichen
Sie Abschnitt ,,Folgen“ in Band 1). Wir dividieren dazu Zéhler und Nenner von
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f(z) durch die héchste vorkommende Potenz von z (das dndert ja nichts an der
Funktion) und erhalten nun aber eine Form, von der man den Grenzwert ablesen
kann:

. . 3+L1  3+0 3
dm @)=t G =TT

x

Analog argumentieren wir fiir z — —oo.

Alternativ hitten wir auch die Polynomdivision zu Hilfe nehmen kénnen:

o= 32H1_3 5

_4x—2_4+2(4x—2)‘

Da der Grenzwert von fiir x — +oo gleich 0 ist, bleibt asymptotisch nur mehr %.

5
2(dz—2)

N N AN
S

Abbildung 19.4. Die Funktionen 915 und

—4-2*246810

3x+1
4x—2

aus Beispiel 19.5

Halten wir die Grenzwerte fiir x — £00 von einigen elementaren Funktionen fest:

Satz 19.6 (Asymptotik elementarer Funktionen)

e lim 2% = oo fiir beliebiges a > 0; Beispiele: 23 oder \/z.
T—r00
. 1 _ . . . . . . . 1
° wll)ngo —= = 0 fiir beliebiges a > 0; Beispiel: NGk
e lim 2" = (—1)"00 fiir n € N; Beispiele: 22 oder z°.
r—r—00
e lim e = o0, lim,_,_ o, €e*® =0 fiir a > 0.
T—>00
e lim In(z) = oo, lim, o In(z) = —oc.
r—r 00

Zusammen mit den Grenzwertregeln kann nun eine Vielzahl von Beispielen gel6st
werden.

Beispiel 19.7 Logistisches Wachstum
Beim (kontinuierlichen) logistischen Wachstumsmodell ist die Grofie einer Popu-
lation zur Zeit t gegeben durch

S
L(t) = . S, Pya>0.
V=TT e

[¢]

Bestimmen Sie lim;_, oo L(t).

Losung zu 19.7 Nach den Rechenregeln fiir Grenzwerte und mit dem Wissen, dass
limy 00 7% = 0 (falls a > 0), folgt
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P/ m
Wenn eine Funktion sowohl einen Funktionswert f(zg) als auch einen Grenzwert fiir
r — xg besitzt, dann wiinschen wir uns natiirlich, dass die beiden iibereinstimmen.

Anschaulich bedeutet das, dass kleine Abweichungen des Arguments von xy auch
nur kleine Abweichungen der Funktionswerte von f(z() nach sich ziehen.

Mit anderen Worten: Wenn die z in der Nihe von xg bleiben, so bleiben die f(z) in der Nihe von
f(z0): ,Kleine Fehler im Input bewirken kleine Fehler im Output®.

Diese Eigenschaft einer Funktion hat einen eigenen Namen:

Definition 19.8 Eine Funktion f heifit stetig an der Stelle x(, wenn der Grenz-
wert lim, ., f(x) existiert und gleich f(zo) ist. Das heifit, dass fiir jede Folge x,,
mit x,, — g

n—oo

gilt. Ist die Funktion f an jeder Stelle ihres Definitionsbereiches D stetig, so sagt
man, f ist stetig (auf D).

Bei stetigen Funktionen kénnen also Grenzwerte ins Argument hineingezogen wer-
den.

Bei stiickweise definierten Funktionen kann man verwenden, dass f genau dann
stetig bei zg ist, wenn links- und rechtseitiger Grenzwert (existieren und) gleich dem
Funktionswert sind.

Die Menge der auf D definierten stetigen Funktionen wird mit C(D) oder auch
C°(D) bezeichnet (,,stetig® heifit auf Englisch continuous).

Beispiel 19.9 Stetigkeit

Untersuchen Sie folgende Funktionen auf Stetigkeit:

a) f(z) =2z +1 b) f(z) = |z ¢) f(z) = sign(x)
1p2 41, 2<2

SRCE e

Loésung zu 19.9

a) Fiir jede beliebige Stelle xp € R gilt: limy, ., (22 + 1) = 229 + 1 = f(z0). Also
ist f stetig (auf R).

b) Fiir jedes zo € R gilt: lim,_,,, |2| = |zo|, daher ist die Funktion stetig.

c) Die Funktion sign(z) ist stetig an jeder Stelle 2y # 0. Fiir g = 0 exis-
tieren zwar links- und rechtsseitiger Grenzwert, lim, ,o_ sign(z) = —1 und
lim, o4 sign(z) = +1, da sie aber verscheiden sind, ist sign(z) bei zp = 0
nicht stetig.

d) Fiir z¢ # 2 gibt es keine Probleme und die Funktion ist dort stetig. Fiir zo = 2
haben wir in Beispiel 19.3 lim, o f(x) = 3 = lim,_24 f(z) gesehen und da
f(2) = 3 gilt, ist die Funktion stetig auf ganz R. m
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Grob gesagt ist eine Funktion stetig, wenn man ihren Graphen zeichnen kann, ohne
den Stift abzusetzen. Ein Knick schadet der Stetigkeit also nicht, ein Sprung bedeutet
aber eine Unstetigkeitsstelle!

Insbesondere muss der Funktionsgraph einer stetigen Funktion auf dem Weg von
f(a) nach f(b) jeden Wert, der zwischen diesen beiden liegt, annehmen. Das sagt
der

Satz 19.10 (Zwischenwertsatz) Ist eine Funktion f im Intervall [a, ] stetig, so
nimmt sie jeden Wert zwischen f(a) und f(b) an.

Daraus folgt, dass es in [a, b] mindestens eine Nullstelle geben muss, falls f(a) und
f(b) verschiedene Vorzeichen haben.

Mochte man in der Praxis wissen, ob eine Funktion stetig ist, so verwendet man
(wie bei der Berechnung von Grenzwerten) nicht die Definition selbst, sondern fol-
gende Regeln, die aus den analogen Regeln fiir Grenzwerte (Satz 19.2) folgen:

Satz 19.11 Sind f(z) und g(z) stetig an der Stelle zg, so sind auch Summe f(z)+
g(x), Produkt f(z)g(x), Quotient f(z)/g(x) (falls g(zo) # 0), Verkettung f(g(z))
(falls definiert) und Umkehrabbildung f~!(x) (falls f streng monoton) stetig an der
Stelle xg.

Daraus folgt zum Beispiel, dass alle Polynome und sogar rationale Funktionen in
ihrem Definitionsbereich stetig sind.

Insbesondere ist also die Funktion f(z) = % stetig. Das verwundert Sie vielleicht, da diese Funktion
ja bei Anndherung an x = 0 unbeschriankt ist. Aber da die Funktion fiir z = 0 gar nicht definiert
ist, macht es auch keinen Sinn, nach der Stetigkeit bei 0 zu fragen! Oft sagt man aber trotzdem,

dass f(z) = % unstetig bei * = 0 ist und meint damit, dass % auch durch geeignete Wahl eines
Funktionswertes an der Stelle x = 0 nicht zu einer stetigen Funktion gemacht werden kann.

Alle Funktionen, die wir in den vorherigen Abschnitten kennen gelernt haben, sind
stetig:

Satz 19.12 Die Polynomfunktion, die Potenzfunktion, die Exponentialfunktion, die
Logarithmusfunktion sowie die trigonometrischen Funktionen sind in ihrem gesamten
Definitionsbereich stetig.

Mit diesem Riistzeug im Gepéck konnen wir folgende Funktionen auf Stetigkeit
untersuchen.

Beispiel 19.13 Stetigkeit elementarer Funktionen
Sind die Funktionen stetig?
a) f(x) =522 —2x + 1 b) f(z) = z2%e” + sin(x) c) f(z) = cos(2)
Lésung zu 19.13
a) Jedes Polynom ist auf ganz R stetig, so auch f(z) = 522 — 2z + 1.
b) f(z) = z%e®+sin(x) ist als Produkt bzw. Summe von stetigen Funktionen wieder
stetig.
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¢) f(z) = cos(L) ist als Verkettung von cos(z) und L stetig fiir  # 0 (an der Stelle
x = 0 ist die Funktion nicht definiert). m

Zum Schluss wollen wir noch festhalten, dass stetige Funktionen auf einem abge-
schlossenen Intervall ihr Maximum und Minimum annehmen:

Satz 19.14 (Weierstrafl) Jede auf einem abgeschlossenen Intervall [a,b] stetige
reelle Funktion f nimmt auf diesem Intervall ihr Maximum und Minimum an. Ins-
besondere ist f auf [a,b] beschréinkt.

Abgeschlossenheit ist wichtig fiir diesen Satz! Die Funktion f(z) = % ist auf (0, 1) stetig, sie hat
aber weder ein Minimum noch ein Maximum und ist sogar unbeschriankt.

19.2 Die Ableitung einer Funktion

In der Praxis treten oft komplizierte Funktionen auf, die nur schwer zu untersuchen sind. Die Stra-
tegie in der Mathematik ist, diese komplizierten Funktionen durch einfachere zu approximieren und
dann Eigenschaften der komplizierten Funktion von der Approximation abzulesen. Ein wesentliches
Hilfsmittel ist dabei die Differentialrechnung, die versucht, eine Funktion durch eine Gerade, die
Tangente, zu approximieren.

Angenommen, wir méchten eine gegebene Funktion f(z) in der Nihe eines bestimm-
ten Punktes (xo, f(z)) moglichst gut approximieren. Die einfachste Moglichkeit
wire natiirlich, f(z) durch die konstante Funktion f(z) = f(xo) zu ersetzen. Etwas
besser wollen wir es aber schon haben und deshalb versuchen wir, f(z) durch eine
Gerade anzunéhern, die durch den Punkt (zo, f(z0)) geht, also

f(@) = f(wo) + k(z — 20).

Die Frage ist nun, wie dabei die Steigung k gew#hlt werden soll, damit eine moglichst
gute Approximation erreicht wird. Wihlen wir zum Beispiel eine zweite Stelle x; in
der N#he von xg, so kdnnen wir die Steigung so wéhlen, dass die Gerade durch die
beiden Punkte (xq, f(x0)) und (z1, f(z1)) geht:

o f@) = flz)

T1 — To

Man nennt eine derartige Gerade durch zwei Punkte des Graphen von f eine Sekan-
te (sieche Abbildung 19.5). Es ist klar, dass die Approximation im Punkt (zq, f(z0))
um so besser wird, je nidher z; bei z¢ liegt. Die optimale Steigung ist also gegeben

durch
o= i T@)=S0)
T1—To r1 — o
vorausgesetzt, dieser Grenzwert existiert. Diese optimale Gerade hat die Eigenschaft,
dass sie den Graphen von f im Punkt (zg, f(x0)) gerade beriihrt und wird deshalb

Tangente genannt (siehe Abbildung 19.6).
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f(x)

Abbildung 19.5. Sekante

Abbildung 19.6. Tangente

Definition 19.15 Die Funktion f heifit differenzierbar an der Stelle xg ihres De-
finitionsbereiches, wenn der Grenzwert der Sekantensteigungen

f(@) = f(o)

dx T—T0 Tr — X

existiert. Dieser Grenzwert ist gleich der Steigung der Tangente im Punkt (zg, f(z0))
und heift Ableitung oder Differential von f in xy. Man schreibt auch %(azo) =
f/(x0). Die Gleichung der Tangente durch (zo, f(zo)) lautet dann:

t(z) = f(wo) + f'(wo)(x — 20).

Wenn f in jedem Punkt ihres Definitionsbereiches D differenzierbar ist, dann ist die
Ableitung f’ ebenfalls eine Funktion, ndmlich jene, die jedem x die Ableitung f'(x)
an der Stelle x zuordnet. Ist f’ stetig, so nennt man [ stetig differenzierbar auf
D.

Die Menge aller auf D stetig differenzierbaren Funktionen wird mit C*(D) bezeich-
net.
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Aus der Definition der Ableitung als Grenzwert von %{Cg“) ist ersichtlich,

dass die Ableitung auch als lokale Anderungsrate der Funktion aufgefasst werden

kann:
f(z1) — f(zo)

~ f'(xg) fiir 1 nahe bei xg.
1 — Xo

Hier haben wir die Steigung der Sekante durch zwei (nahe beinander liegende) Punk-
te durch die Steigung der Tangente in einem der beiden Punkte angendhert. Wenn
sich also  um Az = x1 —x( dndert, dann dndert sich f(z) um Af = f(z1)— f(z0) =
1/ (x0)Az. Insbesondere ist f(x) in der Nihe von z( streng monoton wachsend, wenn
1/ (zo) > 0 ist und streng monoton fallend, wenn f’(zy) < 0.

Wenn ¢ als Zeit interpretiert wird, so schreibt man meistens f(t) anstelle von f’(t) bzw. %. Wenn
zum Beispiel s(t) den zuriickgelegten Weg eines Fahrzeuges zum Zeitpunkt ¢ beschreibt, so ist $(t)
die Geschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢.

Die Schreibweise % geht auf den deutschen Philosophen und Mathematiker Gottfried Wilhelm

Leibniz (1646-1716) und die Schreibweise f auf den englischen Physiker und Mathematiker Isaac
Newton (1643-1727) zuriick. Leibniz und Newton haben die Grundlagen der Differentialrechnung
etwa zur gleichen Zeit, aber unabhingig voneinander, gelegt.

Beispiel 19.16 Differenzierbare Funktionen
Wo sind die folgenden Funktionen differenzierbar?

a) f(z)=2x+1  b) flz)=lz| ¢ f(z)=sign(z)

Lésung zu 19.16

a) Wir miissen untersuchen, fiir welche z¢ des Definitionsbereiches der Grenzwert

f'(x0) existiert. Fiir eine beliebige Stelle ¢ ist
2z +1)— (229 + 1)

2x —
f'(zg) = lim = lim Uz = o)
r—x0 xr — Xo T—=xo T — XTQ

=2.

Die Funktion f(z) ist also iiberall differenzierbar (xog war ja eine beliebige Stelle)
und ihre Ableitung ist iiberall gleich 2. Die gleiche Rechnung zeigt allgemein,
dass die Funktion f(z) = kx + d iiberall differenzierbar ist und dass f'(z) =k
gilt.

b) Fiir ¢ # 0 ist die Funktion

z <0

f(x):|x|={ o a0

differenzierbar (analog wie a)):

-1, x9<0
1, zg >0

f'(@o) = {

An der Stelle zo = 0 ist sie aber nicht differenzierbar, denn der Grenzwert der
Sekantensteigungen durch Punkte rechts von xzg = 0 ist 1, der Grenzwert von
links ist hingegen —1.

Denn der linksseitige Grenzwert ist

lim 7f($) —1(0) = lim i 0 =

z—0— z—0 z—=0— . —0



66 19 Differentialrechnung I

und der rechtsseitige ist

lim 710(1) — /) = lim z-0 =
z—0+ r—0 z—0+ x — 0

1.

Am Knickpunkt ist die Funktion also nicht differenzierbar.

c¢) (Vergleiche Beispiel 19.4 a).) Interessant ist wieder nur zy = 0 (an allen anderen
Stellen zg # 0 ist die Funktion differenzierbar mit Ableitung f’(z¢) = 0). Bei
xo = 0 besitzt die Funktion keine Ableitung. Denn fiir Punkte rechts von zg = 0
ist der Grenzwert der Sekantensteigungen gleich 0. Und fiir Punkte links von x¢ =
0 wachsen die zugehorigen Sekantensteigungen iiber alle Grenzen (im Grenzwert
wire die Tangente, wenn man von links kommt, senkrecht).

Denn der linksseitige Grenzwert ist

— -1-1 -2
lim M = lim = lim — = oo,
x—0— z—0 z—0— x —0 z—0— x
und der rechtsseitige ist
lim ( 7(0) = lim 1-1 =0.
z—0+ z—0 z—=0+ 2 — 0

Grob gesagt hat eine differenzierbare Funktion keine Knicke, und schon gar keine
Spriinge, denn weder in einem Knickpunkt noch an einer Sprungstelle ist es sinnvoll,
von einer Tangente zu sprechen. Differenzierbarkeit ist eine stéirkere Eigenschaft als
Stetigkeit:

Satz 19.17 Jede differenzierbare Funktion ist stetig (aber nicht umgekehrt).

Beispiel: |z| ist an zp = 0 stetig, aber nicht differenzierbar. Hier hat die Funktion
einen Knick.

Die Approximation einer Funktion durch ihre Tangente wird auch als Linea-
risierung bezeichnet. Dabei wird durch (zg, f(xo)) eine Tangente gelegt und die
Funktionswerte f(z) fiir z nahe bei 29 durch die Tangentenfunktionswerte ¢(x) an-
gendhert:

fx) = t(x) = f(wo) + f'(wo) (2 — @o).

Diese Naherungsformel kann wie folgt verwendet werden: Angenommen, wir benoti-
gen sin(x) und wissen, dass nur kleine Winkel z auftreten kénnen. So eine Situa-
tion tritt zum Beispiel bei Berechnungen in der Computergrafik oft auf. Muss die-
se Berechnung héufig ausgefiihrt werden (z.B. innerhalb einer Schleife), so kann
man die Rechenzeit verkiirzen, indem man sin(x) durch einen einfacheren Ausdruck
ersetzt. Betrachten wir also Abbildung 19.7 und approximieren wir die Funktion
f(z) = sin(z) durch die Tangente an die Kurve im Punkt (0,0). Im néchsten Ab-
schnitt werden wir sehen, dass die Steigung der Tangente gleich f/(0) = cos(0) = 1
ist. Unsere Néherung ist demnach sin(x) ~ z. Fiir z = 0.2 erhalten wir zum Bei-
spiel sin(0.2) = 0.2. Der exakte Wert wiire sin(0.2) = 0.198669. Wir haben also eine
fiir viele Zwecke sicher ausreichende Naherung bekommen. Wie aus Abbildung 19.7
ersichtlich, wird die Giite der Approximation allerdings umso schlechter, je weiter
2 von 0 entfernt ist. Denn dann wird der Unterschied zwischen exaktem Wert und
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ysin(x)

Abbildung 19.7. Tangente an die Kurve y = sin(z) an der Stelle z = 0.

N#herungswert immer grofler. Die Linearisierung einer Funktion gibt also eine lokale
N&dherung der Funktion.

Zum Abschluss geben wir noch einen zentralen Satz der Differentialrechnung mit
vielen niitzlichen Konsequenzen an:

Satz 19.18 (Mittelwertsatz der Differentialrechnung) Die Funktion f sei auf
[a, b] stetig und auf (a,b) differenzierbar. Dann gibt es einen Punkt xg € (a,b) mit

1) = f(a)

f(wo) = b—a

Anschaulich bedeutet der Mittelwertsatz, dass es zwischen a und b eine Stelle zq

] ]
T T

1
1)
a To b T

Abbildung 19.8. Mittelwertsatz der Differentialrechnung

gibt, an der die Steigung von f gleich der Steigung der Geraden durch die Punkte
(a, f(a)) und (b, f(b)) ist (siche Abbildung 19.8).

Der Spezialfall f(a) = f(b) ist als Satz von Rolle bekannt: Sind an zwei Punkten
die Funktionswerte gleich, so gibt es dazwischen einen Punkt, an dem die Ableitung
verschwindet.
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19.2.1 Anwendung: Ableitungen in der Wirtschaftsmathematik

In der Wirtschaftsmathematik sind nicht nur die Ableitung, also die Anderungsrate
einer Kenngrofie f (Nachfrage, Kosten, Gewinn, ... ), sondern auch weitere verwand-
te Begriffe in Gebrauch: Der Ausdruck

@) = fwo) _ f@)

f(@o) f(zo)
wird als relative oder prozentuelle Anderung von f zwischen zo und z; bezeich-
net. Das ist genau der Prozentsatz, um den sich f(z() verdndert, wenn sich x von
xo auf 1 dndert: f(z1) = f(zo) + 7 f(xo) = (1 4+ ) f(x0).
Fiir differenzierbares f gilt f(z) = f(zo) + f'(z0)(x — x¢) in der Nihe von xg
(N#herung durch die Tangente). Man kann die relative Anderung daher niherungs-
weise mithilfe der relativen Anderungsrate

f'(x)
f(x)

berechnen:

fx1) = f(xo) _ ['(wo)
f (o) f (o)
Die relative Anderungsrate ist also jener Faktor, mit dem man (kleine) absolute

Anderungen von z néherungsweise in die entsprechenden relativen (prozentuellen)
Anderungen von f umrechnen kann.

(131 — .To).

Die relative Anderungsrate kann auch als logarithmische Ableitung interpretiert werden, da
(In(f(z))" = f'(z)/f(z) gilt. Das folgt sofort aus der Kettenregel, die wir im néchsten Abschnitt
lernen werden.

Betrachtet man die relative Anderung der Funktionswerte f(z) im Verhiltnis zur
relativen Anderung der Variablenwerte x,
flz)—f(@0)
Te)  _ fe) = f(zo) o

— - )
o r1—x0  f(®o)

so erhdlt man im Grenzwert x1 — ¢ die so genannte Elastizitét

f'(z0)
f(zo)

von f an der Stelle xg. Sie gibt den Faktor an, mit dem man eine (kleine) relative
Anderung von z multiplizieren muss, um (niherungsweise) die entsprechende relative
Anderung von f(z) zu erhalten.

Es sei D(p) die Nachfragefunktion (engl. demand) eines Produktes, also die Men-
ge des Produktes, die abgesetzt werden kann, wenn man den Preis p festlegt. Ihre
Elastizitat

D'(p)

E(p) = D) "

wird als Preiselastizitit der Nachfrage bezeichnet. Sie ist immer negativ, da in
einem verniinftigen 6konomischen Modell die Nachfrage sinkt, wenn der Preis steigt.

Zo




19.3 Berechnung von Ableitungen 69

Ist der Betrag |E(p)| > 1, so spricht man von elastischer Nachfrage und bei
|E(p)| < 1 von unelastischer Nachfrage.
Der Erlos R(p) (engl. revenue) ergibt sich aus der abgesetzten Produktmenge
multipliziert mit dem Preis
R(p) =pD(p).

Wann kann nun der Erlos durch eine Preiserhdhung gesteigert werden? Dazu be-
rechnen wir die Anderungsrate (Ableitung) der Erlosfunktion, die auch Grenzerlss
genannt wird,

R) = D)+ 5D () = Do) (14052 ) = D)1 = [E ).

Hier wurde die Ableitung mithilfe der Produktregel (f -g) = f' - g+ f - ¢ aus dem néchsten
Abschnitt berechnet. Weiters haben wir E(p) < 0 und damit E(p) = —|E(p)| verwendet.

Da der Erlos steigt, wenn die Anderungsrate R'(p) > 0 ist (positive Ableitung be-
deutet ja Wachstum), erhalten wir folgende tkonomische Regel: Bei unelastischer
Nachfrage steigt der Erlos bei einer Preiserhohung, bei elastischer Nachfrage sinkt
er.

19.3 Berechnung von Ableitungen

Wie Sie sicher schon erraten haben, werden wir zur Berechnung einer Ableitung
nicht die Definition direkt verwenden, sondern einige wenige Ableitungsregeln:

Satz 19.19 (Ableitungsregeln) Die Funktionen f und g seien an der Stelle z
differenzierbar. Dann sind auch f+ g und c¢- f (c ist eine Konstante) differenzierbar
und es gilt (Linearitit):
(f+9) (@) = fl(2)+9g (=),
(c- (=) = c- fl(a)

Weiters sind auch f - g, =§ und f o g differenzierbar mit den Ableitungen

(f-9)(x) = fl(z) -g(x)+ f(z) ¢ (z) ,Produktregel®,
(g)/(@ = @) g(x;(;)];(x) i (x)’ g(x) #0, ,,Quotientenregel®,
(fog)(x) = f(9(x) g'(x) ,Kettenregel®.

Die Ableitungsregeln folgen aus den Rechenregeln fiir Grenzwerte. Zum Beispiel folgt die Produkt-
regel aus

f(@)g(z) — f(z0)g(xo) f(@)g(z) = f(zo)g(z) + f(x0)g(x) — f(z0)g(z0)

(f(z) = f(=0))g(z) + f(z0)(9(x) — g(xo))

womit sich
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f(x)g(z) — f(zo)g(z0)

(5 o) = g SEHDIC
= lim f(@) = f(zo) lim g(z) + f(zo) lim 9(x) = g(xo0)

T—TQ T — 0 T—xTQ T—xQ Tr — X0

f'(x0) - g(x0) + f(20) - ¢ (z0)

ergibt.

Damit kénnen wir bereits die Ableitung beliebiger Polynome und rationaler Funktionen be-
rechnen. Da z’ = 1 gilt, folgt (22)’ = (z-z)’ = 2z und analog (z3)’ = 3z2. Nun ist es nicht schwer,
(z™)" = nz" "1 zu erraten.

Um die Ableitungen von komplizierteren Funktionen berechnen zu kénnen, benétigen
wir nun noch die Ableitung elementarer Funktionen.

Satz 19.20 (Ableitung elementarer Funktionen)

Funktion f(z) | Ableitung f’(z)
¢ (Konstante) 0
™ na" 1 nez
x® azx® ! z>0,aeR
log,(x) ﬁ@) a#1l,a>0
In(z) 1
a® a”In(a) a>0
e’ e’
sin(z) cos(z)
cos(x) — sin(x)

Eine Tabelle mit weiteren niitzlichen Ableitungen finden Sie in Abschnitt A.1.

Fiir die Berechnung dieser Ableitungen muss man ein wenig in die mathematische Trickkiste greifen.
Zunichst verwenden wir

1 —1 1 h) — 1
o (50) — 1 8a(®) =108 (30) _ | Tog, (s + 1) ~ log (z0)
z—T0 T — xo h—0 h

Daraus folgt
1 h 1 h zo/h
log'a(xo) = — lim @loga (1 + 7) = —log, lim (1 + 7) ,
o 0 h o o h—0 0

wobei wir im ersten Schritt die Rechenregeln fiir log, () und im zweiten die Stetigkeit von log, (x)

verwendet haben. Wegen
1 n
lim (1 + 7) =e
n—o00 n

(vergleiche dazu das Beispiel zur Eulerschen Zahl im Abschnitt ,, Folgen“ in Band 1) folgt logy, (z) =
%loga(e) = ﬁ@) Die Ableitung von a® ergibt sich dann aus Satz 19.22. Ahnlich folgt die Ab-

leitung von sin(z) aus den Additionstheoremen und limgz_,o % = 1 bzw. lim,_,¢ 17%5(1) =
. 2
lim, 0 1++5(x) smz(;) = 0. Die Ableitung von z¢ folgt aus % = exp(aIn(z)) mit der Kettenregel.

Beispiel 19.21 Berechnung von Ableitungen
Berechnen Sie die Ableitung von:
a) p(z) =22+ —1 b)q(x) =5 ¢ h(z) =2%" d) k(z) =325 -

x2
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Losung zu 19.21
a) p(z) = 223 + x2 — 1, daher ist p/(z) = 622 + %x_% = 622 + 2f
2
b) Mit der Quotientenregel erhalten wir ¢'(z)= 1-(1(3;?17);5-21 = - (;zjll)z.
c¢) Mit der Produktregel berechnen wir h/(z) = 2xe® + z2e* = ze®(2 + ).
) Die Funktion k(x) = ki (ka(z)) ist eine Verkettung der Funktlonen k‘l(
und ko (z) = 32° — 2. Mit der Kettenregel folgt mit k}(z) =

1504 — 1, dass k' (z) = k{ (ka(x)) ky(w) = J02=L.

) =
k()=

Fiir die Exponentialfunktion e® gilt also, dass die Ableitung an jeder Stelle z gleich dem Funkti-
onswert an dieser Stelle ist. (Das gilt ausschliefSlich fiir Funktionen der Form c - e®, wobei ¢ eine
Konstante ist.) Aus diesem Grund spricht man hier von ,natiirlichem Wachstum® und dadurch
erklért sich die besondere Stellung der Zahl e.

Erinnern Sie sich daran, dass f genau dann umkehrbar ist, wenn f streng monoton
ist. Insbesondere ist eine differenzierbare Funktion streng monoton wachsend, falls
f/(x) > 0 und streng monoton fallend, falls f'(x) < 0 ist. Fiir die Ableitung der
Umkehrfunktion gilt:

Satz 19.22 (Ableitung der Umkehrfunktion) Ist f differenzierbar mit f’(x) #
0, so ist f streng monoton und die Ableitung der Umkehrfunktion ist gegeben durch

Warum? Differenzieren wir beide Seiten von f(f~!(z)) = 2: Wir erhalten (links mit der Kettenre-
gel) f/(f~Y(x)) - (f~1)(z) = 1. Nun brauchen wir nur nach (f~1)’(x) aufzulésen, und schon steht
die Formel da. Zum Beispiel ergibt sich die Ableitung von y = a® aus log/, (y) = 1/(yIn(a)) durch
Differenzieren beider Seiten der Gleichung log,(a”) = z unter Verwendung der Kettenregel:

1

m(ax)/ =1.

Beispiel 19.23 Ableitung der Umkehrfunktion
Berechnen Sie die Ableitung von arcsin(x) und arccos(zx).

Losung zu 19.23 arcsin(x) ist die Umkehrfunktion von f(z) = sin(z), die fiir x €

(=%, %) streng monoton ist. Die Ableitung f'(x) = cos(x) ist daher fiir x € (=%, %)
ungleich 0. Wir verwenden die Formel fiir die Ableitung der Umkehrfunktion und
1/ (x) = cos(z) = /1 — sin(z)? und erhalten
1 1 1
arcsin’(z) = = =

cos(arcsin(z)) /1 — (sin(arcsin(z)))? V1 — a2

Analog bekommen wir

arccos’ (z) =
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Natiirlich konnen Ableitungen auch direkt mit dem Computer berechnet werden
und deshalb macht es auch wenig Sinn, alle Ableitungsregeln aus diesem Abschnitt
auswendig zu lernen! Warum habe ich Ihnen dann das alles iiberhaupt erzéhlt, fragen
Sie sich jetzt sicherlich? Ich hétte Thnen ja auch einfach sagen kénnen, die Ableitung
von f ist eine Funktion, die mit dem Computer so ausgerechnet wird. Damit wéren
Sie nach weniger als einer Minute in der Lage gewesen, die Ableitung von

T g ()
sin(a® + 27) + 8*°

zu berechnen. Aber Sie hiitten nicht gewusst, was die Ableitung anschaulich bedeutet
und wozu sie deshalb verwendet werden kann. Auflerdem wissen Sie nun, wie der
Computer diese Ableitung ausrechnet: Er kennt einfach alle Ableitungsregeln, die
die Mathematiker im Laufe der Zeit zusammengetragen haben, und wendet diese
der Reihe nach an.

Eine praktische Anwendung der Ableitung sind folgende Grenzwertregeln von
de I’Hospital (benannt nach dem franzésischen Mathematiker Guillaume Frangois
Antoine Marquis de I'Hospital, 1661-1704):

Satz 19.24 (Regel von de ’Hospital) Es seien f und g differenzierbare Funk-
tionen. Wenn

lim f(z)= lim g(z) =0 oder ILm |f(z)] = lim |g(x)| = oo,

r—rTo rT—rTo rT—rTo

o /() /()
. x . T
o gla) = §(2)

b

falls letzterer Grenzwert existiert. Dabei sind die Félle zyp = +oo zugelassen und
auch der Grenzwert der Ableitungen kann +oo sein.

Achtung: Der Bruch wird also nicht nach der Quotientenregel differenziert, sondern es werden
Zahler und Nenner getrennt differenziert!

Merkregel: Die Regel von de 'Hospital hilft, wenn der Grenzwert von % fir x
gegen xg gesucht ist und wenn

+
lim M = v oder lim @ = ﬁ.
a—zo g(x) 0 z—zo g(x)  Foo
In diesem Fall ist der Grenzwert von % gleich jenem von ch :ég (falls dieser exis-

tiert).

Beispiel 19.25 Regel von de ’Hospital

Berechnen Sie folgende Grenzwerte:
In(1+2)

a) limg o ——— b) lim, 04 (2 In(z)) c) limg o0 (er_”)
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Loésung zu 19.25
a) Esist IH(HO) =3 9 und daher kann die Regel von de I'Hospital angewendet wer-
den: Wir dlfferenmeren Zéhler und Nenner getrennt und berechnen den Grenz-
wert des Quotienten der Ableitungen:

1 1
lim In(1 +x) — iy T o T _ g
z—0 xT z—0 1 1

b) Auf den ersten Blick scheint hier die Regel von de 'Hospital nicht anwendbar,
denn es liegt keiner der Fille % oder i% vor. Machen wir aber eine kleine

Umformung
|
zln(z) = n(z)

)

8 |~

ln(O)

0

so haben wir einen Quotienten mit =2 und damit ist die Regel anwend-

bar: )
1 =
lim n(z) = lim —%- = lim (—z) = 0.
x—04 x—04 -2 z—0+

8=

¢) Hier miissen wir die Regel zweimal anwenden, um zum Ziel zu kommen:

2
.z 2x . 2
lim — = lim — = lim — = — =0.
r—o0 et z—o0 et r—o00 et o0 [

Definition 19.26 Die h6heren Ableitungen einer Funktion werden rekursiv de-
finiert:

0= 0 OIS = (= s (S (D

Man nennt f(™ die n-te Ableitung von f. Die Funktion selbst wird auch als 0-te
Ableitung bezeichnet, f = f(©).

Beispiel 19.27 (—-CAS) Hoéhere Ableitungen
a) g(z) = In(z). Berechnen Sie ¢”(5).
b) h(x) = 2. Geben Sie h(™)(0) fiir beliebiges n € N an.
c) f(x) =2x® —4x + 1. Was ist f"(2)?
d) Wie lautet die erste, zweite, dritte und vierte Ableitung von f(z) = sin(z)?

Loésung zu 19.27
a) Esist ¢/(z) = L und ¢"(z) = — 5, daher ¢"(5) = %

) Wegen (e*) = e® gilt h(™ (x) = 27, also ist h(™(0) =

c) Esist f/(z) = 622 —4 und f"(z) = 123: daher ist (2 ) =24,

d) f'(z) = (sin(z )) — cos(x), J"(z) = (cos(x))’ = —sin(x), fO)(x) = (~sin(x))’ =
—cos(z) und f®(z) = (= cos(z))’ = sin(x). m

b




74 19 Differentialrechnung I

Die Menge der auf D C R definierten Funktionen f, die k-mal stetig differenzierbar
sind (d.h., fiir die f*) existiert und stetig ist), wird mit C*(D) bezeichnet. Die
Menge der Funktionen, die so wie zum Beispiel Sinus oder Kosinus beliebig oft stetig
differenzierbar sind, bezeichnet man mit C*°(D).

Manchmal ist es auch notwendig, Funktionen von mehreren Variablen zu diffe-
renzieren. In diesem Fall differenziert man nach einer Variablen und betrachtet alle
anderen Variablen als Konstante. Man spricht von partiellen Ableitungen und

U R d
schreibt - anstelle von 7.

Das Symbol 0 fiir die partielle Ableitung ist ungleich dem griechischen Buchstaben §.

Zum Beispiel gilt fiir f(z,y) = 3zy? + cos(x)

3} 3}
%f(x, y) = 3y* — sin(x), a—yf(x, y) = 6xy.

Im ersten Fall wurde nach x differenziert und y wurde dabei als Konstante betrachtet.
Im zweiten Fall wurde nach y differenziert und x wurde konstant angesehen. Mehr
dazu in Kapitel 23.

19.3.1 Anwendung: Splines

Erinnern wir uns (Abschnitt 18.1.1), dass wir zu vorgegebenen Stiitzpunkten (z;, y;),
0 < j < n, ein eindeutiges Interpolationspolynom P, (z) vom Grad n finden kénnen,
dass dieses Polynom aber am Rand unter Umsténden stark oszilliert und daher zur
Interpolation zwischen den Stiitzpunkten nur bedingt geeignet ist. Besser sind soge-
nannte Splines, die auch in diesen Situationen einsetzbar sind, wie Abbildung 19.9
fiir die Funktion f(x) = (1 + 252?)~! aus Abschnitt 18.1.1 zeigt.

Abbildung 19.9. Spline und Interpolationspolynom

Die Idee ist es, stiickweise Polynome von kleinem Grad zu verwenden. Im ein-
fachsten Fall verwenden wir Geradenstiicke und erhalten den Ansatz
Pj(z) =y; + kj(x —z;), € [zj,241),

fir das j-te Teilintervall. Das Polynom P;(x) gilt nur in diesem Intervall [z;,x;41)
und wir verlangen, dass je zwei benachbarte Polynome stetig zusammenpassen

Pj(rj41) = Pjy1(wj41) = Y-



19.3 Berechnung von Ableitungen 75
Daraus ergibt sich

Yj+1 — Y5 (
Tj+1 — Ly

Pj(z) =y, + x —x;), T € [T, Tjq1).

Damit haben wir auch schon die Definition eines linearen Splines. Das ist zwar
eine recht einfache Formel, sie hat aber den Nachteil, dass sich die Teilpolynome an
den Stiitzpunkten nicht glatt zusammenfiigen, sondern im Allgemeinen dort Kni-
cke aufweisen. Das kann vermieden werden, indem anstelle von Geraden Polynome
hoheren Grades verwendet werden. Legt man sich auf den Grad k fest, so kann man
fordern, dass an den Stiitzpunkten nicht nur die Funktionswerte, sondern auch die
Ableitungen bis zum Grad k — 1 iibereinstimmen. Man spricht in diesem Fall von
einem Spline k-ter Ordnung.

In der Praxis sind kubische Splines (also Ordnung 3) am verbreitetsten. Dabei
konnen also die Ableitungen bis zum Grad 2 zur Ubereinstimmung gebracht werden.
Wie findet man nun aber so ein kubisches Spline zu vorgegebenen Stiitzpunkten?

Zunéchst einmal muss P;(x) ein Polynom von Grad 3 sein und an den Randpunk-
ten P;(x;) =y, bzw. Pj(z;11) = y;41 erfiillen. Deshalb machen wir den Ansatz

Pj(x) = y; + kj(x — x5) + aj(z — a5)(x — 2541)° + bj (@ — 2)*(z — 2j41).
Waéhlen wir
ki — Yi+1 — Y5
Tjr =T
so sind auf jeden Fall einmal die Werte an den Réndern richtig (das wird ja gerade

durch die Form unseres Ansatzes sicher gestellt). Fiir die erste Ableitung kann man
(mit dem Computer) nachrechnen, dass

Pi(x;) = kj+a;(z;—x41)%
Pi(xj41) = kj+bi(wj — ;)
gilt und fiir die zweite
Pl(z;) = 2(2a; +bj)(xj — 2j11),
Pl(zj41) = 2(a; +2bj)(zj41 — x5).

Bezeichnen wir die Ableitung am Stiitzpunkt x; mit z;, so folgt aus der Bedingung,
dass die ersten Ableitungen benachbarter Polynome iibereinstimmen sollen,

Pi(x;) =z,  Pj(zjp1) = Ply(xj41) = zj41,
sofort i &
aj = L% und  b; = Lﬁ
()41 — ;) ()41 — 25)

Aus der Bedingung, dass auch die zweiten Ableitung zusammenpassen miissen,

Pl(xj11) = Pj'y1(j41),

erhalt man
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Ajr1z; +2(45 + Aj1)zj41 + Ajzjve = 3(kjA 11 + kjd;), A =340 — ),

also eine inhomogene lineare Rekursion zweiter Ordnung fiir die Ableitungen z; an
den Stiitzstellen. Wir wissen, dass die Losung von zwei freien Parametern abhéngt.
Meistens verlangt man, dass die zweiten Ableitungen am Anfang und am Ende
verschwinden,
Py (o) = Py (zn) =0,
und spricht dann von einem natiirlichen Spline. In diesem Fall ergibt sich aus der
Bedingung Py (z) =0
21 = 3](30 — 22’0

und wenn u; die Losung unserer inhomogenen Rekursion zur Anfangsbedingung
up = 0, u1 = 3ko und v; die Losung unserer homogenen Rekursion zur Anfangs-

bedingung vy = 1, v; = —2 ist, so ist die Losung der inhomogenen Rekursion zur
Anfangsbedingung zg, z1 = 3kg — 229 gegeben durch

Zj = 'LLj —+ Z()'Uj.

Aus der Bedingung P/

" (xn) = 0 folgt
1
Zn = 5(3kn—1 - Zn—l)

und Einsetzen von z; = u; + 2gv; ergibt

. 3k‘n71 —Up—1 — 2un

20
2Un + Up—1

19.4 Mit dem digitalen Rechenmeister

Grenzwerte

Grenzwerte erhalten wir wie bei Folgen mit dem Befehl Limit:
2

X
In[1]:= Limit[il,x — 1]

Out[1]= 2

Ableitungen

Ableitungen werden mit dem Befehl D berechnet:

In[2]:= D[2x® — 4x + 1,%]

Out[2]= —4 + 6x°

Die n-te Ableitung nach x bekommen wir mit D[f(x), {x,n}]:
In[3]:= D[2x° —4x + 1, {x,2}]

Out[3]= 12x
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Eine Ableitung kann in Mathematica auch einfach als £’ [x] anstelle von D [f [x] ,x]
eingegeben werden

In[4]:= f[x]:=2x®—4x+1; f'[x]
Out[4]= —4 + 6%°

Splines

Mathematica stellt leider keinen Befehl zur Berechnung von Splinefunktionen zur
Verfligung, man muss also selbst zur Tat schreiten und den Algorithmus aus Ab-
schnitt 19.3.1 implementieren. (Im Paket NumericalMath‘SplineFit* gibt es aller-
dings eine Funktion SplineFit, die aus gegebenen Stiitzpunkten eine Splinekurve
berechnet.)

19.5 Kontrollfragen

Fragen zu Abschnitt 19.1: Grenzwert und Stetigkeit einer Funktion

Erkldren Sie folgende Begriffe: Grenzwert, links-/rechtsseitiger Grenzwert, stetig,
Zwischenwertsatz, Satz von Weierstraf.

1. Richtig oder falsch?
a) Wenn der Grenzwert lim,_,,, f(x) existiert und gleich f(xo) ist, dann nennt
man die Funktion stetig an der Stelle xg.
b) Eine Funktion ist genau dann stetig bei xp, wenn hier der links- und der
rechtsseitige Grenzwert existieren.

2. Bestimmen Sie den Grenzwert von
a) f(x) =222 + 1 fiir  — 0, b) f(z):”_fj__; fiir x — 2.

3. Bestimmen Sie den links- und rechtsseitigen Grenzwert an der Stelle zq:

2r—1 <3
a)f(x)z{ —xrx+1 x>3"°

1‘023

0 <0
b f@)={ ayy S50 w00
¢) f(x) = sign(z) + 3, 20 = 0
4. Wie verhélt sich die Funktion f(z) = 3225 fiir g — 007

222+ 1
5. Welche Funkjcionen sind in ihrem gesarrften Definitionsbereich s@etig?
a) flw)=2"-20+1  b) f(z) = c) fz) =e %

d) f(x) = e* + sin(x) e) f(x) = z?cos(x) f) f(z) = sign(x)

Fragen zu Abschnitt 19.2: Die Ableitung einer Funktion
Erklidren Sie folgende Begriffe: Sekante, Tangente, differenzierbar, Ableitung, stetig
differenzierbar.

1. Richtig oder falsch?
a) Jede stetige Funktion ist auch differenzierbar.
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b) Wenn der Grenzwert limg,_, 4, w existiert, dann nennt man die Funk-
tion differenzierbar an der Stelle zg.

c¢) Die Ableitung von f an der Stelle zq ist gleich der Steigung der Tangente im
Punkt (330, f(xo))

Ist f(z) = sign(z) an der Stelle zo = 0 differenzierbar?

Was trifft zu? Die lineare Approximation von f(x) = 22 an der Stelle o = 1 ist
gegeben durch:

a)g(z) =142z b)h(zx)=1+2(x—-1) c)kz)=22-1

Fragen zu Abschnitt 19.3: Berechnung von Ableitungen

Erkliren Sie folgende Begriffe: Linearitéit der Ableitung, Produktregel, Quotienten-
regel, Kettenregel, Ableitung der Umkehrfunktion, Regel von de 'Hospital, hohere
Ableitungen, partielle Ableitung.

1.
2.

An welcher Stelle zg ist die Ableitung von f(z) = In(z) gleich £?

Was ist die Gleichung der Tangente von h(x) = e* an der Stelle o = 0:
a)t(z)=xz+1 b) t(x) =2 —1 c)tlx)=1—x

Geben Sie die zweite Ableitung an:

Q) fo) 2041 b) f@)=e o) f(x) =sin(s)

Was ist die partielle Ableltung 5-1Y?

a) b) y c) 1

Losungen zu den Kontrollfragen

Loésungen zu Abschnitt 19.1

1.

a) richtig

b) Falsch: Es miissen zusétzlich noch beide Grenzwerte gleich sein.

a) lim, 0222 4+1) =2-02+1=1.

b) Fiir « # 2 ist f(x) = % = r+2, daher ist der Grenzwert lim,_,5 f(x)
= lim,,2(2 +2)= 4.

a) Fiir x < 3 ist f(z) = 2z — 1, daher ist lim, 3 f(z) =2-3—1=5; firz >3
ist f(z) = —x 4 1, daher ist lim, 54 f(z) = -3+ 1= —-2.

b) Fiir x < 0ist f(x) = 0, daher ist lim,_,o_ f(z) = 0; fiir z > Oist f(z) = 22+2,
daher ist lim, o, f(z) = 02 +2 = 2.

¢) Fiir z < 0ist f(z) = —1 + 3 = 2, daher ist lim,_,o_ f(z) = 2; fiir x > 0 ist
f(z) =143 =4, daher ist lim,_,o1 f(z) =

Wir dividieren zur Berechnung des Grenzwertes durch die hochste vorkommende

. 3—5 _ . .
oy = limg o ﬁ = % = 3. Die Funktionswerte
x

Potenz von z: lim, gm
kommen also fir x — oo dem Wert % beliebig nahe.

a) f(z) = a® — 2z + 1 ist stetig, weil jedes Polynom stetig ist.

b) f(z) = 157 ist stetig, weil jede rationale Funktion stetig ist.

c) f(z) = e~3 ist als Verkettung der stetigen Funktionen g(x) = e* und h(zx) =
—3x stetig.

d) f(z) = e” + sin(x) ist als Summe von stetigen Funktionen stetig.
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e) f(x) = 22 cos(x) ist als Produkt von stetigen Funktionen stetig.
f) f(x) = sign(x) ist stetig fiir alle z # 0. An der Stelle x = 0 hat die Funktion
keinen Grenzwert, also kann sie hier auch nicht stetig sein.

Loésungen zu Abschnitt 19.2

1. a) Falsch: Zum Beispiel ist f(x) = |z| zwar stetig an der Stelle z = 0, aber nicht
differenzierbar.
b) richtig
¢) richtig

2. Nein! f ist an der Stelle zg = 0 nicht stetig, daher also erst recht nicht differen-
zierbar.

3. Die lineare Approximation von f(x) = 22 an der Stelle 2y = 1 ist gegeben durch
fl@)~=f1)+ f/(1)(x—1) =14 2(x — 1) = 2z — 1. Somit ist a) falsch und b),
c) richtig.

Loésungen zu Abschnitt 19.3

1. Die Ableitung an einer beliebigen Stelle > 0 ist f’(z) = <, daher ist f/(2) = 3

2. a) ist richtig

3. a) f'(z) =2, daher f”(x
) ) == ) e
c

f'(@) = cos(), f"(x) = - Sln(x)
Y

19.6 Ubungen

Aufwirmiibungen
1. Berechnen Sie:  a) lim, (22 +1) b) lim,_,3 1.12__39
2. Bestimmen Sie den Grenzwert:
) i 522 — 9z b) i 422 + 52 — 7 ) 423 — Tz
a) lim ——— im — ¢) lim ——
z—oo 222 — 3 z——oco 223 —1 x50+ 225 — 32

(Tipp: Heben Sie im Z#hler und Nenner die hochste Potenz heraus.)
3. Bestimmen Sie den links- und rechtsseitigen Grenzwert an der Stelle o = 0 von

22+1, >0 5% . x>0

a) f(ﬂﬂ){ 1 z<0 b) f(x){—erl: z<0

Ist f an der Stelle z = 0 stetig? Skizzieren Sie die Funktion!
4. Welcher Wert muss fiir ¢ gewdhlt werden, damit die Funktion

z+ec, >0 z?4¢c, >0
) f(rc)={

3, <0 b) f(x):{ r+1, <0

stetig ist? Skizzieren Sie die Funktion!
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11.

12.

13.

14.
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Berechnen Sie die Ableitung von f(z) = tan(z).
Berechnen Sie die Ableitung;:

a) f(x)=va2—1  b) f(z) =sin(2z + 1) c) f(x) = e 32+4

d) f(2) = In(2?) e) f(z) =In(1 - ) f) f(z) = cos(z?) + 1
Berechnen Sie die Ableitung:

a) f(x) = cos(z)e” b) fl@)=1+vz ¢ fl&)=(—-1)°+3

Q) fo)=de- Vit o) flo)=Sg D@ =@
Unter welchem Winkel schneidet der Graph der Sinusfunktion bei z = 0 die
x-Achse?
Berechnen Sie die Ableitung (a, b sind konstante reelle Zahlen):
a) f(z) =sin(az +b) b) f(t) =a(l—e %)
Wenn eine Weibull-Verteilung (nach dem Schweden Waloddi Weibull, 1887—
1979) vorliegt, dann wird durch R(t) = e~ (#)" der erwartete Anteil von gleich-
artigen Bauelementen angegeben, der die Nutzungsdauer ¢ {iberlebt. Berechnen

Sie in diesem Fall die so genannte Ausfallrate A(¢) = —% Al
Zeigen Sie fiir die so genannten Hyperbelfunktionen sinh(z) = ew_;ﬂ bzw.
cosh(z) = %, dass sinh’(z) = cosh(z) bzw. cosh’(z) = sinh(z).
Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte:
-1 21 —1 1 —e®
a) lim ¢ b) lim n(z) c) lim cos(w) = 1 d) lim 1tr-e
z—=0 X z—=1 x—1 z—0 T z—0 z2

Berechnen Sie die zweite Ableitung:
a) f(z) = zsin(x) b) f(x) = 23 + In(x) c) f(x) = cos(x?)

Berechnen Sie folgende partielle Ableitungen:

a) grasin(y)  b) Fx+y) o) g’ +ay)

Weiterfithrende Aufgaben

1.

Bestimmen Sie den links- und rechtsseitigen Grenzwert an der Stelle zo = 2 von

22+1, z>2
f(x)—{ 5 , w<2

Ist f an der Stelle z = 2 stetig? Skizzieren Sie die Funktion!
Fiir welche Werte von a ist die folgende Funktion fiir alle z € R stetig?

Fz) = ar—1, =<1
Sl V41, z>1
Skizzieren Sie die Funktion!
Ist f(x) = |x|z an der Stelle xg = 0 differenzierbar? Skizzieren Sie die Funktion!
Tipp: Verwenden Sie Definition 19.15.
Berechnen Sie die Ableitung;:
a) f(z) = sin(3z — 1) In(z?) b) f(z) = (57324 + 1)va2 — 1
¢) fla) = (1+1)" d) f(2) = In(1 - @) + 2

cos(x)
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11.
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Geben Sie durch geeignete Linearisierung von f(z) = e einen Niherungswert
fiir e 901 an.

Durch f(t) = a(l — e~ %), t > 0, wird ein exponentielles Wachstum mit Sitti-
gungsgrenze a beschrieben.

a) Berechnen Sie die Gleichung der Tangente an der Stelle ¢ = 0.

b) Zu welchem Zeitpunkt schneidet die Tangente die Gerade g(t) = a?

¢) Berechnen Sie den Grenzwert lim; o f(t).

d) Zeichnen Sie den Funktionsgraphen von f sowie die Tangente an der Stelle
t = 0 fiir den konkreten Fall a = 5 und b = 3.

Polynome 3. Grades werden oft zur Modellierung von Kosten verwendet: Dabei
ist 2 die produzierte Warenmenge (in Stiickzahlen, Liter, usw.) und C(z) sind
die Kosten, die bei der Produktion der Warenmenge x anfallen. Man nennt C/(z)
daher auch die Kostenfunktion.

a) Approximieren Sie C(z) = $2% — $22% + 60z + 50 an der Stelle z = 15 durch
die Tangente.

b) Geben Sie mithilfe der Tangente den Niherungswert fiir C'(16) an. Um wie
viel erhthen sich die Kosten nidherungsweise im Vergleich zu C(15)?

Allgemein steigen die Kosten fiir  + 1 Stiick ndherungsweise um C’(z) gegeniiber jenen fiir =
Stiick. Man nennt die erste Ableitung der Kostenfunktion auch Grenzkostenfunktion.

Eine Firma stellt Kuckucksuhren her. Vom Modell ,,De Luxe“ werden monatlich
400 Stiick zum Preis von 200 € verkauft. Eine Marktanalyse kam zu dem Ergeb-
nis, dass eine Preisreduktion um 1€ die Nachfrage um 5 Stiick steigert.

a) Wie lautet die Nachfragefunktion D(p)?

b) In welchem Preisbereich erhéht eine Preisreduktion den Erlos R(p) = p D(p)?

Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte mithilfe der Regel von de I’'Hospital:

z—1 . In(z) oot =222 41 .
@) lim 57 P Jim == O hm T oy D) i o)

Tipp zu d): Verwenden Sie zIn(z) = 1111%).

Berechnen Sie mithilfe der Regel von de I’Hospital:

lim (ze'/® — z)

x—0+
Tipp: Verwenden Sie ze'/* — 2 = 61;;;1
Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte:
4 § 4z — 8 2 3 3
a) lim = b 1mH7I o) i z° + 3x

sy}
z—r00 eF a—1 22422 —3 a—0+ 24 — 22

Tipp zu c): Heben Sie in Zihler und Nenner z? heraus.

Loésungen zu den Aufwirmiibungen

a) limf,jﬁo(ﬂc2 + 1) =1.
b) Tim, 3 £=2 = lim, 5 E=0EE) — jimo(2 4 3) = 6.
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12.

13.

14.

. Die Funktion R(t) = f(g(t)) ist eine Verkettung der Funktionen f(t)
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9
: 5229z __ -% _ 5
a) limg 00 ooy = limg 00 5 =3
: 4024507 T
b) lim, o o = limg oo 27%7” =5=0.

; 42’ —Tx 7 —T+4a®
¢) limz 0+ 355507 = lima o4 57555 = °©

a) BEs gilt lim, oy f(2) = lim, 04 (224+1) = 1 und lim,_,o_ f(z) = lim, ,0_ 1 =
1. Da rechts- und linksseitiger Grenzwert gleich sind, ist f(z) an = = 0 stetig.
b) Es gilt lim, 04 f(2) = lim,_0+ 5e~% = 5 und lim,_,o— f(z) = lim,o—(—x+
1) =0+1 = 1. Also sind rechts- und linksseitiger Grenzwert nicht gleich. Damit
ist f(z) an = 0 nicht stetig.

a) Die Funktion ist an der Stelle z = 0 stetig, wenn der Funktionswert f(0)
gleich dem Grenzwert lim,_,o f(z) ist. Wir berechnen ¢ aus der Bedingung,
dass an der Stelle 0 gelten muss: linksseitiger Grenzwert = rechtsseitiger Grenz-
wert (= Funktionswert): Es ist lim,_,o4 f(z) = limgz_o+(z + ¢) = ¢ und
lim, o f(z) = lim,—0-(3e®) = 3. Also muss ¢ = 3 sein.

b) Wir berechnen ¢ aus der Bedingung, dass an der Stelle 0 gelten muss:
linksseitiger Grenzwert = rechtsseitiger Grenzwert (= Funktionswert): es ist
lim, o1 f(z) = lim,_ 04 (2% + ¢) = ¢ und lim,_,o_ f(x) = lim,_o_(z + 1) = 1.
Also muss ¢ =1 sein.

Mit der Quotientenregel erhalten wir tan’(x) sin’ (2) cos(w)—sin(z) cos' ()

cos(x)?

cos(z)?+sin(z)? 1

cos(z)? ~ cos(z)?”
Wir wenden die Kettenregel an:

8) fl(a) = 2= b) [l(a) =2cos(2e+1) ) f/(x) = —3e~H+
Or@=2"" o fw=sL ) f'(x) = —2wsin(2?)

a) f'(x) = e”(cos(x) — sin(z)) ) f'(@) = 5.7
¢) fla)=2(—1)~ & Q) f/(r) = 4e"VT + 207 —
e) f'(x) = =St f) f(w) = G bty

Die Tangente an der Stelle 0 ist ¢(x) = x. Diese Gerade hat die Steigung 1 und

schlieBt somit mit der z-Achse den Winkel von 7 ein.
t

a) f'(z) = acos(az +b) b) f'(t) = 3e”®
g(t) = —(%)". Mit der Kettenregel folgt wegen f'(t) = e’ und ¢'(t) = f%
dmmmzﬂwmw—e“%%m !)- Also gilt A(£) = 4(£)""

Es gilt cosh’(z) = £(e®) + $(e™®) = Le® — 1e7% = sinh(z). Analog sin
1(e®) — L(e™) = Le” + 2e7% = cosh(x).

Wir verwenden die Regel von de "Hospital:

=

a) lim,_,o € 71 = % = 0 , daher folgt: lim,_,q 61—71 = lim,_,q % = % =1
b) limg 2“‘@ =0 daher folgt: lim,,; 22 — Jim, oy
¢) lim, o cos@)=1 _ 0 qaher folgt: lim,_,o % = lim,_,q Slil(m) =Y%=0.
d) lim, ¢ H””’em daher folgt (zweimal Regel von de ’'Hospital): lim, g “" e’
= lim,_,o =< ex = hmw%o 21 = _21.

a) f'(x) = (xcos( )+sin( ) = 2cos(z) — xsin(z)
b) f(z) = (322 + ) =6x —

c) f'(z) = (- 2xsm( 2)) = —42? cos(z?) — 2sin(z?)
a)sin(y) b)1l c¢)2z+y

(Losungen zu den weiterfithrenden Aufgaben finden Sie in Abschnitt B.19)



20

Differentialrechnung 11

20.1 Taylorreihen

Wir haben in Abschnitt 19.2 gesehen, dass eine Funktion f in der Néhe einer Stelle g durch ihre
Tangente angenidhert werden kann. Oft ist diese Approximation durch ein Polynom vom Grad 1
aber nicht gut genug. Ist es moglich dieses Verfahren zu verfeinern, indem man Polynome héheren
Grades verwendet? Diese Frage fiihrt uns zu den so genannten Taylorpolynomen bzw. Taylorreihen.

Abbildung 20.1 zeigt, dass sich sin(x) in der Nihe von ¢ = 0 immer besser annihern

lasst, indem man Polynome von 1mmer hoherem Grad verwendet. Hier sind das die

3
Polynome z, x — % und = — % ‘4z 155- Wie findet man diese Polynome?

N ,
o N

4l

z 5

Abbildung 20.1. sin(z) approximiert durch z, z — ?3 und z — ”63 + 155

Gehen wir von der Situation aus, dass wir eine Funktion f(z) fiir  nahe bei irgend-
einer Stelle xg durch ein Polynom vom Grad n annihern mdochten. Setzen wir das
Polynom in der Form

To(z) =Y ar(z — 20)* = ag + ar(x — x0) + -+ + an(z — 70)"
k=0

an. Die Frage ist nun, wie die Koeffizienten aq, a1, as, ..., a, zu wihlen sind, damit
die Approximation f(z) =~ T, (x) méglichst gut wird. Dazu wollen wir voraussetzen,
das f(x) geniigend oft differenzierbar ist.

G. Teschl, S. Teschl, Mathematik fiir Informatiker, eXamen.press,
DOI 10.1007/978-3-642-54274-9 3, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2014



84 20 Differentialrechnung II

Natiirlich sollen f(x) und das Polynom T,,(z) an der Stelle zq iibereinstimmen.
Es muss also f(xg) = T,,(z0) = ag gelten. Damit ist der Koeffizient a¢ festgelegt: Er
ist einfach der Funktionswert der zu approximierenden Funktion an der Stelle zg.

Warum? Wenn wir £ = z in unseren Ansatz einsetzen, so werden alle Klammerausdriicke (z — zo)
gleich null, und es bleibt nur T, (zo) = ao.

Von einer guten Approximation erwarten wir weiters, dass — wie bei der Tangente
— die erste Ableitung von f mit jener von T,, an der Stelle x( iibereinstimmt. Das
liefert uns den zweiten Koeffizienten: f'(z9) = T, (x9) = a1. Er ist also die erste
Ableitung der zu approximierenden Funktion an der Stelle xg.

Denn die erste Ableitung von T}, (z) ist
T, (x) = a1 + 2a2(z — z0) + 3as(z — xo)2 + ...+ nan(z— mo)"_l.

An der Stelle z = z¢ ausgewertet erhalten wir T}, (z0) = a1.

Als Néchstes fordern wir, dass auch die zweiten Ableitungen an der Stelle x iiber-
einstimmen, was uns den Koeffizienten ag liefert: f”(xg) = T}/ (x¢) = 2a2 und daher

ag = L(;O).

Denn die zweite Ableitung von Ty, (x) ist
T () = 2a2 4+ 3 - 2a3(x — x0) + ... + n(n — Van(z — x0)" 2.

An der Stelle © = ¢ ausgewertet erhalten wir T}/ (z0) = 2as.

Und so geht es nun weiter: Wir fordern, dass die ersten n Ableitungen von f mit

jenen von T, an der Stelle xg iibereinstimmen. Das liefert uns der Reihe nach die

3 &
weiteren Koeffizienten des Polynoms: a3 = fi(l’o)’ ay = 1% (wo) und allgemein:

1-2-3 1-2-3-4
f(k)(aio)
k! '

ap =
Erinnern Sie sich dabei an die Fakultat 0! =1, kl =1-2---k.

Der Koeffizient ay, ist also im Wesentlichen die k-te Ableitung von f an der Stelle .
Um also das approximierende Polynom vom Grad n berechnen zu kénnen, miissen
wir den Funktionswert und die ersten n Ableitungen von f an der Stelle xy kennen.
Fassen wir zusammen:

Definition 20.1 Sei f : D — R eine n-mal differenzierbare Funktion und zy € D.
Das Polynom

n ) (g
T.(z) = Z—f ( )(:c—xo)k

k!
k=0

") (g
F(oo) + F' @)@ —a) + -+ L2 gy

heifit das zu f gehorige Taylorpolynom vom Grad n an der Stelle zy. Die Stelle
g wird auch Entwicklungspunkt genannt. Wenn man den Entwicklungspunkt
betonen maochte, schreibt man auch T, 4, () statt T),(x).

Das Polynom ist nach dem englischen Mathematiker Brook Taylor (1685-1731) benannt.

Sehen wir uns gleich Beispiele dazu an:
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Beispiel 20.2 (-CAS) Taylorpolynom

a) Bestimmen Sie das Taylorpolynom T3(x) von f(x) = sin(x) an der Stelle
o = 0.

b) Bestimmen Sie das Taylorpolynom T3(x) von f(z) = e an der Stelle 2o = 1.

Lésung zu 20.2
a) Das Taylorpolynom vom Grad 3 an der Stelle 2o = 0 ist

" (3)
O 100,

Da f(0) = sin(0) = 0, f'(0) = cos(0) = 1, f”(0) = —sin(0) = 0 und f®(0) =
—cos(0) = —1, folgt

Ts(x) = f(0) + f'(0)x

3 z3

Tg(m):x—gzx—g.
Nun ist auch klar, wie man auf die in Abbildung 20.1 dargestellten Polynome
kommt! Wir kénnen daraus auch schén sehen, dass das Taylorpolynom sich in
einer Umgebung von zy = 0 an die Funktion anschmiegt (sie also gut approxi-
miert), mit zunehmender Entfernung aber mehr und mehr von f abweicht.

b) Das Taylorpolynom vom Grad 3 an der Stelle xg = 1 ist

() o)
2! 3!

Wegen f(z) = f'(z) = f'(z) = fO(z) = e ist f(1) = f'(1) = f'(1) =

f@)(1) = e! = e. Damit erhalten wir

Ts(z) = f(1) + f/(D)(@—1) + (x—1)*+ (x—1)°

Tg(x):e+e(x—1)+§(:c—1)2+6(wf1)3. =

Die Approximation einer Funktion f durch das Taylorpolynom T}, ist nur moglich, wenn f in einer
Umgebung von zg n-mal differenzierbar ist. Beispiel: Die Funktion f(x) = |z| ist bei z9 = 0 zwar
stetig, deshalb existiert das nicht sehr interessante Taylorpolynom vom Grad 0: Tp(z) = f(0) = 0.
Da |z| aber bei 0 nicht differenzierbar ist, existiert T (z) fiir xg = 0 nicht. Das Gleiche gilt damit
erst recht fiir alle weiteren Taylorpolynome hoheren Grades.

Der Fehler, der im Allgemeinen bei der Approximation f(z) ~ T, (x) gemacht wird,
wird Restglied genannt:

Definition 20.3 Sei f : D — R eine n-mal differenzierbare Funktion und 7, (z)
das zugehorige Taylorpolynom vom Grad n mit Entwicklungspunkt zy. Der Fehler
yexakter Funktionswert minus Ndherungswert* an der Stelle z,

wird das Restglied genannt.

Beispiel: Bei der Approximation von f(x) = sin(z) durch das Taylorpolynom T5(x)
ist sin(z) = = — g—? + Rs(x). An der Stelle z = 0.2 ist somit R3(0.2) = sin(0.2) —
T5(0.2) = 2.66 - 10-°.




86 20 Differentialrechnung II

Fiir die Abschéitzung des Fehlers, den man bei der Approximation durch ein
Taylorpolynom macht, gibt es verschiedene Formeln. Eine davon lautet:

Satz 20.4 Sei f : D — R eine (n + 1)-mal differenzierbare Funktion und 7, das
Taylorpolynom mit Entwicklungspunkt zy. Dann gilt fiir den Fehler:

[Ra(@)] = 1£(e) = Tu(o)] < 7yl = a0l

wobei C' eine obere Schranke von | ("1 (z)| in D ist.

Wenn also x gegen z geht, dann konvergiert der Fehler R, (x) (mindestens) so schnell
gegen 0 wie (z — x)""!. Beispiel: Bei der Approximation sin(x) = z — %3 + R3(x)
ist
Loa_ 1, 4
Ry(a)l < glal* = 5 lol*.

Hier haben wir verwendet, dass das Maximum von |f*)(z)| = |sin(z)| auf D = R
||

gleich C' = 1 ist. Der Fehler an der Stelle z ist also kleiner gleich 5 -.

Manchmal notiert man den Fehlerterm auch in der Schreibweise
f(z) = Ty(x) + O(x — xo)" .

So ist auf den ersten Blick klar, dass approximiert wurde und bei welchem Term
abgebrochen wurde.

Dabei ist O das Landausymbol. Allgemein schreibt man f(z) = Oz, (g(x)), falls es Konstanten C
und a gibt, sodass | f(z)| < C|g(z)| fiir alle z € [xo —a, x0 + a]. Man sagt, f ist von der Ordnung
g bei zo. Meist ldsst man den Index zg bei O weg und schreibt auch O(z — x¢)™ anstelle von
O((z — z0)").

Was passiert, wenn wir Taylorpolynome immer héheren Grades verwenden, um eine
Funktion zu approximieren? Betrachten wir zum Beispiel das Taylorpolynom

n

Tn(a:):Zxkzl—&—x—I—mQ—i—-n—i—x".
k=0

Erinnern Sie sich daran, dass uns dieses Polynom im Abschnitt ,Reihen®“ in Band 1
schon als n-te Teilsumme der geometrischen Reihe Z;O:O x* begegnet ist. Wir wissen
daher, dass diese Reihe fiir |z| < 1 gegen den Grenzwert

= 1
Zxk:l—x

k=0

konvergiert. Der Grenzwert ist also eine Funktion von z. Wir kénnen das auch von
der anderen Seite betrachten: Die Funktion f(z) = ;= kann an jeder Stelle

mit || < 1 durch die Taylorpolynome T, (x) beliebig genau angenéhert und im
Grenzwert n — oo exakt dargestellt werden!
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Definition 20.5 Fiir eine beliebig oft differenzierbare Funktion f : D — R heifit
die unendliche Reihe

(k) (g
Z ! k(' o) (z— xO)k = f(zo) + f/(a?o)(:v —x0) + f
k=0

Taylorreihe von f mit Entwicklungspunkt z.

Taylorreihen werden oft auch als Potenzreihen bezeichnet (weil ihre Glieder aus
Potenzen von x bestehen). Wie wir schon bei der geometrischen Reihe gesehen haben,
muss eine Taylorreihe nicht fiir alle € R konvergieren:

Satz 20.6 Fiir jede Taylorreihe existiert ein r > 0, sodass die Taylorreihe fiir |2 —
xo| < r absolut konvergiert und fiir |x — zo| > r divergiert (dabei ist r = oo
zugelassen). Das Intervall (zo — r, zo + ) wird Konvergenzbereich genannt und
die Zahl r heift Konvergenzradius der Reihe.

An den Randpunkten |z — z¢| = r (falls r < 0o0) kann die Taylorreihe divergieren
oder konvergieren.

Es kann vorkommen, dass die Taylorreihe nur fiir £ = ¢ konvergiert, d.h. den Konvergenzradius
r = 0 hat. Mehr noch, es kann sogar passieren, dass die Taylorreihe zwar konvergiert, aber nicht
gegen f(x): Fiir die Funktion f(z) = exp(—1/22),  # 0, und f(0) = 0 kann man zum Beispiel
zeigen (mit de I'Hospital), dass alle Ableitungen am Nullpunkt verschwinden: f(™)(0) = 0. So-
mit verschwindet die Taylorreihe von f(z) mit Entwicklungspunkt zo = 0 identisch (konvergiert
insbesondere iiberall), stimmt aber aufler fiir = 0 nirgends mit f(z) iiberein.

Einige wichtige Taylorreihen zusammen mit ihrem Konvergenzradius sind in folgen-
dem Satz zusammengefasst:

Satz 20.7 (Wichtige Taylorreihen)

1 _ 2, .3 Nk F
T l+zx+z°+2x —|—...—Zm, fiir |z < 1
k=0
72 3 7t ee (_l)kfl
In(l+2z) = 1:——+———:|:...:Z—xk, firr |z] <1
2 3 4 — k
z2  z3 =1
x z- z- z- - Lk ..
e’ = 1—|—x—|—2!—|—3!+4!—|—...— i fir z € R
k=0
333 x5 x7 co (_1)k
1 = —_ — ———:l:...: Zk+1 f“ ER
sin(@) = rogrt o kzzo@lﬁ—l)!x ) fre
22 zt 26 = (-1)* o, .
cos(z) = 1—§+I—ai...—kz_()(2k)!x , furzelR
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Die Taylorreihe fiir ﬁ haben wir schon hergeleitet. Die Taylorreihe von In(1 4 z) folgt daraus

wegen In’(1 + z) = zusammen mit der Bemerkung nach Satz 20.9. Fir f(z) = exp(z) gilt

1
T+e
exp’(z) = exp(x) und somit f(¥)(0) = 1. Dass diese Reihe tatsichlich gegen f(z) konvergiert,
folgt aus Satz 20.4: Schrénken wir uns zunichst auf ein Intervall (—r,r) ein, so gilt |exp(z)| <
exp(r) und damit |f(z) — Tn(z)| < exp(r)% fir x € (—r,r). Da die Fakultit stirker wichst
als jede Exponentialfunktion (siehe Abschnitt , Wachstum von Algorithmen“ in Band 1), folgt
limy— 00 cxp(r)% = 0. Der Fehler verschwindet also fiir jedes z € (—r,7) und da r beliebig

war, gilt das sogar fiir jedes z € R. Die Reihen fiir sin(x) und cos(z) folgen analog.

Manchmal werden Sinus, Kosinus und die Exponentialfunktion {ibrigens mithilfe
dieser Reihen definiert. Man kann die Eigenschaften dieser Funktionen auch direkt
von ihrer Reihendarstellung ablesen (siehe Beispiel 20.10).

In der Taylorreihe von f(x) kann x durch eine beliebige Funktion g(x) ersetzt
und somit die Taylorreihe fiir f(g(z)) erhalten werden, sofern g(x) € (zg — 7, 2o + 1)
ist.

Beispiel 20.8 Taylorreihe von f(g(x))
Bestimmen Sie die Taylorreihe von f(x) = sin(2x).

Loésung zu 20.8 Die Reihe

. 2 x® 2 — (D"

ist fiir alle z € R konvergent, daher auch an der Stelle 2z fiir beliebiges x € R. Wir
konnen also z in der Reihendarstellung durch 2z ersetzen:

(2z)2  (22)° (22)7

. — (=1)* ,
sin(2z) = 2x — 3l + S 7!) i'”;)@(kz—l—)l)!(zx)%+'

Taylorreihen kénnen innerhalb ihres Konvergenzintervalls gliedweise addiert und so-
gar differenziert werden:

Satz 20.9 Eine Taylorreihe

oo

flz) = Zak (z — 20)"

k=0

ist innerhalb ihres Konvergenzintervalls (zo — r, 2o + r) beliebig oft stetig differen-
zierbar. Die Ableitungen kénnen durch gliedweises Differenzieren erhalten werden,

fl@) =) kar(z—z0)*,
k=1

wobei der Konvergenzradius unverdndert bleibt.
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Die Umkehrung dieses Satzes gilt iibrigens auch: Ist die Taylorreihe der Ableitung
gefunden,

Fl@) = b (z—x0)F,
k=0
so ist die Taylorreihe von f gegeben durch

by,
k+1

(z — x0)F T,

f@) = flzo)+ )
k=0

Beispiel 20.10 Gliedweises Differenzieren einer Taylorreihe
Bestimmen Sie die Reihendarstellung von (e*)’, indem Sie die Reihe fiir e* glied-
weise differenzieren. Zeigen Sie dadurch, dass (e*) = e®.

Lésung zu 20.10 Es ist nach Satz 20.7

2 QZ‘S 1‘4

z _ L r.r
ef=ltartortgt gt

Wenn wir beide Seiten differenzieren, so erhalten wir

2x 312 473
xr\/
= 1+ — T
() teatsa Tt
x? 8
also wieder die Reihe fiir e®! |

Man kann in einer Taylorreihe auch komplexze Werte fiir « zulassen und dadurch Funktionen wie
e* auch fiir komplexe Argumente definieren (fiir e* ist das konsistent mit Definition 18.39). Die
Werte von z, fiir welche die Taylorreihe dann konvergiert, liegen in der komplexen Ebene innerhalb
eines Kreises mit Mittelpunkt g und Radius r. Daher kommt auch der Name ,, Konvergenzradius*.
Wenn man nur reelle Argumente z zuldsst, dann reduziert sich dieser Kreis auf ein Intervall auf
der reellen Achse.

20.2 Monotonie, Kriimmung und Extremwerte
In diesem Abschnitt wollen wir uns ansehen, wie Steigungsverhalten, Kriimmungsverhalten und
Extremwerte einer Funktion mithilfe von Ableitungen untersucht werden kénnen.

Das Vorzeichen der ersten Ableitung sagt uns, wo eine Funktion monoton wachsend
und wo sie fallend ist:

Satz 20.11 Sei f: D — R differenzierbar auf dem Intervall I C D. Dann gilt:

f'(z)>0firallex €l < f ist monoton wachsend auf I,
f'(z)<O0firallex € I < f ist monoton fallend auf I.
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Bei streng monotonen Funktionen kann leider nicht einfach >, < durch >, < ersetzt
werden. Die Ableitung einer streng monotonen Funktion kann nédmlich durchaus an
einzelnen Punkten verschwinden. Sie kann aber nie auf einem ganzen (auch noch so
kleinen) Teilintervall von I verschwinden.

Satz 20.12 Sei f: D — R differenzierbar auf dem Intervall I C D. Dann gilt:

f'(x) > 0 bis auf endlich viele z € I = f ist streng monoton wachsend auf I,
f'(x) < 0 bis auf endlich viele # € I = f ist streng monoton fallend auf I.

Um nachzuweisen, dass eine monotone Funktion sogar streng monoton ist, miissen
wir also sicherstellen, dass die Ableitung nur an einzelnen Punkten verschwindet
(aber nicht auf einem ganzen Intervall).

Beispiel 20.13 Monotonie mithilfe der 1. Ableitung
Untersuchen Sie das Monotonieverhalten:
a) flz) =23 +1 b) f(z) =ga® + j2? —x+ 3

Loésung zu 20.13

a) Die erste Ableitung ist f/(x) = 3z2. Sie ist also > 0 fiir alle z € R. Daher ist die
Funktion auf ganz R monoton wachsend. Da die Ableitung nur an der einzelnen
Stelle x = 0 verschwindet, ist die Funktion sogar streng monoton wachsend auf
ganz R.

b) Die erste Ableitung ist f/(z) = “”2—2 5 — 1. Thr Graph ist eine nach oben gedffnete
Parabel. Die Nullstellen dieser quadratischen Funktion sind bei z = —2 und
2z = 1. Daher ist f'(z) <0 fiir —2 < x < 1, somit ist f(z) auf diesem Intervall
monoton fallend. Fir x < —2 bzw. > 1 ist f/'(x) > 0, somit ist die Funktion
auf diesen Intervallen monoton wachsend. Da die Ableitung nur an den einzelnen
Stellen z = —2 und z = 1 verschwindet, ist die Funktion in den angegebenen
Teilintervallen sogar streng monoton wachsend/fallend. n

Als Néchstes interessieren wir uns fiir das Kriimmungsverhalten einer Funktion:

Definition 20.14 Eine Funktion f heifit

e konkav auf einem Intervall I, wenn die Sekante durch zwei beliebige Punkte
(20, f(z0)) und (a1, f(21)) im Bereich zwischen diesen Punkten auf oder unter-
halb des Funktionsgraphen von f liegt:

f(A=t)xg+tz) > 1 —1t)f(xo) +tf(z1) firx ¢€(0,1), g < x.

e konvex auf einem Intervall I, wenn die Sekante durch zwei beliebige Punkte
(z0, f(xo)) und (x1, f(x1)) im Bereich zwischen diesen Punkten auf oder oberhalb
des Funktionsgraphen von f liegt:

F(A—t)zg+tx) <A —1t)f(zo) +tf(z1) fir ¢€(0,1), zg <.
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Wie kommt man auf diese Bedingung? Wenn ¢ die Werte zwischen 0 und 1 durchlduft, dann
durchlduft (1 —t)zo 4+t x1 die Werte zwischen xg und z;. Die Gleichung der Sekante lautet s(x) =
flzo) Z=2L + f(z1)Z=2%. Ist f konkav, muss somit f((1 —t)zo +tz1) > s((1 — t)zo +tz1) =

To—T1 T1—x0 =

(1 —¢)f(zo) +t f(z1) gelten. Analoges gilt fiir konvexes f.

tf(x) konkav bf(z) konvex

To 1 x Zo T T

Abbildung 20.2. Konkav und konvex

Anschaulich: ,Konkav* bedeutet, dass der Graph in Richtung wachsender x-Werte eine Rechtskurve
macht. Analog bedeutet ,konvex“ eine Linkskurve, wenn die z-Werte wachsen.

Uber das Kriimmungsverhalten gibt uns die zweite Ableitung Auskunft:

Satz 20.15 Ist f : D — R zweimal differenzierbar auf einem Intervall I C D, so
gilt:

f ist konkav auf I < f’(z) <0 fiir alle z € I,

f ist konvex auf I <  f”(x) > 0 fiir alle z € I.

Anders gesagt: f ist konvex/konkav, wenn die erste Ableitung monoton wachsend/fallend ist.

Beispiel 20.16 Kriimmung mithilfe der 2. Ableitung
Auf welchen Intervallen sind die Funktionen konkav, wo konvex?

a) fx)=e®  b) fa)=In(z) o) flx) =2 d) fla)=2°

Lésung zu 20.16

a) Aus f’(z) = e* > 0 fiir alle € R folgt, dass die Exponentialfunktion konvex
auf ganz R ist.

b) Wegen f”(z) = =3 < 0 fiir alle 2 € (0,00) ist der Logarithmus konkav auf
seinem gesamten Definitionsbereich.

c) Da f"(x) =2 > 0 fiir alle z € R, ist die Parabel konvex auf ganz R.

d) Aus f”(x) = 6z folgt, dass die kubische Funktion konkav fiir 2 < 0 und konvex

fiir x > 0 ist. m

In vielen Anwendungsfillen ist es wichtig, den grofiten (oder kleinsten) Funktions-
wert einer Funktion zu bestimmen (man spricht auch von Optimierung).
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Definition 20.17 Eine Funktion f: D — R hat an einer Stelle xg

e e¢in lokales (oder relatives) Maximum, wenn es eine Umgebung U.(zg) =
(zo — €, 20 + €) gibt (fiir irgendein € > 0), sodass

f(z) < f(xo) fir alle z € U.(z9) N D

gilt. Es handelt sich um das globale Maximum, wenn
f(x) < f(xp) fiir alle x € D
gilt.
e e¢in lokales (oder relatives) Minimum, wenn es eine Umgebung U.(z9) =

(xo — €, 20 + €) gibt (fiir irgendein € > 0), sodass

f(x) > f(xo) fiir alle z € Uc(x0) N D
gilt. Es handelt sich um das globale Minimum, wenn

f(x) > f(xp) fiir alle x € D

gilt.

Maxima und Minima werden oft mit dem Uberbegriff Extremum oder Extrem-
wert bezeichnet.

Das globale Maximum (Minimum) ist also der héchste (bzw. tiefste) Punkt im gan-
zen Definitionsbereich von f. Beispielsweise hat die Funktion f : [a,b] — R in
Abbildung 20.3 bei a ein globales Minimum, bei z( ein lokales Maximum, bei x; ein
lokales Minimum, bei x5 ein globales Maximum und bei b ein lokales Minimum.

b f(x) glob.Max.

lok.Max.

lok.Min.
glob.Min.

f | | | -
a o T 2 b

Abbildung 20.3. Extrema

]
T

Ein globales Maximum (Minimum) kann an mehreren Stellen vorliegen. Fiir cos(z)
ist jedes gerade Vielfache von 7 ein globales Maximum und jedes ungerade Vielfache
ein globales Minimum.

Uberlegen wir uns, wie wir Extrema aufspiiren kénnen und sehen uns dazu die
Abbildung 20.3 an. Die abgebildete Funktion hat an der Stelle x( ein lokales Maxi-
mum. Die Tangente an die Kurve hat fiir Stellen links von x eine positive Steigung
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und rechts davon eine negative Steigung. An der Stelle zy selbst verschwindet die
Ableitung: f'(xo) = 0. Wenn wir also die Stelle mit waagrechter Tangente gefunden
haben, haben wir Kandidaten fiir Extremstellen.

Eine Stelle, wo die erste Ableitung verschwindet, ist erst ein Kandidat fiir eine Extremstelle, denn

es gibt auch Wendepunkte mit waagrechter Tangente zum Beispiel bei der Funktion f(x) = 23 an

der Stelle zp = 0. In diesem Fall wechselt die Ableitung das Vorzeichen nicht (die Funktion wechselt
nicht von fallend auf steigend bzw. umgekehrt). Mehr dazu etwas weiter unten.

Ob es sich tatséchlich um ein Extremum handelt, und wenn ja, um welches, sagen
uns die hoheren Ableitungen der Funktion:

Satz 20.18 (Kriterium fiir lokale Extrema) Sei f eine zweimal differenzierbare
Funktion in einem offenen Intervall (a, b). Dann gilt fiir z¢ € (a, b):

o Ist f/(zo) =0 und f”(zo) > 0, so hat f bei z ein lokales Minimum.
o Ist f/(xo) =0 und f’(zo) < 0, so hat f bei zg ein lokales Maximum.

Ist f/(zo) = f"(zp) = 0, so miissen die néchsthoheren Ableitungen untersucht wer-
den (siehe Satz 20.22).

Warum kommt es auf die hoheren Ableitungen an? Das kénnen wir uns folgendermaflen vorstel-
len: Angenommen f’(zg) = 0. Ndhern wir die Funktion f in einer Umgebung von z¢ durch ein
Taylorpolynom zweiten Grades an,

[ (o)
f(@) = f(zo) + T(w - z0)?,
also durch eine Parabel mit Scheitel an der Stelle zg. Falls nun f”(zg) > 0, so ist die Parabel nach
oben gedffnet (Minimum bei zg). Falls f”(xz0) < 0, so ist sie nach unten gedfinet (Maximum bei
z9). Ist f"'(x0) = 0, so muss ein Taylorpolynom hoheren Grades betrachtet werden.
Etwas préziser argumentiert folgt aus Satz 20.4 (falls f//(z) stetig ist)
f// (‘/L,O)
£(@) ~ f(zo) = T (@~ 20)? (1 4 r())
| =| 2R3 (x) | < c
! (wo)(w—z0)? ! = 3f"(z0)
bei zg ist 1 + r(z) > 0. Somit ist in der Ndhe von z¢ das Vorzeichen der rechten Seite gleich dem
Vorzeichen von f"'(zo).

mit |r(z) | — xo|. Also gilt limg 2z, 7(x) = 0 und fiir « nahe genug

Manchmal sind auch Wendepunkte einer Funktion f interessant.

Definition 20.19 Eine Funktion f hat an der Stelle 2y einen Wendepunkt, wenn
in (g, f(xp)) die Kriitmmung von konkav in konvex iibergeht oder umgekehrt.

Das heifit anschaulich, dass der Funktionsgraph von f hier von einer ,, Rechtskurve*
in eine ,,Linkskurve“ iibergeht bzw. umgekehrt. Das sind also jene Punkte, an denen
die zweite Ableitung f”(z) ihr Vorzeichen dndert. Wie finden wir diese Punkte?

Beim Ubergang von konkav zu konvex wird die erste Ableitung links vom Wen-
depunkt immer kleiner, rechts davon immer gréfier. An der Stelle des Wendepunkts
hat also f/(z) ein Minimum. Analog hat beim Ubergang von konvex zu konkav die
erste Ableitung an der Stelle des Wendepunkts ein Maximum. Um die Wendepunkte
zu finden, miissen wir daher die Extrema der ersten Ableitung finden! Wir wenden
also das Kriterium fiir Extrema aus Satz 20.18 auf f’(z) an und erhalten:
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Satz 20.20 (Kriterium fiir Wendepunkte) Sei f dreimal differenzierbar in ei-
nem offenen Intervall (a, b). Dann gilt fiir z¢ € (a, b):

o Ist f(xg) =0 und f"”(x0) # 0, so hat f bei xy einen Wendepunkt.
e Wenn zusiitzlich auch f'(zg) = 0 ist (d.h., waagrechte Tangente), so wird der
Wendepunkt ein Sattelpunkt genannt.

Beispiel 20.21 Lokale Extrema, Wendepunkte
Finden Sie Extremstellen bzw. Wendepunkte:
a) f(x) =a2% —62% + 9z + 1 b) f(z) = (z —1)? ¢) flz)=(z—-2)3+5

Losung zu 20.21

a) Wir leiten die Funktion dreimal ab: f’(z) = 322 — 122 + 9, f"(x) = 62 — 12,
f”l(l‘) — 6.
Extremwerte: Wir bestimmen zunéichst die Nullstellen der ersten Ableitung: x =
1 und z = 3. Dann betrachten wir noch die zweite Ableitung an diesen Stellen:
(1) = =6 < 0, also liegt bei x = 1 ein Maximum vor; f/(3) =6 > 0, also liegt
bei = 3 ein Minimum vor. (Wére die zweite Ableitung an einer dieser Stellen
gleich null gewesen, so hétte es sich um einen Wendepunkt handeln kénnen.)
Wendepunkte: Wir bestimmen dazu die Nullstellen der zweiten Ableitung:
f"(x) = 6z — 12 hat eine Nullstelle + = 2. Nun untersuchen wir die dritte
Ableitung an dieser Stelle: Da f"/(2) = 6 # 0, liegt hier ein Wendepunkt vor.

b) Ableitungen: f'(x) =2(z — 1), f"(z) =2, f"(z) =0.
Extremwerte: f/'(z) = 2(z — 1) besitzt nur die Nullstelle © = 1, daher ist das
der einzige Kandidat fiir eine Extremstelle. Nahere Auskunft gibt die zweite
Ableitung an dieser Stelle: Da f”(1) = 2 > 0, liegt bei x = 1 ein Minimum vor.
Wendepunkte: Weil f”(z) = 2 keine Nullstellen hat, hat die Funktion keine
Wendepunkte.

¢) Ableitungen: f'(x) = 3(z — 2)2, f"(x) = 6(x — 2), f"'(x) = 6.
Extremwerte: f’(z) = 3(z — 2)? hat die Nullstelle z = 2. Die zweite Ableitung
an dieser Stelle ist f”(2) = 0. Also ist = 2 auch eine Nullstelle der zweiten
Ableitung und somit ein Kandidat fiir einen Wendepunkt.
Wendepunkte: x = 2 ist die einzige Nullstelle der zweiten Ableitung. Da die drit-
te Ableitung an dieser Stelle ungleich null ist, f”/(2) = 6 # 0, hat die Funktion
bei z = 2 einen Wendepunkt (Sattelpunkt). Abbildung 20.4 zeigt den Funkti-
onsgraphen. m

Zusammenfassend und etwas allgemeiner gilt folgendes Kriterium fiir Extrema:

Satz 20.22 Sei f mindestens n-mal differenzierbar in einem offenen Intervall (a, b),
zo € (a,b), f'(zo) = 0 und £ (z) die erste Ableitung, die an der Stelle o nicht
verschwindet. Dann gilt:

a) Ist n gerade, so besitzt f an der Stelle g ein lokales Maximum bzw. Minimum,
falls (™) (o) < 0 bzw. f(™(20) > 0.
b) Ist n ungerade, so besitzt f an der Stelle xg einen Sattelpunkt.
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10+

A

Abbildung 20.4. f(z) = (z —2)*+5

Warum? Analog wie zuvor folgt aus Satz 20.4 (falls f(”Jrl)(x) stetig ist)

™) (2
7@) — fwo) = T (o a1 g o))

mit |r(z)| < |z — zo].

c
(1) (20)
Beispiel 20.23 Extrema und Sattelpunkte

Bestimmen Sie die Extrema von f(z) = (x — 3)°.

Losung zu 20.23 Die erste Ableitung hat die Nullstelle x = 3. Die zweite, drit-
te und vierte Ableitung an dieser Stelle verschwindet ebenfalls: f”(3) = f"/(3) =
f®(3) = 0. Exst f®)(3) # 0. Da 5 eine ungerade Zahl ist, liegt bei 2 = 3 ein
Sattelpunkt vor. |

Maxima oder Minima am Rand eines Intervalls konnen wir mithilfe der Differen-
tialrechnung nicht finden. Betrachten Sie z.B. die Funktion f(x) = z im Intervall
[0,1]. Sie hat bei z = 0 den kleinsten Funktionswert und bei = 1 den gréBten
Funktionswert ihres Definitionsbereiches. Da die Tangente hier aber nicht waagrecht
ist, kommen wir diesen Extremstellen nicht durch Nullsetzen der ersten Ableitung
auf die Spur. Das gleiche gilt fiir Punkte, an denen f nicht differenzierbar ist. Diese
Punkte miissen also gesondert untersucht werden:

Daher haben wir bisher immer offene Intervalle vorausgesetzt. Nun gehen wir auf den Fall ein, dass
Extrema auf einem abgeschlossenen Intervall gesucht sind.

Beispiel 20.24 Extrema auf einem abgeschlossenen Intervall
Bestimmen Sie das globale Maximum und Minimum von

f(z) = 1+z falls -1 < x < 0,

V=V 1o+ 22 falls 0 <z < 1.

Losung zu 20.24 Die Funktion ist bei 0 zwar stetig, aber linksseitige Ableitung
lim, o f'(x) = limyo(1 + )’ = limp01 = 1 und rechtsseitige Ableitung
lim, o4 f'(x) = lim,_o(1 — 2 4+ 2?)" = lim,_,o(—1 + 22) = —1 stimmen nicht iibe-

rein. Also ist f(x) bei 0 nicht differenzierbar. Wir miissen also beide Teilintervalle
getrennt betrachten:

Auf dem Intervall (—1,0) hat die erste Ableitung keine Nullstellen, f/(z) =1 #
0, also gibt es keine lokalen Extrema in diesem offenen Intervall. Maximum und
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Minimum werden somit am Rand angenommen. Am linken Rand (z = —1) ist der
Funktionswert gleich f(—1) = 0, am rechten Rand (x = 0) ist f(0) = 1. Daher
ist der kleinste Funktionswert des Intervalls [—1,0] am linken Rand und der grofite
Funktionswert am rechten Rand.

In (0,1) hat die erste Ableitung f’(z) = —1 4 2z eine Nullstelle bei = = 1. Die
zweite Ableitung an dieser Stelle ist f”(3) = 2 > 0, daher liegt hier ein lokales
Minimum vor. Der Funktionswert hier ist f(3) = 2. Nun miissen wir noch die
Randpunkte untersuchen: Da die Randwerte gleich f(0) = 1 bzw. f(1) = 1 sind,

liegt an beiden Réndern ein globales Maximum des Intervalls [0, 1] vor. Insgesamt

N

0.5¢

10 205 0.0 05 10

Abbildung 20.5. f(z) =1+z fir z <0 und f(z) =1— 2+ 2 fir £ > 0

liegt somit das globale Maximum auf dem gesamten Definitionsbereich von f bei
2 =0 bzw. z = 1 und das globale Minimum bei x = —1 vor. Siehe Abbildung 20.5.
|

Am Rand liegt aufer in pathologischen Fillen immer ein lokales Extremum vor (ein pathologisches
Beispiel wiire f(z) = zsin(1/x) auf [0, 1]). Ist f(")(a) die erste Ableitung am linken Rand, die nicht
verschwindet, so handelt es sich um ein Maximum, falls (™ (a) < 0 und um ein Minimum, falls
f(") (a) > 0. Ist analog f(">(b) die erste Ableitung am rechten Rand, die nicht verschwindet, so
handelt es sich um ein Maximum, falls (—1)" (™) (b) < 0 und um ein Minimum, falls (—1)™ f(") (b) >
0.

Zur Bestimmung von globalen Extrema (vor allem von Funktionen mehrerer Variablen) wird die
globale Optimierung verwendet. Globale Optimierung ist meist um ein Vielfaches schwieriger
als lokale Optimierung.

Sehen wir uns abschliefend noch ein aufwindigeres Beispiel zur Berechnung von
Extremstellen an:

Beispiel 20.25 (—CAS) Gauf3’sche Glockenkurve
Bestimmen Sie die Extrema und Wendepunkte der Gauf3’schen Glockenkurve
1 @—p)?
f(x)zief%, o >0,

oV2T

die in der Statistik die Normalverteilung beschreibt. Die Parameter u (griechischer
Buchstabe ,,mii“) und o2 (griechischer Buchstabe ,sigma“) heifilen dann Erwar-
tungswert bzw. Varianz. Der Fall y = 0, 0 = 1 ist in Abbildung 20.6 dargestellt.
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Abbildung 20.6. Gaufi’sche Glockenkurve

Loésung zu 20.25 Wir berechnen zunéchst die erste Ableitung:

T eow?
— e 20
o3/ 2

Da die Exponentialfunktion immer positiv ist, ist die einzige Nullstelle der ersten
Ableitung bei z = p. Um die zweite Ableitung auszurechnen, schreiben wir die erste

fiz) =

Ableitung abkiirzend als f'(x) = — = f(x), woraus
1 (z — p)? (z —p)? —o?
f(z) = 2 (z) + Tf(x) = Tf(fﬂ)
folgt. An der Stelle u ist die zweite Ableitung negativ,
. 1 -1
== f(4) = —— <0,
i) = ——f(u) NG

daher liegt bei z = p ein Maximum vor. Fiir die Wendepunkte bestimmen wir die
Nullstellen der zweiten Ableitung: x = u + o. Die dritte Ableitung

2 3

fm(ﬂf) _ 3(x — /1')0 — (:U — M) f(:E)

o6

ist an diesen Stellen ungleich null,

+1 /2
f//,(/,LZlZU):T 77&0’
g em

daher liegen hier tatsidchlich Wendepunkte vor. |

20.2.1 Anwendung: Preispolitik eines Monopolisten

Hat ein Betrieb bei einem Produkt eine Monopolstellung, so gibt es zwei Zusam-
menhénge, die diese Situation beschreiben: die Nachfragefunktion D(p) (engl. de-
mand), welche die absetzbare Menge als Funktion des Preises p beschreibt, und die
Kostenfunktion C(z) (engl. cost), welche die Kosten (Herstellungskosten, Vertrieb,
etc.) bei einer abgesetzten Menge x beschreibt.

Die Nachfragefunktion ist monoton fallend (je grofer der Preis umso kleiner
die Nachfrage). Im einfachsten Fall hat sie die Form einer Gerade, D(p) = d; —
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do p. Was bedeuten die Parameter d; und ds? Betrachten wir den Extremfall, in
dem das Produkt wverschenkt wird (p = 0), so wird d; abgesetzt, das ist also die
Marktséittigungsmenge. Bei einem Preis von p = g—; (oder dariiber) kann nichts mehr
abgesetzt werden (dann ist die Nachfrage gleich 0; insbesondere ist nur der Bereich
von 0 bis g—; okonomisch sinnvoll). Die Kostenfunktion ist monoton wachsend (je
grofler die abgesetzte Menge umso grofier die Kosten). Im einfachsten Fall wird sie
wieder durch eine Gerade modelliert, C'(x) = ¢; + ¢c2 , wobei ¢; die Fixkosten und
co die Stiickkosten pro Mengeneinheit sind.

Der Erlos (engl. revenue) ist gegeben durch die abgesetzte Menge mal dem Preis

R(p) =p-z=pD(p).

Um den Gewinn (engl. profit) zu erhalten, miissen noch die Kosten abgezogen wer-
den,
P(p) = R(p) — C(x) = pD(p) — C(D(p))-

Unser Monopolist muss also nur noch nach dem Maximum des Gewinns P(p) im
zuléissigen Bereich 0 < p < pg suchen (dabei ist py der maximale Preis, bei dem
nichts mehr abgesetzt werden kann: D(pg) = 0).

Man kann statt des Preises natiirlich auch die abgesetzte Menge x als Varia-
ble nehmen. Da D(p) eine streng monoton fallende Funktion ist, kénnen wir die

zugehorige Umkehrfunktion
p=D"}(z)

betrachten. Sie gibt den Preis in Abhéngigkeit von der abgesetzten (= nachgefragten)
Menge x an. Dann gilt fiir den Erlos

Rx)=p-z=D'2)z
und fiir den Gewinn
P(z) = R(z) — C(z) = DY (z) x — C(x).

Ist die abgesetzte Menge x, bei der der maximale Gewinn erreicht wird, gefunden,
so kann aus p = D~!(z) der optimale Preis ermittelt werden. Diese Sichtweise ist
besonders dann sinnvoll, wenn die Nachfragefunktion leicht invertiert werden kann
und die Kostenfunktion kompliziert ist.

2000

RN

50 100 150 200

1000}

—1000}

Abbildung 20.7. Gewinn eines Monopolisten bei sprunghaften Kosten

Da die Kostenfunktion auch unstetig sein kann (Fixkosten kénnen bei bestimmten
Mengen sprunghaft ansteigen, wenn etwa eine weitere Maschine oder eine weitere



20.3 Iterationsverfahren 99

Arbeitskraft notwendig wird), kénnen Maxima nicht immer alleine mit der Diffe-
rentialrechnung gefunden werden. Man muss in diesem Fall die Sprungstellen in die
Untersuchung miteinbeziehen (vergleiche Abbildung 20.7 bzw. Ubungsaufgabe 12).

20.3 Iterationsverfahren zur Bestimmung von Nullstellen

In den vorhergehenden Abschnitten haben wir gesehen, dass die Losung vieler Pro-
bleme auf die Bestimmung von Nullstellen hinausléuft.

Auch das Losen einer Gleichung f(z) = g(z) kann durch die kleine Umformung f(z) — g(z) = 0 als
Nullstellenproblem formuliert werden.

Wie wir aber wissen, kénnen bereits bei Polynomen ab Grad 5 die Nullstellen nicht
mehr analytisch berechnet werden. Wie finden wir nun Nullstellen (zumindest nihe-
rungsweise) in der Praxis?

Die erste wichtige Beobachtung ist: Wenn wir zwei Stellen x¢ und x; haben, fiir
die f(xo) und f(z1) verschiedenes Vorzeichen haben, dann liegt zwischen z¢ und x;
mindestens eine Nullstelle (falls f stetig ist). Anschaulich ist das klar, denn wenn wir
den Funktionsgraphen vom Punkt (zo, f(z¢)) nach (x1, f(x1)) verfolgen, so miissen
wir irgendwann die z-Achse schneiden, da wir wegen der Stetigkeit nicht springen
kénnen.

Haben also die Funktionswerte f(xo) und f(x1) verschiedene Vorzeichen, so
liegt zwischen xy und z; eine Nullstelle. Wie aber finden wir sie? Betrachten wir
Abbildung 20.8. Wenn wir eine Sekante durch die beiden Punkte (zq, f(zo)) und
(z1, f(21)) legen, dann konnen wir die Nullstelle x5 der Sekante als Nidherungswert

Abbildung 20.8. Regula falsi

fiir die gesuchte Nullstelle nehmen. Diese Nullstelle der Sekante ist (nach einer klei-
nen Rechnung) gegeben durch

r1—x9  xof(w1) — 21f(%0)

Ty = T1 — f(xl)f(xl) — f(wo)  f(x1) — flzo)

Ist nun zufélligerweise f(xz2) = 0, also xz2 auch eine Nullstelle unserer Funktion f,
so kénnen wir Feierabend machen. Ansonsten haben entweder f(x3) und f(z¢) oder
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f(z2) und f(z1) verschiedenes Vorzeichen und je nachdem kénnen wir das Verfahren
auf dem Intervall zwischen zy und zo beziehungsweise zwischen x5 und z; wieder-
holen. Dieses Verfahren ist als Regula falsi bekannt und konvergiert immer gegen
eine Nullstelle. Meistens verzichtet man aber auf den Vorzeichentest und berechnet
einfach die Folge von Naherungswerten

Tp—1 — Tp-2

f(xn—l) - .f(xn—2) '

Dieses Verfahren ist als Sekantenverfahren bekannt. Beim Sekantenverfahren ist
es nicht notwendig sicher zu stellen, dass an den Startwerten die Funktionswerte
verschiedenes Vorzeichen haben, dafiir kann es aber passieren, dass das Verfahren
nicht konvergiert.

Tn = Tn—1 — f(xnfl)

Beispiel 20.26 (—CAS) Sekantenverfahren
Bestimmen Sie die Nullstelle von f(z) = 23 + 222 + 10z — 20 (es gibt in diesem
Fall nur eine Nullstelle).

Losung zu 20.26 An den Stellen zp = 1 und z; = 2 haben die zugehérigen Funk-

tionswerte verschiedenes Vorzeichen: f(1) = —7, f(2) = 16. Wihlen wir sie als
Startwerte, so erhalten wir (—CAS): o = 1.30435, x3 = 1.35791, x4 = 1.36901,
x5 = 1.36881, ... Der letzte stimmt bereits auf fiinf Stellen genau mit der gesuchten
Nullstelle 1.3688081 iiberein. ]

Leonardo di Pisa (Fibonacci) hat diese Funktion bereits im Jahr 1225 untersucht. Er konnte die
Nullstelle auf mehrere Stellen genau berechnen. Niemand weifl, welche Methode er dazu verwendet
hat, es ist aber ein fiir jene Zeit beachtliches Ergebnis.

Ein anderer Algorithmus zur numerischen Nullstellensuche ist das Newton-Verfah-
ren. Dabei werden Tangenten anstelle von Sekanten verwendet: Wir wéhlen einen

Abbildung 20.9. Newton-Verfahren

Startwert xp und legen im Punkt (zo, f(20)) die Tangente an die Kurve. Die Null-
stelle 21 der Tangente ist dann gegeben durch x1 = 2o — f(z0)/f’(x0) und liefert uns
einen ersten Niherungswert. So geht es weiter: Wir legen in (x1, f(z1)) die Tangente
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an die Kurve und bestimmen deren Nullstelle x5 usw. Die Folge von Néherungswer-
ten ist damit rekursiv durch

f(xn—l)
f/(xnfl)

Tp = Tp—1 —
definiert (vorausgesetzt f’(x,—1) # 0).

Beispiel 20.27 (—CAS) Newton-Verfahren
Bestimmen Sie eine Losung der Gleichung 22 = 2.

Losung zu 20.27 Die Losungen der Gleichung 22 = 2 sind genau die Nullstellen
von f(z) = 22 — 2. Wir definieren also

) 1 2
I’n:l'n_lf%zi(zn—l+x )
n—1 n—1

und erhalten mit dem Startwert zo = 1

2
x5 — 2

21‘0

Tr1 = X9 — = 15,
und analog
xo = 1.41667, x3=1.41422, x4 =1.41421.

Die Folge konvergiert gegen /2 und ist nichts anderes als die Heron’sche Folge
(vergleichen Sie mit Abschnitt , Wurzelzichen & la Heron® in Band 1)! |

Beim Newton-Verfahren ist es wichtig, einen geeigneten Startwert zy zu finden (das
kann z. B. graphisch geschehen). Liegt der Startwert nicht nahe genug an der gesuch-
ten Nullstelle, so kann es passieren, dass das Newton-Verfahren gegen eine andere
Nullstelle oder, noch schlimmer, iiberhaupt nicht konvergiert. Was aber ,nahe ge-
nug” in der Praxis bedeutet, und wie die Menge der Startwerte aussieht, fiir die das
Newton-Verfahren gegen eine bestimmte Nullstelle konvergiert, ist in der Regel ein
kompliziertes Problem.

Um Ihnen einen kleinen Einblick in dieses faszinierende Problem zu geben, betrachten wir die
Gleichung z3 —1 = 0. Sie besitzt drei Nullstellen: eine reelle, z = 1, und zwei komplexe, z = 71%‘\/5

bzw. z = 71%“/5 Fiihrt man das Newton-Verfahren fiir verschiedene Startwerte in der komplexen
Ebene aus und firbt die Startwerte nach den Nullstellen ein, gegen die das Newton-Verfahren
konvergiert, so erhélt man das Bild in Abbildung 20.10. Fiir alle roten Startwerte konvergiert

das Verfahren gegen die Nullstelle z = 71%“/3, fiir alle blauen gegen z = 71%‘\/‘;’ und fiir alle
griinen gegen z = 1. Die drei Mengen sind offensichtlich nicht durch glatte Kurven begrenzt,

sondern wechseln sich im Grenzbereich immer schneller ab. Vergréflert man einen Ausschnitt, so
wiederholen sich immer wieder die gleichen Strukturen (dhnlich wie bei einem Bild, das man erhélt,
wenn man sich zwischen zwei Spiegel stellt). Solche Mengen werden deshalb auch als selbstédhnlich
oder fraktal bezeichnet. Insbesondere kann eine offensichtlich extrem komplizierte Menge durch
die Angabe einer einzelnen Funktion f(z) = z3 — 1 charakterisiert werden. Diese Idee liegt der
fraktalen Bildkomprimierung zugrunde. Auflerdem ist zu beachten, dass im Grenzbereich die
kleinste Anderung im Startwert die Konvergenz zu einer anderen Nullstelle zur Folge haben kann
und dass das Verhalten der Iteration in diesem Bereich als ziemlich chaotisch eingestuft werden
kann. Die Untersuchung dieser Phénomene fiihrt also ins Reich des Chaos und der fraktalen
Mengen.
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Abbildung 20.10. Konvergenzbereiche des Newton-Verfahrens fiir z* = 1.

20.3.1 Ausblick: Kontraktionsprinzip

Das Newton-Verfahren hat eine rekursive Form, die in Anwendungen sehr oft auftritt,
néamlich

Tpae1 = Fxy,)

mit einer stetigen Funktion F. Man spricht von einer Iteration (vergleichen Sie
Abschnitt ,Iterationsverfahren und Chaos* in Band 1). Wenn nun die Folge z,
gegen einen Grenzwert T konvergiert, so gilt

T = nh_}rr;o Tpt1 = nh_)rr;o F(zy,) = F(nh_{glo xn) = F(T).

Der Schritt limp— oo F'(zn) = F(limn— oo n) bedeutet gerade, dass F stetig ist.

Der Grenzwert T ist also eine Losung der Fixpunktgleichung F(z) = z und wird
deshalb auch Fixpunkt genannt. Fixpunkte werden von der Funktion F' auf sich
selbst abgebildet. Sie sind die Schnittpunkte von F'(x) mit der Geraden g(z) = x.

Am Ende wollen wir noch versuchen die Frage zu beantworten, wann die durch
ZTnt1 = F(x,) definierte Folge konvergiert. Dafiir gibt es ein einfaches Kriterium von
Banach (Stefan Banach, 1892-1945, polnischer Mathematiker). Zunéichst aber eine
Definition:

Definition 20.28 Gilt
|F(z) — F(y)| < clz —yl

fiir alle 2,y € [a,b] mit einer Konstante ¢ < 1, so nennt man F eine Kontraktion
auf [a,b]. Ist F differenzierbar, so ist diese Eigenschaft insbesondere dann erfiillt,
wenn |F'(z)| < ¢ fiir alle = € [a, b] gilt.

Die letzte Behauptung folgt aus dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung, der ja insbesondere
|F(z) — F(y)| = |F'(z0)||z — y| < c|z — y| fiir ein z¢ zwischen x und y garantiert.

Der Abstand der Bildpunkte ist bei einer Kontraktion also kleiner als der Abstand
der Originalpunkte. Wahlen wir fiir y = T einen Fixpunkt, so besagt obige Gleichung
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|F(z)—F(z)| = |F(z)—7| < c|lx—=|, dass F(x) ndher bei T liegt als x. Wenden wir F
also wiederholt an, so erhalten wir eine Folge, die gegen den Fixpunkt T konvergiert:

Satz 20.29 (Fixpunktsatz von Banach oder Kontraktionsprinzip) Sei F :
[a,b] — R eine Kontraktion mit einem Fixpunkt Z € [a,b]. Dann konvergiert die
Folge x,, fiir jeden Startwert xo € [a, b] gegen den Fixpunkt Z. Dieser Fixpunkt T ist
der einzige Fixpunkt in [a, ).

Die Existenz des Fixpunktes muss nicht gefordert werden, sondern folgt, wenn die Folge zp4+1 =
F(zy) in [a, b] bleibt.

Beim Newton-Verfahren haben wir F(z) = = — ]{C,((Z)) und eine kleine Rechnung
(Quotientenregel) zeigt, dass
1
pray - F0IG)
fr(x)?
Die Folge x,, konvergiert also gegen eine Nullstelle Z von f(x), falls es in [a, ] eine
gibt und
f@)f"(z)

le <1 firalle z€]a,b]
gilt. Ist f/(T) # 0, so ist F'(xT) = 0. Wegen der Stetigkeit von F’ miissen auch die
Werte in der Ndhe von T klein sein und wir konnen insbesondere ein € > 0 mit
|F'(z)| < 1 fiir * € (T — &,T + ¢) finden. Fiir jeden Startwert ¢ € (T —&,Z + ¢)
konvergiert die Iteration dann gegen die Nullstelle T.

Es gibt eine Reihe anderer Kriterien fiir die Konvergenz des Newton-Verfahrens. Zum Beispiel reicht
es, wenn die Funktion (eine Nullstelle hat und;-) konvex oder konkav ist.

20.3.2 Anwendung: Marktgleichgewicht im Oligopol

Wird ein Produkt von mehreren Betrieben angeboten (und gibt es viele Kdufer im
Vergleich zur Anzahl der Anbieter), so spricht man von einem Oligopol. In diesem
Fall kann ein einzelner Anbieter nicht mehr den Preis nach seinen eigenen Vorstel-
lungen optimieren (wie das im Monopol moglich ist — vergleiche Abschnitt 20.2.1).
Nehmen wir einfachheitshalber an, es gibt nur zwei Anbieter (Duopol). Ist die Nach-
fragefunktion D(p) gegeben, so wird ein Teil 21 der Nachfrage vom ersten und der
restliche Teil x5 vom zweiten Anbieter befriedigt

x1 + 22 = D(p).

(Wir gehen davon aus, dass beide zum gleichen Preis p anbieten, da sonst nur vom
billigeren Anbieter gekauft wiirde.) Fiir den Gewinn der beiden Anbieter erhalten
wir (vergleiche Abschnitt 20.2.1)

Pj(x;) = Rj(x;) — Cj(x;) = paj — Cj(a;) = ;D™ (a1 + x2) — Cj(a;).

Der Index j € {1,2} bezeichnet dabei die jeweilige GroBe fiir Anbieter 1 bzw. 2.
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Gehen wir davon aus, dass beide Anbieter genauso viel produzieren wie sie ver-
kaufen kénnen (bzw. den Preis senken um die produzierte Ware vollstéindig abzuset-
zen — Raumungspreis). Wenn der erste Anbieter die vom zweiten Anbieter verkaufte
Menge x2 schétzt (z.B. mithilfe von Daten aus dem Vormonat), so kann er wie im
Fall des Monopolisten seinen Gewinn optimieren und erhélt seine optimale Produk-
tionsmenge abhingig vom geschétzten Wert fiir xo:

r1 = Al(xg).

Die Funktion A; ist die Reaktionsfunktion des ersten Anbieters. Analog kann der
zweite Anbieter vorgehen und erhélt seine Reaktionsfunktion A;. Wurden im Vormo-
nat also die Mengen (x1,0, Z2,0) produziert, so werden in diesem Monat die Mengen
(r11,22,1) = (A1(22,0), A2(x1,0)) produziert. Die produzierten Mengen entsprechen
somit der Iteration

(1,41, T2nt1) = (Ai(z2,n), A2(z1,0))
und wir erwarten, dass sich das System einem Gleichgewicht, das
7y = Ay (22), Ty = Ag(71)

erfiillt, ndhert. Ein solches Gleichgewicht wird als Nash-Gleichgewicht bezeichnet,
da kein Anbieter durch Anderung seiner Produktion x; seinen Gewinn vergréfiern
kann (unter der Voraussetzung, dass der andere seine Produktion unveréndert lisst).
Fiir komplizierte Nachfrage- und Kostenfunktionen ist eine Lésung nur noch nume-
risch moglich.

Der amerikanische Mathematiker John Forbes Nash (geb. 1928) erhielt 1994 den Nobelpreis fiir

Wirtschaftswissenschaften und ist seit dem Film ,, A Beautiful Mind“ auch der breiten Offentlichkeit
bekannt.

Interessanterweise stellt ein Nash-Gleichgewicht nicht notwendigerweise das Gewinn-
maximum aller Anbieter zusammen genommen dar. Das liegt daran, dass Anbieter
nicht immer kooperieren.

In der Spieltheorie wird diese Tatsache durch das Gefangenendilemma beschrieben: Zwei Ge-
fangene haben gemeinsam eine Straftat begangen und erhalten von der Polizei die Aussicht auf
eine geringe Strafe, wenn sie den anderen verraten. Objektiv gesehen wire es fiir beide Gefangene
am besten, wenn sie schweigen, denn dann wiirden sie wohl aus Mangel an Beweisen frei kom-
men. Diese Strategie, dass beide schweigen, ist aber kein Nash-Gleichgewicht, da ein Gefangener
sich durch den Bruch des Schweigeversprechens (Andern seiner Strategie) einen Vorteil verschaffen
kann (vorausgesetzt, der andere dndert seine Strategie nicht und schweigt). Wenn aber beide sich
fiir ,, Auspacken“ entscheiden, so kann sich ein Einzelner durch Andern seiner Entscheidung keinen
Vorteil mehr verschaffen, und diese Situation ist ein Nash-Gleichgewicht. Was also tun? Auspacken
und eine geringe Strafe in Kauf nehmen oder in der Hoffnung auf Freiheit schweigen und das Risiko
tragen, dass der andere doch auspackt?

20.3.3 Anwendung: Dioden-Logik

Elektrische Netzwerke mit einfachen Bauelementen fiithren auf lineare Gleichungs-
systeme. Denn an einem Widerstand besteht ein linearer Zusammenhang zwischen
Strom und Spannung (Ohm’sches Gesetz); das Gleiche gilt fiir Spulen bzw. Konden-
satoren in einem Wechselstromkreis, wenn man sie formal als komplexe Widerstédnde
beschreibt.
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Falls aber kompliziertere Bauelemente enthalten sind, so erhélt man ein nichtli-
neares Gleichungssystem. Zum Beispiel ist der Zusammenhang zwischen Strom und
Spannung fiir eine Diode gegeben durch

Ip(U) = I (e?rV —1).

Dabei ist I;, der Fehlerstrom, ¢ = 1.60218 - 10~!? Coulomb die Elementarladung,
k = 1.38065 - 10723 Joule pro Kelvin die Boltzmannkonstante und T die absolute
Temperatur (in Kelvin). Wenn wir Ip(U) zeichnen (Abbildung 20.11), so sehen wir,

Ip(U)

U

Abbildung 20.11. Strom durch eine Diode als Funktion der Spannung

dass in eine Richtung fast iiberhaupt kein Strom fliefit, in die andere Richtung aber
der Strom (ab einer gewissen Schwellenspannung) exponentiell schnell ansteigt. Eine
Diode ist also nur in eine Richtung durchléssig.

Dioden kénnen verwendet werden, um logische Schaltungen zu implementieren.
Wir méchten zum Beispiel eine Lampe in Abhéngigkeit von zwei Schaltern zum
Leuchten bringen. Abbildung 20.12 zeigt einen Stromkreis mit zwei Eingangsspan-
nungen (die iiber Schaltern verschieden gewihlt werden konnen) Fy, Fs, zwei Dioden
(dargestellt durch die Dreiecke), einem Widerstand Rz und einer Lampe (= Wider-
stand Ry, dargestellt durch den Kreis mit Kreuz). Nach dem Ohm’schen Gesetz gilt

Abbildung 20.12. Diodenschaltung

an einem Widerstand U = R I und somit lauten die Gleichungen fiir die Bauelemen-
te:

_ % _Us

Ry’ Ry’

Dabei sind Uy, U, die Spannungen an den beiden Dioden und Uy, Us die Spannungen
an den Widerstinden Ry und R3. Damit liefern die Kirchhoff’schen Regeln folgende
Beziehungen zwischen den Spannungen:

Iy L =1p(Uh), I, = Ip(Us), I3
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Ei = Ui+ Rsls
Ey = Us+ Rsls
IpRy— R3I3 = 0
L+ = Ih+13

Die Eingangsspannung F; ist gleich der Summe der Spannungsabfille Uy an der ersten Diode und
Us = R3I3 am Widerstand R3; analog fiir E5. Die Spannungsabfille Uy = IgRp am Widerstand
Ro und Us = I3R3 am Widerstand R3 sind gleich. Die Summe der Stréme I; und I2, die in den
mittleren Knoten hineinflielen ist gleich der Summe der Stréme Iy und I3, die wieder hinausflieen.

Losen wir die letzten beiden Gleichungen nach Iy und I3 auf (wobei wir iibersichts-
halber eine Abkiirzung R einfiihren),

Iy = }%(h +12), Iz= Ri;(ll +1L), R= %7
und setzen das in die ersten beiden ein, so erhalten wir
E, = Ui+ RUp(Uy)+Ip(Us))
Ey = U2—|-R(ID(U1)+ID(U2)).
Zuletzt 16sen wir noch nach U; auf
Uy = Ey—FE+Us
Uy = E»— R(Ip(Ey — B2+ Us) + Ip(Uz)).

Geben wir die Eingangsspannungen E; und FE5 vor, so ist die letzte Gleichung eine
nichtlineare Gleichung fiir Uy, die numerisch gelost werden kann.

Arbeiten wir mit Eingangsspannungen von 0V oder 5V, interpretieren wir eine
Spannung kleiner 1.5V als logische Null und eine Spannung grofler 3.5V als logische
Eins, und betrachten wir die Spannung Uy = Ryly an der Lampe Ry als Ergebnis.
Dann erhalten wir als numerische Losung (—CAS):

EL B U U U

0 0 0 0
0 0.36 —4.64 4.64
5
5

—4.64 0.36 4.64
0.34 0.34 4.66

Dabei wurde Iy, = 1072 Ampere, o = 39.6 pro Volt angenommen (letzteres ist der
Wert bei Raumtemperatur von ca. 293 Kelvin, also 20 Grad Celsius) und Ry = 10000
Ohm bzw. Rz = 4700 Ohm gewiéhlt.

Wir haben also eine logische Oder-Verkniipfung realisiert! Leider braucht unsere
Schaltung zu viel Strom und ist zu langsam. Deshalb verwenden moderne Computer
Transistoren, das Prinzip ist aber &hnlich.

20.4 Mit dem digitalen Rechenmeister

Taylorpolynome

Taylorpolynome werden mit dem Befehl Series berechnet. Anzugeben ist dabei
das Argument der Funktion (hier z), der Entwicklungspunkt (hier 0), sowie der
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gewiinschte Grad des Polynoms (hier 3):

In[1]:= Series[Sin[x],{x,0,3}]
3
Out[1]= x — % +0[x]*

Den ,,O-Term® kénnen wir mit

In[2]:= Normal|%)]
3

Out [2] x
= X - —
" 6

entfernen.

Gauf3’sche Glockenkurve

Um die Extrema und Wendepunkte der Gaufi’schen Glockenkurve zu berechnen,
definieren wir zunéchst

1 _ x=w)?
e 202

In[3]:= f[x]:=
oV 2r

und bestimmen dann die Nullstellen der Ableitung:
In[4]:= Solve[f'[x] == 0,%]
Out[4]1= {{x — pu}}

Es gibt also eine mogliche Extremstelle, z = p. Da die zweite Ableitung an dieser
Stelle

In[5]:= £'[y]

Out [5]=

v 2mo3

negativ ist, liegt hier ein Maximum vor. Fiir die Wendepunkte ermitteln wir die
Nullstellen der zweiten Ableitung,

In[6]:= Solve[f”’[x] == 0,x]
outl6l= {{x—p—oh{x—pu+o}}
und werten die dritte Ableitung an diesen Stellen aus:

In(7):= {£"[p— o], £"[u+ 0]}

Out[7]= {— \ZZTK, \{‘ZZ}

Da das Ergebnis jeweils ungleich null ist, liegen hier tatséchlich Wendepunkte vor.

Sekantenverfahren

Wir definieren die Funktion, deren Nullstellen wir numerisch mit dem Sekantenver-
fahren bestimmen méchten:

In(8]:= f[x]:=x%+2x* +10x — 20
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Dann geben wir die Formel fiir die rekursive Berechnung der Ndherungswerte ein:
xn—1] —xn— 2]

fx[n —1]] — £[x[n — 2J]

Nun geben wir die Startwerte vor und lassen uns eine Liste der néchsten Ndherungs-

werte ausgeben:

In[9]:= x[n]:=xn—1] — f[x[n — 1]]

In[10]:=x[0] = 1.;x[1] = 2.; {x[2], x[3], x[4], x[5] }
Out [10]={1.30435,1.35791,1.36901, 1.36881}

Newton-Verfahren

Wir geben die Funktion f(z) = 2% —2 ein, deren Nullstellen wir bestimmen machten,
und geben die rekursive Formel fiir das Newton-Verfahren ein:

In[11]:=f[x ] = x* — 2;

£[x[n — 1]]

/[x[n — 1]]
Mit dem Startwert xy = 1 lassen wir uns eine Liste der néchsten fiinf Ndherungswerte
ausgeben:
In[12]:=x[0] = 1.;{x[1], x[2], x[3], x[4], x[5] }
Out[12]={2.,1.5,1.41667,1.41422,1.41421}

x[n]:=x[n—1]

Natiirlich konnen Sie auch einfach den Befehl FindRoot[£[x], {x, %0 }] verwenden, um
mit dem Startwert xo einen Néherungswert fiir eine Nullstelle von f(z) zu finden.

Dioden-Logik

Wir definieren zuerst Ip(U) und unsere Werte fiir die Parameter (die Widersténde):

In[13]:=1Ip[U] = 10.7°(Exp[39.6 U] — 1);
ROR1
RO = 10000; R1 =4700; R = ——;
RO +R1
Nun 16sen wir mit FindRoot die Gleichung fiir Us und geben eine Liste mit den
Werten fiir Uy, Us, Uy aus:

In[14]:=UO[E1_ E2_] := {E1 — E2 + U2, U2, E2 — U2}/.

FindRoot[U2 == E2 — R(Ip[E1 — E2 4 U2] + I[U2]), {U2, —4}]
(Der Startwert —4 wurde gewihlt, damit das Newton-Verfahren in allen vier unten-
stehenden Fillen konvergiert;-) Damit erhalten wir

In[15] := {UOJ[0, 0], UO[5, 0], UO|O, 5], UO[5, 5]}/ /Chop//TableForm
Out [15]//TableForm=

0 0 0

0.36 —4.64 4.64

—4.64 0.36 4.64

0.34 0.34 4.66
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Der Befehl Chop ersetzt Werte, die innerhalb der Rechengenauigkeit null sind, durch
0. Das macht die Ausgabe oft leichter lesbar.

20.5 Kontrollfragen

Fragen zu Abschnitt 20.1: Taylorreihen

Erkldren Sie folgende Begriffe: Taylorpolynom, Entwicklungspunkt, Restglied, Tay-
lorreihe, Potenzreihe, Konvergenzradius.

1. Richtig oder falsch?
Das Taylorpolynom ersten Grades an der Stelle xg ist die Tangente im Punkt
(-TO7 f(.%'o))
2. Welches ist das Taylorpolynom ersten Grades bei zg = 3 der Funktion f(z) =
e’?
8) Ti(z) = S+5(x—1) b)Ti(e) = e+yea o Tiw) = e+ elw—1)
3. Welches ist das Taylorpolynom ersten Grades bei zo = 0 der Funktion f(z) =
1 —cos(z)?
2
a) Ti(z) =0 b) Ty (z) = c) Ti(z) = —%

Fragen zu Abschnitt 20.2: Monotonie, Kriimmung und Extremwerte

Erkldren Sie folgende Begriffe: konvex, konkav, lokales/globales Maximum /Minimum,
Extremwert, Wendepunkt, Sattelpunkt.

1. Richtig oder falsch?
Wenn f'(zg) = 0, dann liegt bei 2y entweder ein Maximum oder ein Minimum
vor.
2. Falls f(x) bei xg ein Maximum hat, hat dann auch — f(z) bei z¢ ein Maximum?
3. Der Graph der Ableitung f’(x) einer Funktion f(z) sei gegeben durch:

15

10

-4 -2 ‘ 2 4

Welcher der drei folgenden Graphen kommt als Graph von f(x) in Frage?

1s
10
5
s 10)
2 - =
5

Fragen zu Abschnitt 20.3: Iterationsverfahren

Erklidren Sie folgende Begriffe: Iterationsverfahren, Regula falsi, Sekantenverfahren,
Newton-Verfahren.
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. Erkldren Sie die Grundidee des Sekanten- und des Newton-Verfahrens. Wo liegt

der Unterschied?

Kann das Sekanten- bzw. das Newton-Verfahren auch fiir Funktionen eingesetzt
werden, deren Ableitung nicht existiert (oder nur schwer berechenbar ist)?
Konvergiert das Newton-Verfahren fiir beliebige Startwerte?

Welche Rekursionsformel beschreibt das Newton-Verfahren?

W) @ =a = fEy b a = we = T

c) Tn = -1~ f(@n—1) o ey

Kann man mit dem Newton-Verfahren auch die Losungen der Gleichung f(x) =5
ermitteln?

Losungen zu den Kontrollfragen

Lésungen zu Abschnitt 20.1

1.

richtig

2. Es ist Ty(z) = f(3) + f'(3)(x — 3). Wegen f(3) = f'(3) = ez = /e folgt

Ti(x) = \/e + e(z — ). Die richtige Antwort ist somit c).

Es ist Th(z) = f(0) + f/(0)z. Da hier f(0) = f/(0) = 0 ist, folgt T1(x) = 0. Die
richtige Antwort ist somit a). In diesem Fall ist also T (x) = 0 die bestmégliche
Approximation durch eine Gerade.

Loésungen zu Abschnitt 20.2

1.

Nicht immer, es kann hier auch ein Sattelpunkt vorliegen.

. Nein, die Funktion — f(x) hat in diesem Fall ein Minimum bei z.

Da f/(z) zwei Nullstellen hat, an denen f”(z) negativ bzw. positiv ist, muss f(z)
dort ein Maximum bzw. Minimum haben. Es kommt also nur a) in Frage.

Lésungen zu Abschnitt 20.3

1.

Das Sekantenverfahren legt die Sekante durch zwei vorgegebene Kurvenpunkte
und erhilt als Ndherungswert die Nullstelle der Sekante. Das Newton-Verfahren
legt die Tangente durch einen vorgegebenen Kurvenpunkt und erhilt als Nihe-
rungswert die Nullstelle der Tangente. Das Sekantenverfahren bendtigt zwei
Startwerte, das Newton-Verfahren nur einen. Das Newton-Verfahren benétigt
zusitzlich die Ableitung, konvergiert aber schneller.

. Das Newton-Verfahren benétigt die Ableitung. Ist diese nicht verfiigbar, weil die

Funktion nicht differenzierbar ist oder weil eine Berechnung der Ableitung zu
aufwéndig ist, so kann man das Sekantenverfahren verwenden.

Nein. Das Newton-Verfahren konvergiert im Allgemeinen nur, wenn der Start-
wert nahe genug an der Nullstelle gewéhlt wird.

. a) ist die Rekursionsformel fiir das Newton-Verfahren und c) die Rekursionsfor-

mel fiir das Sekantenverfahren.
Ja, denn die Losungen der Gleichung f(x) = 5 sind ja gerade die Nullstellen der
Funktion g(z) = f(x) — 5.
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20.6 Ubungen

Aufwirmiibungen

1.

2.

Berechnen Sie das Taylorpolynom zweiten Grades mit Entwicklungspunkt xg = 0
von cos(x). Bestimmen Sie damit einen Niherungswert fiir cos(0.2).

Geben Sie die Taylorreihe von cos(2z) mit Entwicklungspunkt xg = 0 an. Wie
konnen Sie sie aus der Taylorreihe fiir cos(z) erhalten?

Bestimmen Sie die Taylorreihe mit Entwicklungspunkt x¢g = 0 der Hyperbel-
funktionen

cosh(z) = g,
2
bzw.
eT _ o7
Ch(p) = &€
sinh(x) 5

(Tipp: Setzen Sie fiir e*® die zugehorigen Taylorreihen ein und addieren Sie
gliedweise.)
Leiten Sie die Taylorreihe von sin(z) mit Entwicklungspunkt zg = 0 gliedweise
ab und zeigen Sie dadurch, dass (sin(z))’ = cos(x).
Bestimmen Sie die Extremstellen und Wendepunkte:
a) f(z) =2 —6x+2  b) flz) =% —4a
Bestimmen Sie die Extrema und Wendepunkte der Kostenfunktion K (z) = 2% —
%xz + 60z 4+ 50. Man sagt in der Wirtschaftsmathematik, dass am Wendepunkt
das Wachstum von degressiv (K" (x) < 0) auf progressiv (K" (x) > 0) wechselt.
Bei einer kryptographischen Hashfunktion muss es fiir einen Angreifer prak-
tisch unmoglich sein, ein Dokument mit einem vorgegebenen Hashwert zu erzeu-
gen. Angenommen, es gibt N mogliche Hashwerte (die alle gleich wahrscheinlich
sind). Der Angreifer berechnet die Hashwerte von n zuféllig gewéhlten Dokumen-
ten. Die Wahrscheinlichkeit den richtigen Hashwert unter den n Dokumenten zu
finden ist dann )

Pn)y=1-(1 N) .
Finden Sie die Anzahl der notwendigen Versuche n, damit diese Wahrschein-
lichkeit zumindest 50% wird. Finden Sie weiters eine fiir groe N giiltige Nihe-
rungsformel.
Lagerkostenfunktion: Fiir ein Produkt ist der wochentliche Bedarf gleich b
Stiick. Die Lagerkosten sind Fixkosten f plus variable Kosten [ pro Stiick und
Woche. Eine Anlieferung verursacht Kosten in der Héhe a (unabhiingig von der
Stiickzahl). Bestellt man x Stiick pro Anlieferung, so benétigt man n = b/x Lie-
ferungen und die Transportkosten sind na = ba/x. Verringert sich das Produkt
kontinuierlich, so muss es im Mittel die halbe Zeit zwischen zwei Lieferungen
gelagert werden, somit sind die Lagerkosten b-1/(2n) + f = L& + f. Die Gesamt-
kosten fiir Transport und Lagerung sind somit

ab lx

Bei welcher Bestellmenge = entstehen minimale Kosten?
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9. Bestimmen Sie das globale Minimum und Maximum von
f(2) = 2o

im Intervall [0, 8].
10. Fiihren Sie das Newton-Verfahren zur Losung der Gleichung

x
z)=—==0
f@) V1+ a2
mit den Startwerten a) xo = 0.5, b) zg = 1, ¢) xg = 2 durch. Mit

welchen Startwerten erhalten Sie eine gute Néherung fiir die Nullstelle? (Nehmen
Sie den Computer zu Hilfe.)

11. Bestimmen Sie mit dem Sekantenverfahren Niherungswerte fiir die positive Null-
stelle von f(x) = 22 — 4.

Weiterfithrende Aufgaben

1. Nihern Sie die Funktion f(z) = cos(2z) durch ihr Taylorpolynom Ty(x)
a) mit Entwicklungspunkt g = 0,
b) mit Entwicklungspunkt z¢ = 7.
Skizzieren Sie f(x) und die beiden Niherungspolynome.
2. a) Leiten Sie die fiir kleine = geltende Néherungsformel

1
her. Skizzieren Sie die Funktion f(z) und das Ndherungspolynom.
b) Wie groB ist der Fehler maximal, wenn Sie f(z) fir z € [—0.5,0.5] durch
dieses Polynom annéhern?
¢) Verbessern Sie diese Néherungsformel (fiir kleine z)!
3. Verwenden Sie die Taylorreihe um e®, sin(x) und cos(z) auch fiir komplexe Ar-
gumente x € C zu definieren. Zeigen Sie damit, dass die Euler’sche Formel

|8

e'? = cos(yp) + isin(yp)

gilt. Die Definition {iber die Taylorreihe ist also konsistent mit unserer Definiti-
on 18.39.

4. In welchen Intervallen ist f(z) (streng) monoton fallend/wachsend? (Argumen-
tieren Sie mithilfe der 1. Ableitung.)
a) f(x) =22 -4z +1
b) f(z) = a® — 222+ 22 +3
¢) f(xz) = ze™* (Tipp: a(x)e™® ist positiv genau dann, wenn a(zx) positiv ist, da
ja e~ ® fiir jedes x positiv ist.)

5. In welchen Intervallen ist f(x) konkav/konvex gekriimmt? (Argumentieren Sie
mithilfe der 2. Ableitung.)
a) f(x) =22 -4z +1
b) f(z) = ta® — 32 + 22+ 3
¢) f(z) = ze™* (Tipp: a(x)e™? ist positiv genau dann, wenn a(zx) positiv ist, da
ja e~ fiir jedes = positiv ist.)
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. Bestimmen Sie Extrema und Wendepunkte von

fla) = (z-2)"

Skizzieren Sie!

. Bestimmen Sie das Minimum bzw. Maximum des Restgliedes R(z) = sin(z) — z

im Intervall [5F, 7]. Skizzieren Sie R(x)!

. Bei n-maliger Messung einer Grofle erhélt man in der Regel leicht verschiedene

Messwerte x1, ..., ,. Als Ergebnis der Messung kann man nun zum Beispiel
jenen N#herungswert festlegen, fiir den die Summe der quadratischen Abwei-
chungen beziiglich x4, ..., z,,

S(x) =Y (x— )%,

k=1

minimal ist. Untersuchen Sie, ob S(z) ein Minimum hat und geben Sie es ge-
gebenenfalls an! (Dieses Ausgleichsprinzip fiir verschiedene Messwerte geht auf
C.F. Gauf zuriick und heifit Methode der kleinsten Quadrate.)

. Bestimmen Sie im Intervall [0, 4] das globale Maximum und Minimum von

fz) = 22 —dr+4 falls © < 3,
=Y 22 -8 +16 falls z > 3.

Skizzieren Sie die Funktion.

Bestimmen Sie mit dem Newton-Verfahren ein Niherungsverfahren zur Berech-
nung von +/a. (Tipp: v/a ist eine Losung der Gleichung 22 —a = 0.)

Die Nachfragefunktion fiir ein Produkt sei D(p) = 100 — 0.1p — 0.2p? und die
Kosten seien C(z) = 100 + z. Maximieren Sie den Gewinn P(p) = pD(p) —
C(D(p))

Gewinnoptimierung im Monopol: Die Nachfragefunktion fiir eine Hautcre-
me sei D(p) = 200 — 4p, wobei p der Preis ist. Die (Hersteller)Kosten C(z)
ergeben sich folgendermafien aus der Menge z (in Litern): Fixkosten von 300€
je angebrochener Menge von 75 Litern plus Kosten von 1€ pro Liter, d.h.:

300 +x fir 0 <z <75,
C(z) =< 600+ fir 75 < x < 150,
900 4+ z fiir 150 < = < 200.

Maximieren Sie den Gewinn P(x) = D~!(z)z — C(x).

Marktgleichgewicht im Duopol: Die Nachfragefunktion fiir ein Produkt sei
D(p) = 100—0.1p. Das Produkt wird von zwei Herstellern angeboten, die Mengen
x1 bzw. 25 zu den Kosten von Cj(x;) = 100 + z; bzw. Co(x2) = 50 + 0.523
produzieren.

a) Finden Sie die Menge Aj(x2), die der erste Anbieter produzieren soll, um
seinen Gewinn Py (z1) = D™ (21 + 22)z1 — C1 (1) fiir festes x5 zu maximieren.
b) Finden Sie die Menge Ay(x1), die der zweite Anbieter produzieren soll, um
seinen Gewinn Py(x2) = D™ (z1 + x2)z2 — Oz(2) fiir festes x1 zu maximieren.
¢) Wenn die beiden Anbieter in diesem Monat die Mengen (z1,z2) = (20, 30)
produzieren, welche optimale Menge errechnet jeder Anbieter fiir sich fiir den
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néchsten Monat? Wird dieser Vorgang iiber zehn Monate wiederholt, was sind
die produzierten Mengen nach diesem Zeitraum?
d) Finden Sie das Marktgleichgewicht, das

= Aj(x2), T2 = Az(21)

erfiillt.
14. Beweisen Sie die Abschétzung

0<z"e ™ <n"e ", fiirallex € (0,00),n€N.

—T

Tipp: Suchen Sie das globale Maximum von f(x) = z"e

Loésungen zu den Aufwirmiibungen

1. Es ist

Do) = £(0) + £/ + L

Wir berechnen den Funktionswert und die bendtigten Ableitungen an der Stelle
0: £(0) = cos(0) =1, f/(0) = —sin(0) = 0 und f”(0) = — cos(0) = —1. Also ist
Th(z) =1- %2 und damit cos(0.2) ~ T2(0.2) = 0.98. (Der Taschenrechner liefert
cos(0.2) = 0.980067.)

2. Wir kennen die Taylorreihe fiir cos(z) und wissen, dass sie fiir alle x € R kon-
vergiert. Daher brauchen wir in ihr nur das Argument = durch 2x zu ersetzen:

_ (@02 (22) S k4k o
cos(2z) =1— s T T =1- 222 + —_— Z .
3. Wir ersetzen in cosh(z) = 1(e® + e~) die Exponentialfunktionen durch die

zugehorigen Taylorreihen. Die Taylorreihe von e™% erhalten wir, indem wir in

der Taylorreihe fiir e” (siehe Satz 20.7) das Argument x durch —z ersetzen:
e1:1+(—x)+(m) +(I) +. *171’+”§—T7§—Ti....Nunsetzenwirein
und vereinfachen:

1 2 3 2 .3
cosh(z) = i(l—l—m—i—%—i—%—i—...—i—l—m—l—x :I: )
1 x? x? x? o 2
= 2(2+2§+2E+..)—1+§+—+ zz%
Analog ergibt sich die Reihe fiir sinh(z):
. 1 2 23 2 23
sinh(z) = 2(1+m+§+§+ (1—x—|—§—§:|:...))
1 23 25 I 2kt
= S(2r+2T 27 L) =r = R
(e +25 2 J=rdgr gt k0(2k+1)!

Der Konvergenzbereich ist natiirlich in beiden Fillen gleich dem Konvergenzbe-
reich von exp(x), also ganz R.
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Wenn wir
3 5 7 e (_1)kx2k+1
i =r— =+ —=——==*...= —
sin(e) = =S+ 5 -4 ];) @k 1 1)
gliedweise differenzieren, dann erhalten wir
2 4 6 o0 k .2k
o x* ozt oz _ (—1)Fz=r
Sln(l’)—l—g—i-j—ﬁi—Zw—cos(.ﬁ)

a) Die moglichen Extremstellen sind die Nullstellen von f'(z) = 2z — 6, also
x = 3. Esist f’(z) = 2 fiir alle x, daher f”(3) = 2 > 0, somit ist bei x = 3 ein
Minimum. Da f” keine Nullstellen hat, gibt es keine Wendepunkte.

b) Die Nullstellen von f’(z) = 22 — 4 sind z = +2. Es ist f”(x) = 22. Wegen
f"(—2) = —4 < 0 liegt ein Maximum bei = —2; wegen f”(2) =4 > 0 ist bei
2 = 2 ein Minimum. Die einzige Nullstelle von f” ist z = 0. Wegen f”/(0) =2 # 0
liegt bei x = 0 ein Wendepunkt vor.

K'(x) = 32% — 152 + 60, K" () = 62 — 15 und K"'(x) = 6. Die Losungen von
K'(z) = 0 sind beide komplex, daher gibt es keine Extrema. Wegen K" (z) =0
fiir 2 = 2 und K"(3) # 0 liegt bei = 2 ein Wendepunkt vor.

Wir miissen die Gleichung

1 1
Pn)=1-1—-—=)"=<
(M =1-0-x)r=3
nach n auflésen. Nehmen wir auf beiden Seiten von (1 — +-)" = 3 den Logarith-
mus, so folgt
_ mE
In(l1-4)

Ist N grof, soist x = % klein, und wir kénnen In(1—2) durch sein Taylorpolynom
Ty (x) = —x ersetzen:
n =~ 1n(2)N.

. Aus K'(z) = —22 + L = 0 ergibt sich z = /2%b (die Nullstelle mit negativem

Vorzeichen ist hier nicht sinnvoll, da x eine Stiickzahl bedeutet). Mit K" (z) =
20b ergibt sich K" (y/24%) = 1,/55 > 0, also handelt es sich um ein Minimum.

Fiir z = \/Q%b sind die Lagerkosten minimal.

Extrema im offenen Intervall (0, 8) kénnen mithilfe der Ableitung gefunden wer-
den: f'(z) =0 fiir x = 1. Da f (1) = —e~! < 0, liegt hier ein lokales Maximum
vor. Der Funktionswert ist hier f(1) = e™! = 0.3679. Nun ist noch zu untersu-
chen, ob die Funktionswerte am Rand gréfler oder kleiner sind: f(0) = 0 und
f(8) = 8e~8 = 0.00268. Vergleich mit dem Funktionswert bei z = 1 ergibt daher,
dass das globale Minimum an der Stelle x = 0 und das globale Maximum bei
r =1 liegt.

Wir mochten die Nullstelle x = 0 annéhern. Geben wir die Funktion und die
Rekursionsformel (siehe Seite 101) ein:
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b f[x[n — 1]]

———:xn]:=xnpn—-1 - ——-

V1t x2 n]i=xn-1] £/[x[n — 1]]

Nun geben wir einen Startwert vor und lassen die ersten vier Naherungswerte
berechnen:

In[17]:=x[0] = 0.5; {x[1], x[2], x[3], x[4]}
Out [171={—0.125, 0.00195, —7.45058 x 102, 0.}

In[16]:=f[x ] :=

Offenbar konvergiert die Iteration mit diesem Startwert gegen die Nullstelle. Nun
ein anderer Startwert:

In[18]:=x[0] = 1; {x[1], x[2],x[3], x[4]}

Out[18]1={—1, 1, —1, 1}

Die Iteration liefert also abwechselnd die Werte —1 und 1, konvergiert also nicht!
Fiir den Startwert xy = 2 erhalten wir

In[19]:=x[0] = 2; {x[1], x[2], x[3], x[4]}

Out [19]={—8, 512, —134217728, 2417851639229258349412352}

also offenbar eine divergente Folge. Die folgende Abbildung veranschaulicht,
warum o = 0.5 ein guter Startwert ist, zg = 1 und zy = 2 aber nicht. Ge-

zeigt ist jeweils die Funktion f und die Tangente im Punkt (xq, f(zo)) (der erste
Niherungswert x; ist die Nullstelle dieser Tangente).

VT

—2—1{12—%1{12—8—4 4

-1 -1 =1

Wenn wir die rechte Seite von x,, = xp—1 — ;,((Z"_ll)) auswerten, so erhalten wir x,, = —mi_l,
o

also 1 = 7908, T2 = 7:1::;’ = x8‘3, xr3 = fxg = fx8‘3'3, usw. und allgemein hiangt der n-te

Niherungswert in der Form z,, = (—1)”3;3” vom Startwert xzg ab. Also konvergiert die Folge
p fiir |[zo| < 1 gegen 0, fiir xg = £1 springt sie zwischen +1 und —1 hin und her, und fiir
|zo| > 1 divergiert die Folge.

Als Startwerte wéhlen wir 2o = 1 und 27 = 3 (die Vorzeichen von f(1) und f(3)
sind verschieden). Mit

2
_ 2 4 Tn—-1— Tpn—2 LTn—1— 4
Tp = Tp—1 — (xn_l - )ﬁ =Tn-1—
Th—1— Th-2 Tpn—1+ Tn-2

ergibt sich z3 = T = 1.75 und x3 = 37 = 1.94737 usw.

(Losungen zu den weiterfithrenden Aufgaben finden Sie in Abschnitt B.20)
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Integralrechnung

21.1 Die Stammfunktion

Im letzten Kapitelhaben wir Funktionen differenziert. Nun wollen wir diese Opera-
tion umkehren:

Definition 21.1 Gegeben sei die Funktion f : I — R, wobei I C R ein beliebiges
Intervall ist. Unter einer Stammfunktion von f versteht man eine Funktion F' :
I — R, fir die F'(z) = f(x) fiir alle x € I gilt.

Mit unserem Wissen iiber die Ableitung kénnen wir die Stammfunktion manchmal
einfach erraten:

Beispiel 21.2 Stammfunktion
Geben Sie eine Stammfunktion von f(z) = 32?% an.

Lésung zu 21.2 Wir konnen erraten, dass F(z) = 2® eine Stammfunktion von f

ist, denn (23)" = 3z%. Aber auch G(z) = 23 + 1 ist eine Stammfunktion von f, da
auch (23 + 1) = 322 gilt. [ ]

Das Beispiel zeigt, dass eine Stammfunktion nicht eindeutig bestimmt ist: Wenn
F(z) eine Stammfunktion von f(z) ist, so ist F(x) + C eine weitere Stammfunk-
tion (wobei C' € R eine beliebige Konstante ist). Damit haben wir aber schon alle
Stammfunktionen von f gefunden.

Warum sind das schon alle Stammfunktionen? Nun, sind F' und G Stammfunktionen von f, also
F' =G’ = f,dann gilt (F —G)’ = F' — G’ = 0. Daher kann die Differenz F' — G nur eine Konstante

sein (da die Ableitung davon gleich null ist). Es gibt also unendlich viele Stammfunktionen zu f,
die sich alle nur um additive Konstanten unterscheiden.

Definition 21.3 Die Menge aller Stammfunktionen von f nennt man unbestimm-
tes Integral von f und schreibt

/f(x)dx = F(z) + C,

G. Teschl, S. Teschl, Mathematik fiir Informatiker, eXamen.press,
DOI 10.1007/978-3-642-54274-9_4, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2014
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wobei F' irgendeine Stammfunktion von f und C € R eine Konstante ist. Die Funk-
tion f unter dem Integralzeichen heifit Integrand, x ist die Integrationsvariable
und C wird Integrationskonstante genannt.

Man erhélt also die verschiedenen Stammfunktionen, indem man zu irgendeiner
Stammfunktion F' alle moglichen Konstanten C' € R addiert. Geometrisch entspricht
das der Verschiebung des Graphen von F' in vertikaler Richtung. Daraus folgt, dass
eine Stammfunktion eindeutig bestimmt ist, sobald ein Punkt festgelegt ist, durch
den ihr Funktionsgraph geht:

Beispiel 21.4 Stammfunktion
Gesucht ist die Stammfunktion von f(z) = 2z, die durch den Punkt (1,2) geht.

Lésung zu 21.4 Jede Stammfunktion von f(z) = 2z hat die Form [2xdz = 22 +
C. (Hier ist F(z) = x? eine Stammfunktion, die wir leicht erraten konnten.) Wir
suchen nun jene Stammfunktion, die durch den Punkt (1,2) geht, die also G(1) = 2
erfiillt. Diese Bedingung legt C fest: G(1) =2 = F(1) + C = 12 + C, also C = 1.
Damit ist G(x) = 2% + 1 die gesuchte Stammfunktion. |

Wenn es geniigt, irgendeine Stammfunktion anzugeben (z. B. beim bestimmten In-
tegrieren — siehe niichster Abschnitt), wird C meist weggelassen (d.h., man setzt
C=0).

Das Finden einer Stammfunktion ist also die Umkehraufgabe zum Differenzieren. Das lateinische

Wort integer bedeutet so viel wie ganz, unversehrt. In diesem Sinn sucht man beim unbestimmten
Integrieren von f eine ,unversehrte“, noch nicht abgeleitete Funktion F.

Im Folgenden sind Stammfunktionen einiger elementarer Funktionen zusammen-
gestellt (jeweils ohne C' angegeben). Durch Ableiten kénnen Sie sofort die Probe
machen:

Satz 21.5 (Stammfunktion elementarer Funktionen)

Funktion f(z) | Stammfunktion F(x)
c c-x wobei ¢ € R eine Konstante ist
a+1
i e a€Ra+# -1
T In |z|
e” e”
a® % a€R,a>0
sin(z) — cos(x)
cos(x) sin(x)

Eine Tabelle mit weiteren niitzlichen Stammfunktionen finden Sie in Abschnitt A.1.
Dazu gleich einige Beispiele:

Beispiel 21.6 Unbestimmte Integration
Ermitteln Sie:

a) [3dx b) [z?dx c)f%dt
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Loésung zu 21.6

a) Laut obiger Tabelle ist F(z) = [3dz = 3z + C. Das konnen wir gleich durch
Ableiten bestatlgen F’( ) = 3
b) [z?dx =% 2+1 +C = ——|—C’

¢) Wie die Integratlonsvanable bezeichnet wird, ist vollig egal. Hier integrieren wir

_1
zur Abwechslung beziiglich ¢: f Ldt = ft_% dt = % +C=2Vt+C. -
2
Nun wissen wir, wie wir die Stammfunktionen von einigen elementaren Funktionen
ermitteln. Wie kénnen wir die Stammfunktion einer Funktion berechnen, die aus
elementaren Funktionen zusammengesetzt ist? Fiir die Summe von Funktionen oder

das konstante Vielfache einer Funktion gibt es einfache Regeln:

Satz 21.7 (Linearitédt) Es seien f,g: I — R Funktionen und & € R. Dann gilt:

/(f()+g /f dx+/()da:+c,
/(k f(z))d /f )dx + C.

Eine Stammfunktion einer Summe ist also gleich der Summe der Stammfunktionen
und eine Stammfunktion des k-fachen einer Funktion ist das k-fache der Stamm-
funktion.

Das ergibt sich aus der Linearitit der Ableitung: (F4+G)' = F' + G’ = f + g, d.h., Stammfunktion
von f+ g = Stammfunktion von f + Stammfunktion von g = F +G. Analog ist (kF)" = kF' = kf.

Beispiel 21.8 (—+CAS) Linearitét
Berechnen Sie: [(asinz 4 2e* — 1) dz, wobei a € R ist.

Losung zu 21.8 Wir verwenden Satz 21.7:

/(asinx+2e“’fl)dx = /asin(:z:)der/Zemder/(fl)d:c
x T
a/sin(x)dw—i—Q/e"”dx—/ldx
x

= —acos(z)+ 2e” —In|z|+ C.

Im ersten Schritt haben wir die Summanden gliedweise integriert, im zweiten Schritt
die Faktoren a, 2 bzw. —1 vor das Integral gezogen, im dritten Schritt schliefSlich
integriert. ]

Achtung: Ahnlich ,einfache“ Regeln fiir die Integration von Produkten, Quotienten
oder Verkettungen gibt es leider nicht!

Es ist also insbesondere nicht [ (f(z) - g(z)) dz gleich [ f(z)dz - [ g(z) dz!

Aus der Produktregel der Differentiation erhalten wir:
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Satz 21.9 (Partielle Integration)

/ f(@)d (@) dz = f(@)g(z) — / f'(2)g(z) dz + C.

Beispiel 21.10 Partielle Integration
Berechnen Sie: a) [ @ cos(z) dx b) [ Z“I]T(w) dzx fiir 2 > 0

Loésung zu 21.10

a)

Der Integrand ist ein Produkt, daher versuchen wir es mit partieller Integration.
Wir nennen einen Faktor des Integranden f und den anderen g’. Setzen wir zum
Beispiel f(x) =z und ¢'(z) = cos(z). Diese Wahl ist giinstig, denn wir kénnen
f leicht ableiten, f'(x) = 1, und g leicht integrieren, g(x) = sin(z), und erhalten
mit der Formel fiir die partielle Integration:

/ z cos(z) de = _z sin(z) —/ 1 -sin(x) dx 4+ C = xsin(z) + cos(z) + C.
@) g(a) F@ g() F@) g

Durch diese Wahl von f und ¢’ im gegebenen Integral wurde die Aufgabe auf
die einfachere Integration von 1 - sin(z) zuriickgefiihrt.
Natiirlich wére auch die Wahl f(x) = cos(z) und ¢’(z) = = moglich gewesen. Aber dann wire

das Integral, das auf der rechten Seite entsteht, nicht einfacher geworden, wir landen also in
einer Sackgasse:

2 2
/cos(x) z  dz = cos(z) = —/—sin(w)-  dz+o
—— —— 2 —_—— 2

f(z) 9@ OIS s

Wir setzen f(z) = 4In(z), ¢'(z) = 1. Es folgt f'(z) = 2 und g(z) = In|z| =
In(x) (weil wir ja = > 0 vorausgesetzt haben) und damit

/MHT(x)dx:len(m)ln(x)—/Z“nT(x)dx-i-C.

Rechts taucht wieder das zu berechnende Integral auf. Das ist kein Grund, die
Flinte ins Korn zu werfen, im Gegenteil: Wir bringen dieses Integral einfach auf
die linke Seite,

5 / 4“;(”6) do = A(In())? + C,

und l6sen danach auf, indem wir durch 2 dividieren:

/ 41n(z) dz = 2(In(x))? + C.
z |

Manchmal muss die partielle Integration mehrmals hintereinander angewendet wer-
den (siehe Ubungen).

Eine andere Integrationsmethode folgt aus der Kettenregel der Differentiation:
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Satz 21.11 (Integration durch Substitution)

[ fo@ng@ o= [ fw)dusc.

Hier wurde u = g(z) substituiert.

Sei F' eine Stammfunktion von f, also F’ = f. Dann ist die Ableitung von F(u) = F(g(z)) nach
der Kettenregel gleich F(g(z)) = F'(g(= )) (z) = f( ( )) ’(z), und somit folgt durch Ubergang
zur Stammfunktion auf beiden Seiten F'(u) = [ f(g (z)dx + C.

Beispiel 21.12 Integration durch Substitution
Berechnen Sie: a) [ sin(2?)2z dz b) [V3z2 — lzdx

Lésung zu 21.12

a) Der Integrand hat die Form f(g(x))¢’'(x) mit f(x) = sin(x) und g(z) = 22,
g (z) = 23: Es bietet sich daher die Substitutionsmethode an. Wir fithren fur
g(z) = x* die neue Variable u ein: v = 22, daraus folgt & d“ = 2z. Letzteren
Ausdruck 16sen wir formal nach dx auf. dsc = 1 du. Damlt kénnen wir im
Integral alle x-Ausdriicke durch wu-Ausdriicke ersetzen und es ergibt sich ein
leicht zu 16sendes Integral mit der Integrationsvariablen w:

/sin(x2)2x dx = /sin(u)Zm% du = /sin(u) du =
= —cos(u) +C = —cos(z?) + C.

Im letzten Schritt haben wir wieder u = x? riicksubstituiert.
b) Wir substituieren u = 322 — 1, damit ist Z—Z = 6z, also dz = L du:

6x
/\/3:102—1:3(130 = /fx—du—/f du = = /fdu—i—C—
1 2 3 1 s 3

Ist Thnen vielleicht aufgefallen, dass der Integrand in b) nicht genau die Form f(g(x))g’(z),
sondern f(g($))%g’(a:) hatte? Ein konstanter Faktor, wie hier &, stért uns aber nicht, denn
er kann vor das Integral gezogen werden. Die Methode ist erfolgreich, wenn es gelingt, alle x
loszuwerden und durch u zu ersetzen.

|

Es gibt Integrale, die mit beiden Techniken lésbar sind, manchmal funktioniert nur
eine, manchmal gar keine. Probieren Sie es einfach aus: Sie merken schon, wenn Sie
auf keinen griinen Zweig kommen und die Integrationsaufgabe immer komplizierter
anstatt einfacher wird. Mit ein wenig Ubung kann man die Erfolgsaussichten schon
vorab einschitzen:-)

Sie haben nun vielleicht den Eindruck gewonnen, dass wir von jeder Funktion, von der wir die
Ableitung berechnen kénnen, auch das Integral berechnen kénnen. Dem ist aber leider nicht so.
Wenn Sie zum Beispiel versuchen, das Integral [ %dm zu berechnen, so wird es Thnen nicht
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gelingen. Das liegt aber nicht an mangelnden Kenntnissen der Integrationstheorie, sondern man
kann zeigen, dass die zugehorige Stammfunktion sich nicht mit den uns bekannten elementaren
Funktionen ausdriicken ldsst! So, wie das Wurzelziehen uns aus dem Bereich der rationalen Zahlen
herausgefiihrt hat, so fithrt auch das Integrieren aus dem Bereich der elementaren Funktionen
heraus. Mathematiker ,l6sen“ dieses Problem, indem sie der Funktion f wdz einfach einen
neuen Namen, Si(z), geben. Wundern Sie sich also nicht, wenn Sie Integrale mit dem Computer

l6sen und als Antwort irgendwelche Funktionen bekommen, von denen Sie noch nie etwas gehort
haben.

Bei manchen Integrationsaufgaben hilft, dass nicht nur endliche Summen, sondern
auch (konvergente) unendliche Reihen gliedweise integriert werden diirfen. Es gilt
néamlich:

Satz 21.13 Ist die Potenzreihe

@) = Zak(x — z0)"
k=0

fiir |z — zo| < r konvergent (d.h., ihr Konvergenzradius ist r), so ist auch die Reihe,
die durch gliedweise Integration entsteht,

oo ax
:Zk+1(

k=0

k+1
)

T — xp)

fiir |z — zo| < r konvergent und eine Stammfunktion von f(x).

Beispiel 21.14 Gliedweise Integration einer Potenzreihe
Finden Sie eine Stammfunktion von w durch gliedweise Integration der zu-
gehorigen Taylorreihe.

Lésung zu 21.14 Die Taylorreihe fiir % ist (einfach die Reihe fiir sin(z) glied-
weise durch z dividieren)

sin(x Nt ko T T T
g 2k+1 T

Diese Reihe ist fiir alle z € R konvergent. Gliedweise Integration dieser Reihe ergibt:

/sm i o 4O =z v + v - il £...4+C
P 2k+1 ) (2k + 1)! 7 3.3 5.5 T T

Das ist die Stammfunktion von m(w) (dargestellt durch ihre Taylorreihe, die ebenfalls
fiir alle € R konvergent ist). ]

Es gibt noch eine Vielzahl weiterer Integrationsmethoden. Wir moéchten es aber bei
dieser kurzen Einfithrung belassen, da Integrale leicht in Tabellenwerken nachge-
schlagen oder mittels Computeralgebra-Systemen (der modernen Form von Tabel-
lenwerken;-) berechnet werden kénnen.
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21.2 Bestimmte Integration

In vielen Anwendungen ist es notwendig den Flicheninhalt zu bestimmen, der von
einem Funktionsgraphen und der a-Achse auf einem Intervall [a,b] eingeschlossen
wird. Wenn es sich bei der Funktion im einfachsten Fall um eine konstante Funktion
handelt, dann bereitet uns das keine Probleme: Die Fliche zwischen z-Achse und
der Funktion f(x) = k iiber dem Intervall [a,b] ist ja eine Rechtecksfliche, deren
Inhalt gleich k(b — a) ist.

Wie aber soll die Flache berechnet werden, die von einer gekrimmten Kurve
begrenzt wird? Betrachten wir dazu Abbildung 21.1. Der deutsche Mathematiker
Bernhard Riemann (1826-1866) hatte die Idee, die Fliche zwischen Funktionsgraph
und z-Achse auf dem Intervall [a,b] durch eine Summe von Rechtecksflichen zu
approximieren.

a b z

Abbildung 21.1. Approximation einer Fliche durch Rechtecke.

Unterteilen wir das Intervall [a,b] in Abbildung 21.1 in n Teilintervalle gleicher Lange A, = b*T“,
so ist die Summe der dargestellten Rechtecksflichen gleich

n—1

k=0
wobel g = a,x1 = a+Ap,z2 = a+24,,...,zn = a+nd, =b. Machen wir nun die Unterteilung

des Intervalls [a, b] immer feiner, lassen die Anzahl n der Teilintervalle also immer gréfer werden,
so wird die Fliache unter dem Funktionsgraphen immer besser durch Fj, angenihert. Der Grenzwert
limy, o0 Fr, vorausgesetzt er existiert, entspricht also der eingeschlossenen Fliche.

Definition 21.15 Sei f eine auf [a, b] stetige Funktion. Setzen wir A, = =% und
xx = a+ kA, fir kK = 0,...,n. Dann konvergiert die Folge der Rechtecksfliichen
F, = Zz;é f(zr)A,. Man nennt ihren Grenzwert das bestimmte Integral von f

auf dem Intervall [a, b] und schreibt ihn in der Form

b n—1
/ f@)de = lim Y f(ei)An.
@ k=0

Dabei heifit f(z) Integrand, = Integrationsvariable, a und b untere bzw. obere
Integrationsgrenze und [a, b] das Integrationsintervall.
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Bei der Schreibweise f; f(z) dz erinnert das Integralzeichen [ an ein lang gezogenes S (,,Summe*
von Rechtecksflichen) und dx erinnert an A,,.

Flichen oberhalb der x-Achse (d.h., f(z) > 0) ergeben nach dieser Definition ein
positives bestimmtes Integral, und Flichen unterhalb der z-Achse (d.h., f(x) < 0)
ergeben ein negatives bestimmtes Integral. Es folgt weiters:

e Das Integrationsintervall kann in Teilintervalle zerlegt werden:

/abf(x)dx:/acf(x)dx—k/cbf(x)dx

fiir beliebiges ¢ € (a, b). Es kann also beim Integrieren wo auch immer Sie méchten
eine ,,Zwischenstation“ im Integrationsintervall eingelegt werden. Das ist zum
Beispiel dann notwendig, wenn der Integrand auf den Teilintervallen durch un-
terschiedliche Funktionsvorschriften gegeben (also stiickweise definiert) ist.

o Ist f(z) < g(x) fiir alle x € [a, b], so ist

/a ) dr < / e

Diese Eigenschaft ist anschaulich klar, wenn wir uns einfachheitshalber beide
Graphen oberhalb der z-Achse vorstellen: Wenn der Graph von f unter dem von
g verlauft, dann ist die von f und der z-Achse eingeschlossene Fliche kleiner als
die von g und der z-Achse eingeschlossene Fléiche.

Weiters ist es iiblich, folgende Vereinbarungen zu treffen:

/aaf(x)dxzo, /baf(x)dx:—/abf(x)dx (fiir @ < b).

Die erste Vereinbarung bedeutet, dass einzelne Punkte zum Integral nicht beitragen.
Daher macht es keinen Unterschied, ob das Integrationsintervall offen, halboffen oder
abgeschlossen ist. Die zweite Vereinbarung ist so getroffen, dass Satz 21.17 auch fiir
b < a richtig bleibt (denn die Definition 21.15 wurde fiir @ < b formuliert).

Bevor wir eine Methode kennen lernen, um bestimmte Integrale effizient zu be-
rechnen, wollen wir einige einfache Integrale durch ,,Hinsehen® finden. Dadurch be-
kommen wir ein besseres Gefiihl fiir die geometrische Veranschaulichung des be-
stimmten Integrals:

Beispiel 21.16 Bestimmtes Integral
Geben Sie den Wert des bestimmten Integrals an (Abbildung 21.2):

a) ff’ 4dx b) fol xdx c) ffl(:v —3)dx d) [7_sin(z) dx

Lésung zu 21.16

a) Das ist die Fliche, die von der konstanten Funktion f(z) = 4 und der z-Achse
auf dem Intervall [1, 3] eingeschlossen ist. Diese Rechteckfliche konnen wir im
Kopf berechnen: f13 4dxr=2-4=8.

b) Die Fliche des Dreiecks, das von f(z) = x und der z-Achse auf dem Intervall
[0, 1] begrenzt wird, ist gleich 3. Also: fol vdr = 3.
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¢) Wieder haben wir es mit einer Dreiecksfliche zu tun, und zwar finden wir durch
Hinsehen, dass die Fléche gleich 8 ist. Da die Fldche nun unterhalb der z-Achse
liegt, ist das bestimmte Integral negativ: ffl(x —3)dx = —8.

d) Nun haben wir es mit zwei gleich grofien Flichen zu tun, wobei eine ober-
halb und eine unterhalb der z-Achse liegt. Somit haben die zugehérigen be-
stimmten Integrale unterschiedliche Vorzeichen und heben sich in Summe auf:

J7_sin(z) dx = ffw sin(z) dx + [, sin(z) dz = 0. n
4 X
6 1
‘2‘ 05
1 2 3 05 1

Abbildung 21.2. Die bestimmten Integrale aus Beispiel 21.16.

Durch ,Hinsehen®“ haben wir diese Integrale leicht gefunden. Der Weg tiber die Definition 21.15
war in diesen einfachen Féllen nicht notwendig, wiirde aber natiirlich dieselben Ergebnisse liefern.

Rechnen wir etwa fol rdr = % nach: Wenn wir das Intervall [0,1] in n Teile zerlegen, dann ist
An = % und daher g =0, z1 = %, To = %, ey Tp—1 = anl Damit ist
1 e iy | 1= 1 (n—1n 1
= 1li Ap = i — = = lim — = lim —-— " =
/O @ dv nl—>moo ICZO f(CUk) " n;moo —onn niymoo n2 Z k n1—>moo n2 2 2

Dabei haben wir die Formel ZZ;S k= @ verwendet (siehe Abschnitt ,, Vollsténdige Induktion
in Band 1).

Es ist klar, dass die unmittelbare Definition 21.15 des bestimmten Integrals als
Grenzwert zu unhandlich fiir Berechnungen ist. In der Praxis wird dazu der folgende
wichtige Zusammenhang zwischen bestimmter Integration und einer Stammfunktion
verwendet:

Satz 21.17 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung) Sei f ste-
tig auf [a,b] und F irgendeine Stammfunktion von f. Dann gilt

b
/ f(z)dz = F(b) — F(a).

Fiir F(b) — F(a) wird oft auch die Schreibweise F(x)|% verwendet.

Den durch den Hauptsatz ausgedriickten Zusammenhang kénnen wir folgendermafien verstehen:
Die Idee ist, dass man zunéchst die obere Integrationsgrenze als variabel betrachtet,

Glz) = /x F(0) dt.

Diese Funktion ist eine Stammfunktion von f! Es ist ndmlich
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Clay) = Jim (xifmo(m):zigloxfx (/ ft)dtf/ ft dt)
lim

Jim —— / )

Wenn nun x nahe bei zg liegt, dann wird das Integral f;o f(t)dt gut durch die Fliche des Rechtecks

f(xo)(x — xo) approximiert. Im Grenzwert x — zo verschwindet der Fehler (wegen der Stetigkeit
von f) und wir erhalten G’(zo) = f(zo). G ist also eine Stammfunktion von f, némlich jene mit
G(a) = [ f(t)dt = 0. Eine beliebige andere Stammfunktion unterscheidet sich nur durch eine
Konstante von G, und zwar

F(z) = G(z) + F(a).
Fiir eine beliebige Stammfunktion F' ist daher f: ft)dt = G(b) = F(b) — F(a).

Wie angekiindigt konnen wir nun bestimmte Integrale leicht ausrechnen:

Beispiel 21.18 (—CAS) Bestimmte Integration
Berechnen Sie: a) fol r?dr b) fol zdr c) [T _cos(t)dt d) fol(Qex +a)dx

Lésung zu 21.18
. . . 3 . 1 3
a) Eine Stammfunktion von f(z) = 22 ist F(z) = 4. Daher ist [ 2*dz = 4| =

1_0_1
373~ 3

b) Eine Stammfunktion von f(z) = x ist F(x) = %2 und damit berechnen wir
flade=2h=1-4=1}

c) ST cos(t )dt =sin(t)|™, = sin(ﬁ) — (sin(—m)) = 0.

d) J3 (2" + o) dr = (20" + S = (261 + }) — (260 + 8) = 20— &. =

Die Formeln fiir die partielle Integration und die Substitution sehen im Fall be-
stimmter Integration folgendermaflen aus:

Satz 21.19
Partielle Integration:

b b
/ (@) (@)dz = f@)alz)| —

b g(b)
/f(g(w))g’(x)dx= / A, s 0 — )

Substitution:

Hinter diesen Formeln steckt nichts Neues: Die Technik des partiellen Integrierens bzw. der Sub-
stitution haben wir ja schon kennen gelernt, sie liefert uns eine Stammfunktion. Um dann das
bestimmte Integral zu berechnen, wird nur noch die Stammfunktion an der oberen und unteren
Grenze ausgewertet, wie im Hauptsatz 21.17 beschrieben.

Beispiel 21.20 Partielle Integration und Integration durch Substitution
Berechnen Sie: a) fol ze® dx b) [y sin(z?)z dx
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Loésung zu 21.20
a) Wir setzen f(z) = x und ¢’(z) = e® und integrieren partiell: Mit f/(z) = 1 und
g(x) = e* erhalten wir

1
/ ze® dr = xe®
0

b) Wir substituieren g(z) = 22 = u. Es folgt ¢'(z) = 2z = g—g. Auch die Grenzen
miissen nun von z auf u umgerechnet werden. Fiir die untere Grenze x; = 0
erhalten wir u; = 22 = 0% = 0 bzw. fiir die obere Grenze x5 = 7 ergibt sich
uy = x3 = w2, Damit:

1 1

1
f/ 1-e®dr=1-¢"'—0-e"—¢®| =e—e' +e%=1.
0 0

0

2 2

T 1 (" 1 w 1
/ sin(z?)z do = f/ sin(u) du = —= cos(u)| = —=(cos(n?) — 1) = 0.951.
o 2 J, 2 0 2

Alternativ kann man auch mit Substitution zuerst nur eine Stammfunktion berechnen,
1
/sin(:vQ)a: dr = -5 cos(z?) + C,
und dann mithilfe des Hauptsatzes das bestimmte Integral:
B . 2 1 PN 1 2
sin(z®)z dzr = — = cos(z®)| = ——=(cos(m*) — 1) = 0.951.
0 2 0 2
]

Bisher haben wir vorausgesetzt, dass der Integrand auf dem Integrationsintervall ste-
tig ist. Wir konnen aber auch stiickweise stetige Funktionen integrieren. Damit
sind Funktionen mit endlich vielen Sprungstellen gemeint, also mit Unstetigkeits-
stellen, an denen links- und rechtsseitiger Grenzwert existieren.

Zur Integration stiickweise stetiger Funktionen wird das Integrationsintervall in
die Teilintervalle zwischen den Unstetigkeitsstellen zerlegt, auf denen der Integrand
nun stetig ist. Die Unstetigkeit an den Randpunkten spielt dabei keine Rolle, da
einzelne Punkte ja keinen Beitrag zum Integral liefern.

Beispiel 21.21 Integration einer stiickweise stetigen Funktion
Berechnen Sie das bestimmte Integral von f(x) = sign(x) (Vorzeichenfunktion)
auf [—1,2].

Losung zu 21.21 Wir erinnern uns zunéchst daran, dass sign durch sign(z) = 1
fir > 0 und sign(z) = —1 fiir + < 0 definiert ist. Die Funktion hat also eine
Unstetigkeitsstelle bei x = 0 und ist fiir x # 0 stetig. Wir zerlegen das Integrations-
intervall [—1, 2] daher in die zwei Teilintervalle [—1,0] und [0, 2] (machen also eine
Zwischenstation bei der Unstetigkeitsstelle). Auf beiden Teilintervallen ist sign(z)
stetig und leicht integrierbar:

/2 sign(z)dx = /0 (—=1)dz + /j(—i—l)dm =—-1+2=1

-1 -1
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21.2.1 Ausblick: Numerische Integration

Kann eine Stammfunktion nicht ermittelt werden, so miissen zur Berechnung eines
bestimmten Integrals numerische Methoden verwendet werden. Hierbei kann man
eine wie am Anfang gezeigte Zerlegung in Rechtecke verwenden, aber besser ist es,
den Integranden durch ein Interpolationspolynom zu ersetzen:

Im einfachsten Fall ersetzt man den Integranden durch die geradlinige Verbin-
dung der beiden Randpunkte und néhert das Integral durch die Fliche des entstan-
denen Trapezes (siche Abbildung 21.3):

/ (@) do ~ b;a(f(a) o

Diese Formel ist als Trapezformel bekannt. Ein besseres Ergebnis erhélt man, wenn
man einen weiteren Stiitzpunkt in der Intervallmitte dazunimmt und den Integran-
den durch eine Parabel durch diese drei Punkte ersetzt. Die entstehende Formel

[ w5 (s a4 10)

wurde bereits vom deutschen Mathematiker und Astronomen Johannes Kepler
(1571-1630) zur Berechnung des Volumens von Weinféssern verwendet und ist als
Kepler’sche Fassregel oder Simpsonregel (nach dem englischen Mathematiker
Thomas Simpson, 1710-1761) bekannt.

Abbildung 21.3. Trapezregel (links) und Simpsonregel (rechts)

Gute Ergebnisse liefern diese Formeln im Allgemeinen nur bei geniigend kleinen In-
tegrationsintervallen. Groflere Intervalle zerlegt man daher in kleinere Teilintervalle
und wendet dann die entsprechende Regel auf jedem Teilintervall an.

Wenn man zum Beispiel das Intervall [a,b] in N gleiche Teile der Lénge b*Ta
zerlegt

b—a
N b

[a,b}:[xo,l’l]u[l‘l’IQ]U"'U[mN_l,.TNL rj=a+] J=0,...,N,

und auf jedem dieser Teilintervalle die Trapezregel anwendet, erhélt man die grofle
Trapezregel

b N-1

b —a
[ rarde 5 | e+ Faw) +2 3 1))

j=1
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bzw. bei Zerlegung in 2NV gleiche Teile der Lange l;—Na und Anwendung der Fassregel
die grof3e Simpsonformel

b b—a N-1 N
[ o 22 () + flaa) +2 Y flaag) 443 Sloajo)

Jj=1 Jj=1

In der Praxis ist es oft wichtig den Fehler abschétzen zu kéonnen. Man kann zeigen, dass bei Ver-
(b—a 3

wendung der grofien Trapezregel der Fehler hochstens ﬁ maXge(q,b] |f"(z)| ist, und bei der
5

groflen Simpsonformel héchstens 528_0‘33,4 maXgc(q,b] If @ ()]

Ein vollkommen anderer Zugang zur Berechnung von bestimmten Integralen ist die
Verwendung von statistische Methoden. Um die Flidche unter einer Funktion 0 <
f(z) < C zu ermitteln, kann man wie folgt vorgehen: Ein zufillig ausgewéhlter Punkt
(z0,y0) € [a,b] x [0,C] liegt genau dann in der von f begrenzten Fliche, wenn yo <
f(z0). W&hlt man nun mit einem Zufallsgenerator Punkte (zo,y0) € [a,b] x [0, C],
so verhélt sich die Anzahl der Punkte unter der Kurve (also mit yo < f(z¢)) zur
Gesamtanzahl der Punkte im Rechteck [a, b] x [0, C] im statistischen Mittel wie die
Fléche unter der Kurve zur Gesamtfliche (b — a)C. Diese Methode ist als Monte
Carlo Methode bekannt.

21.3 Uneigentliches Integral

In diesem Abschnitt wollen wir den Integralbegriff auf unendlich lange (also unbe-
schrinkte) Integrationsintervalle bzw. auf unbeschréinkte Funktionen erweitern.
Betrachten wir die Funktion f(z) = I% in Abbildung 21.4 auf dem Intervall
[1,00). Spontan wiirde man vielleicht sagen, dass die Fliche unter dem Funktions-
graphen auf diesem Intervall unendlich grof} sein muss, da ja das Integrationsintervall
selbst unendlich lang ist. Integrieren wir zunéchst von 1 bis zu irgendeiner Stelle c:

c . . . .
fl 1—12 dr = —% [§=1- % Lassen wir nun dieses ¢ immer grofler werden, so erhalten

0.5¢

2 4 3 8 10

Abbildung 21.4. Uneigentliches Integral iiber f(z) = fz

wir im Grenzwert .

1 1
lim —dr=lim (1 --)=1

c=oo 1 T c—00 C

Dieser Wert kann als die Flidche zwischen dem Graphen von 1—12 und der x-Achse auf

dem Intervall [1, 00) aufgefasst werden. Man bezeichnet das Integral als konvergent.
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,»Die Fléche ist gleich 1¢ ist hier also so zu verstehen: Auch wenn wir das Integrationsintervall linger
und ldnger machen, so wéchst die zugehorige Flache nicht iiber alle Schranken, sondern kommt dem
Wert 1 beliebig nahe.

Fragen wir nun analog nach der Fliche unter dem Graphen von f(z) = 9%2 auf
dem Integrationsintervall von [0, 1]. Wieder kann man eine unendlich groe Fliche
vermuten, da der Integrand w% bei 0 eine Polstelle hat, dort also unbeschréinkt ist
(siehe Abbildung 21.4). Integrieren wir zunichst wieder nur bis zu einer Stelle ¢ €

(0,1) und untersuchen dann, was im Grenzwert ¢ — 0 passiert:

1 1
lim —dr =lim(- - 1) = oo,
c—0 /). T c—=0"¢
Diesmal ist die Fliache nicht endlich, sondern wéchst iiber alle Schranken, wenn c
kleiner wird. Man bezeichnet das Integral als divergent.
Auf diese Weise kann der Integralbegriff fiir unbeschrénkte Integrationsintervalle
bzw. unbeschrinkte Integranden verallgemeinert werden.
Sei f auf [a,b) stetig. Wir nennen den Randpunkt b singulir, falls entweder
b = oo oder der rechtsseitige Grenzwert von f bei b nicht existiert (z.B. f ist bei b
unbeschrénkt oder oszillierend); analog fiir a. Wenn das Integrationsintervall einen
singuldren Randpunkt hat, so muss das Integral als Grenzwert definiert werden:

Definition 21.22 Sei f auf [a,b) stetig und b singuldr. Wenn der Grenzwert
lime_, [ f(2) dz existiert, so definiert man

/abf(;z:) dz = lim /:f(x) da.

Man nennt diesen Grenzwert uneigentliches Integral von f auf dem Intervall (a, b)
und sagt, ,,f ist uneigentlich integrierbar* oder das Integral ist konvergent. Ist dies
nicht der Fall, so heiflt das Integral divergent.

Wenn analog a singuliir ist, so definiert man fiir eine auf (a, b] stetige Funktion

b b
[ syan =1 [ @) a.

c—a c

Sind beide Randpunkte singulér, so setzen wir

/abf(z)dx[f@)dw/ff@)@

fiir ein beliebiges ¢ € (a, b).

Beispiel 21.23 (—+CAS) Uneigentliches Integral
Berechnen Sie:

a) floo t%dt b) f:olo x%dm c) f1oo %dt d) fol %dw e) ffom 1-7—22
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Loésung zu 21.23
a) Wir berechnen zuerst || f t% dt = % — ﬁ, und lassen die obere Integrationsgrenze

¢ gegen +o0o gehen:
<1 1 1 1
Sdt=1 ——— ) ==
/1 RS (2 2c2) 2

Je grofer also ¢ wird, umso mehr nahert sich die Flidche dem Wert %

b) Berechnen wir zuniichst f Lde =1 + . Lassen wir nun die untere Integra-
tionsgrenze ¢ gegen —oo gehen. f__olo = dx =lim., (14 %) = 1. Auch dieses
Integral ist konvergent.

¢) Es ist floo 1 dt = limc_mo( f%dt) = lim. o In(¢) = oo. Der Flicheninhalt
f ‘Lt = ) wird also fiir ¢ — oo unendlich grof. Mit anderen Worten: Wir
konnen dle Flache beliebig grofl machen, wenn wir das Integrationsintervall nur
lang genug wéhlen.

d) Hier ist zwar das Integrationsintervall endlich, aber der Randpunkt a = 0 sin-
guldr, da f bei 0 unbeschrinkt ist. Somit folgt fo = dr = lime 04 ( f f dz) =

lim, 0+ (2 — 24/c) = 2. Die Fléche ist endlich.
e) Da nun beide Randpunkte singuldr sind, miissen wir das Integral auftrennen:

/°° dz _/0 dzx +/°° dzx
ol o 1422y 14+a?

Nun kénnen wir wie gewohnt weitermachen:

/ v _ lim / de_ _ lim (arctan(c) — arctan(0)) =
0 c—oo fo 1

oy

1+ 22 +a?  emoo

(Denn aus tan(0) = 0 folgt arctan(0) = 0 und aus lim,_, ./, tan(z) = +oo folgt
lim, , arctan(y) = 7.) Das zweite Integral kann analog berechnet werden;
oder wir verwenden, dass es aus Symmetriegriinden gleich dem ersten sein muss

(gerader Integrand). Insgesamt erhalten wir also ffooo 110; s = T. m

Wenn man ein uneigentliches Integral numerisch berechnen mochte, so muss man zu-
erst feststellen, ob das Integral iiberhaupt konvergiert. Dafiir ist folgendes Kriterium
niitzlich:

Satz 21.24 (Majorantenkriterium) Das Integral f; f (@) dz soll auf Konvergenz
untersucht werden.
a) Wenn es ein konvergentes Integral f;g(x) dx gibt, mit g(z) > 0, und wenn

|7 (z)| < g(z), so konvergiert auch fab f(z) dz. Der Integrand g(x) ist also grofer
oder gleich |f(«)|. Man nennt daher g(x) Majorante fiir f(x).

b) Wenn es ein divergentes Integral f: g(x) dz gibt, mit g(z) > 0, und wenn f(z) >
g(x), so divergiert auch fab f(z)dx
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Beispiel 21.25 Majorantenkriterium
Untersuchen Sie folgende uneigentliche Integrale auf Konvergenz:
a) [ —Coif) dz b) fol %dm
Loésung zu 21.25
a) Wegen |cos(z)| < 1 folgt |m;#| < L und somit ist J; eine Majorante. Das
Integral ist also konvergent.
b) Aus e® > 1 fiir x > 0 folgt % > % fiir z > 0. Da aber fol df divergent ist, ist
auch das zu untersuchende Integral divergent. ]

Am Ende kommen wir noch zu einem etwas aufwindigeren Beispiel:

Beispiel 21.26 Gammafunktion
Die Gammafunktion (Abbildung 21.5) ist definiert als

I'(x) = / t"le~tat,  x>0.
0

Zeigen Sie, dass das uneigentliche Integral konvergiert und dass I'(1) = 1 und
I'(x 4+ 1) = «I'(z) gilt. Fir n € N ist also I'(n) = (n — 1)! (das Rufzeichen steht
fiir ,,Fakultat®). Die Gammafunktion kann also als eine Verallgemeinerung der
Fakultét betrachtet werden.

Lésung zu 21.26 Da das Integral an beiden Randpunkten uneigentlich ist, zerlegen
wir es in zwei Teile,

fe%e] to fe’e]
/ t*~le7tdt = / t* o7t dt + / t*~te"t dt,
0 0 to

und untersuchen jeden Teil separat. Fiir den ersten Teil gilt [t*~te~!| < t*~!, denn
le™t| < 1 fiir t € (0,t0). Wegen
t
/ ’ t*= 1t dt = i
0 X

ist damit ! eine Majorante. Wegen t*~! = O(e!/?) folgt t*~'e~* = O(e~*/?) und
somit existiert eine Konstante C' mit [t*~1e™t| < Ce™/2 fiir t > t,.

O ist das Landausymbol (vergleiche Abschnitt ,, Wachstum von Algorithmen* in Band 1).
Wegen

oo
/ e /2dt = lim 2(—e Y2 4 e t0/2) = 2¢7t0/2
to b—o0

ist Ce™"/? eine Majorante fiir den zweiten Teil. Das Integral I'(z) = [t te~" dt
konvergiert also.
Wir kénnen leicht nachrechnen, dass

o
ri = / e ldt = lim(—e " +1)=1
0 b—o0
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gilt. Mittels partieller Integration folgt zuletzt noch

I'(z+1) = / tre tdt = —tTe "
0

0o o0 oo
+/ ot* e tdt = x/ t*“le~tdt = xI'(x).
0 0 0

30

20

i 2 3 4 5

Abbildung 21.5. Gammafunktion I'(x).

Sie wurde von Euler eingefiihrt, der folgendes Integral zur Interpolation der Fakultét vorschlug:
I'(z) = fol ln(%)zflds. Unsere Definition erhilt man durch die Substitution ¢ = ln(%).

Fir sie sind unzdhlige Beziehungen bekannt. Beispielsweise kann sie fiir halbzahlige Werte
berechnet werden: Es gilt

und aus I'(z + 1) = zI'(x) folgt

F(n—i—%): — VT

21.3.1 Ausblick: Bogenlinge

Wir haben zur Definition von Sinus und Kosinus den Begriff der Bogenlidnge verwendet, ohne genau
zu definieren, wie die Bogenldnge zu berechnen ist.

Eine stetige Abbildung x : [a,b] — R", die jedem Punkt ¢ des Intervalls [a, b] einen

Punkt x(t) € R™ zuordnet, wird eine Kurve genannt. Die Variable ¢ wird als Pa-

rameter bezeichnet. Wir werden einfachheitshalber nur Kurven im R? betrachten.
Wir kénnen zum Beispiel die obere Hilfte des Einheitskreises als Kurve

x(t)(ﬁ), tel-1,1],

beschreiben. Es gibt aber noch andere Méglichkeiten diesen Kreisbogen zu beschrei-

ben, z.B.
v = (). el

Man spricht von verschiedenen Parameterdarstellungen der Kurve, denn die Mengen
der Punkte im R?, die durchlaufen werden, sind gleich:
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{x(@) |t e[-1,1} = {y(®)[t € [0,7]}.

Eine andere Moglichkeit diesen Kreisbogen zu beschreiben, ist die implizite Darstellung als
{(@,y)|2* +y*> =1,y > 0}.

Die Bogenlinge einer differenzierbaren Kurve x(t) = (z(¢),y(t)) (d.h., bei der die
Komponenten z(t) und y(t) differenzierbar sind) kann &hnlich wie ein Integral be-
rechnet werden: Wir zerlegen das Intervall in Teilstiicke und ndhern auf jedem
Teilstiick die Bogenlédnge durch die Lénge der geradlinigen Verbindungslinien an.
Der Grenzwert fiir immer feinere Unterteilungen wird als Bogenlénge bezeichnet.

Zerlegen wir das Intervall [a,b] wie beim Integral in n Teilintervalle [t;,t;41] der Liange A, =
b_Ta (also t; = a + jAp). Nun ndhern wir die Bogenlinge durch die Summe der Léngen der
Verbindungslinien, also die Summe der Absténde ||x(tj+1) — x(t;)|| der Punkte x(t;41) und x(t;)

an:

n—1
S @) — 202 + (ult 1) — y(t5))2.
j=0

Im niichsten Schritt approximieren wir (1) —x(t;) & @' (t;)(tj11—t;) = @' (t;) An bew. y(tj41)—
y(t;) = y'(t;)An und erhalten

n—1
3@ 1)? + (0 (1)) An.
=0

Nehmen wir noch den Grenzwert n — oo fiir immer feinere Unterteilungen, so folgt fiir die Bo-
genlédnge:

Definition 21.27 Die Bogenlinge einer differenzierbaren Kurve x(t) =
(z(t),y(t)), t € [a,b], ist gegeben durch

b
o(x(t)) = / V@O T 5 (0)%dt.

Beispiel 21.28 Kettenlinie
Eine Hangematte wird durch die Kurve

x(t) = (i(cosh(tct) - 1)) , tefab]

beschrieben. Sie wollen Thre 2.5 Meter lange Hingematte zwischen zwei 2.0 Meter
entfernten Badumen spannen. Wie hoch miissen Sie die Hingematte mindestens
befestigen, damit Sie beim Schaukeln nicht am Boden schleifen?

Losung zu 21.28 Wegen x'(t) = (1,sinh(ct)) ist die Lénge gegeben durch

b b
1 b
/ \/ 1+ sinh®(ct)dt = / cosh(ct)dt = — sinh(ct)
c
a a
1

((x(t))

a

= E(Sinh(c b) — sinh(ca)).
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Nehmen wir an der Boden sei bei y = 0 und die Hingematte wird an den Punkten
(z,y) = (£1, h) befestigt. Der tiefste Punkt ist dann bei (z,y) = (0,0) und die Hohe
h ergibt sich aus (&1, h) = (¢, (cosh(ct) — 1)):

h= %(cosh(c) —1)).

Was fehlt ist nur noch der Parameter ¢, den wir aus der vorgegebenen Lénge be-
stimmen konnen:

%(Sinh(c) —sinh(—c)) = %Sinh(c) = 2.5.

Diese Gleichung kann leider nicht analytisch gelost werden. Eine numerische Losung
ergibt ¢ = 1.1827 und damit h = 0.6636. Die Hingematte muss also mindestens 0.67
Meter hoch gehiingt werden. (In der Praxis wird das wohl nicht reichen, da sich die
Hingematte durch Thr Kérpergewicht ausdehnen wird;-) |

Zum Schluss wollen wir noch eine analytische Definition des Kosinus geben. Dazu betrachten wir

die Kurve
—t
x(t) = (m), te[-1,1],

die die obere Hélfte des Einheitskreisbogens beschreibt. Die Bogenlénge ist nach unserer Definition

gleich m und wegen
-1
x'(t) = —t , te(—-1,1),
V1-t2

erhalten wir folgende analytische Definition der Kreiszahl:

= [ e [

Der Integrand ist bei ¢ = —1 und ¢ = 1 unbeschrankt. Da aber

1 < _1
V1 42 \/(lft)(1+t) - Vi-t
= —-2y1-— t|0 = 2, folgt die Konvergenz aus dem Majorantenkriterium.

fiir

t > 0 und da fO \/ﬁ
Nehmen wir nur die Bogenlénge ¢(s) von —1 bis —s

E(S):/_:s 1—¢2 / \/ﬁ

so ist £(s) auf [—1,1] streng monoton steigend und es existiert die Umkehrfunktion £~ !(s). Nach
unserer Definition der trigonometrischen Funktionen am Einheitskreis (siehe Abschnitt 18.3) ist
x(—s) = (s,V1 — s2) = (cos(£(s)),sin(£(s))). Setzen wir s = Zﬁl(x) so folgt die gewiinschte analy-
tische Definition cos(z) = £~1(z) bzw. sin(x) = /1 — £~ 1(x)2. Insbesondere folgt auch

o
arccos(s) = / dt.
s 1—t2

21.4 Mit dem digitalen Rechenmeister

Unbestimmtes Integral

Das Integralzeichen geben wir mithilfe der Palette ein. Alternativ kann auch der
Befehl Integrate[f, x] verwendet werden.



136 21 Integralrechnung

In[1]:= /(Sin[x] + x?) dx

<3
Out[1]= 3 Cos|[x]

Mathematica gibt keine Integrationskonstante aus.

Bestimmtes Integral

Wieder verwenden wir die Palette oder den Befehl Integrate[f, {x, xmin, xmax}]:

1
In[2]:= /(Qex—i-x)dx
0

3
Out [2]= ~3 + 2e

Kann das Integral nicht analytisch berechnet werden, so kann ein numerischer Wert
mit dem Befehl NIntegrate[f, {x, xmin, xmax}] erhalten werden.

Uneigentliches Integral

Analog berechnen wir ein uneigentliches Integral:

1
In[3]:= / — dt
1t

Out [3]= !
" 2

Gammafunktion

Die Gammafunktion ist eingebaut:

In[4]:= Gammal5]
Out[4]= 24

21.5 Kontrollfragen

Fragen zu Abschnitt 21.1: Die Stammfunktion

Erkldren Sie folgende Begriffe: Stammfunktion, unbestimmtes Integral, Integrand,
Integrationsvariable, Integrationskonstante, partielle Integration, Substitution.

1. Eine Stammfunktion von f(x) = 22 ist F(z) = % Gibt es weitere Stammfunk-
tionen?

2. Was bedeutet es, f ,,unbestimmt zu integrieren“?

3. Zwei verschiedene Computeralgebrasysteme geben bei unbestimmter Integration
derselben Funktion f folgende Ergebnisse aus: [ f(t)dt = L bzw. [ f(t)dt = ;.
Hat eines der beiden Systeme einen Programmierfehler?

4. Richtig oder falsch?
a)fxdt:“”—;—i—C b) [e*dr =

ez+1

40 o) [lalde=1 1
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Fragen zu Abschnitt 21.2: Bestimmte Integration

Erklidren Sie folgende Begriffe: Bestimmtes Integral, Integrationsgrenzen, Integrati-
onsintervall.

1. Entspricht fo 2)dz dem Inhalt der Fliche, die vom Funktionsgraphen von
f(x) = —2? und der x-Achse auf dem Intervall [0, 1] eingeschlossen wird?
2. Richtig oder falsch?
a) fol x? dx:f10x2 dz fll 2?dx =0
) [Patde = [y a?de+ [Patde  d) [)( t2 +2t%) dt [l e2de+2 [ i3 dt
312 _ (3.2 Jo f(o)dt
e) [t +1)dt = [jt*dt+1 fo g(t fsg(t)dt

3. Was sagt der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung aus?
4. Was kommt als Wert des Integrals fol H% dzx in Frage?
a) 0.785398 b) -0.785398

Fragen zu Abschnitt 21.3: Uneigentliches Integral

Erklaren Sie folgende Begriffe: Uneigentliches Integral, Majorantenkriterium.

1. Wie ist [, f(x) dz definiert?
2. Welche Randpunkte sind singuldr?

a) fol In(1—z)dz b) [;° (27) gy

v f1md$

Losungen zu den Kontrollfragen
Loésungen zu Abschnitt 21.1
1. Ja, es gibt unendlich viele Stammfunktionen, die alle die Form F(x) = %3 +C

mit einer Konstante C' haben.
2. f ,unbestimmt zu integrieren“ bedeutet eine Stammfunktion von f zu bestim-

men.
3. Nein, hier liegt kein Programmierfehler vor Die beiden Ergebnisse unterschei-
den sich um eine Konstante: t_% - t_% = t—l = 1. Also sind beide Ergebnisse

Stammfunktionen von f (keines der Computeralgebrasysteme fithrt bei der un-
bestimmten Integration eine Integrationskonstante an).

4. a) Falsch. Es wird nach ¢ und nicht nach z integriert! Eine richtige Stammfunk-
tion wire xt + C.
b) Falsch. Richtig ist [e”dx = e + C.
¢) Falsch. Um eine Stammfunktion zu erhalten, muss man || =z fir o > 0
und |z| = —z fir £ < 0 verwenden. Demnach ist %- + C eine Stammfunkti-
on fir x > 0 und —72 + C eine Stammfunktion fur x < 0. Das lasst sich als

[ z|dz = % + C' schreiben.
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Loésungen zu Abschnitt 21.2

1.

Nein. Es ist f(x) = —2? < 0 auf [0,1], daher entspricht fo 2) dz dem mit
negativem Vorzeichen versehenen Flacheninhalt.
a) falsch; [ 22 de = — [} 22 da b) richtig
c) richtig d) richtig
e) falsch; fo (t?+1)dt = fo 2 dt + fo 1dt  f) falsch
Der Hauptsatz der leferentlal und Integralrechnung gibt an, wie man ein be-

stimmtes Integral mithilfe einer Stammfunktionen berechnen kann: fab f(z)dx =
F(b) — F(a), wobei F eine beliebige Stammfunktion von f ist.

a) (Es muss ein positiver Wert sein, da der Integrand auf dem gesamten Inte-
grationsintervall > 0 ist.)

Loésungen zu Abschnitt 21.3

1.
2.

21.

f3 x)dzx ist als Grenzwert definiert: f3 (z) dz = limp_, o0 f3 z) dz.
a) rechter Randpunkt 2 =1 b) beide Randpunkte c¢) beide Randpunkte

6 Ubungen

Aufwirmiibungen

1.

Berechnen Sie:

a) [zdx b) [ 3cos(z)dx c) [Zdx

d) [(22% +4x)dz  e) [(ef — 3t2) dt  f) [(2sin(t) + 1) dt
Berechnen Sie den Flidcheninhalt, der vom Funktionsgraphen von f(x) = m% und
der z-Achse auf dem Intervall [1, 2] eingeschlossen wird.
Berechnen Sie und veranschaulichen Sie geometrisch:
a) fol (22 + 1) dx b) fil |z| dz ) [T _sin(z)dx
Berechnen Sie:
a) [y sin(x) - cos(x) da b) f12 Viz — 3dx
Berechnen Sie:

/ sin?(x) de.

Tipp: cos?(z) = 1 — sin?(z).
Berechnen Sie:
a) ff z - In(z) dz b) [T x-sin(z) dx
Berechnen Sie:
a) fol 23 dx b) fol(et +2t)dt  c) [ 4cos(x)dx d) f_12 sign(z) dx
Mithilfe von Integralen kénnen Mittelwerte von Funktionen gebildet werden. In
der Elektrotechnik zeigen beispielsweise bei der Messung von zeitlich verénder-

lichen Strémen oder Spannungen die Messinstrumente einen Mittelwert an. Be-
rechnen Sie den quadratischen Mittelwert (Effektivwert) von f(t) = sin(¢):
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1 2m
feff = 7/ f(t)th
2 0
(Tipp: Aufwirmiibung 5.)
Ist f(t) = sin(t) ein Wechselstrom, so ist die an einem ohmschen Widerstand R geleistete

Arbeit gleich W = fOQﬁ f(t)?Rdt = R27 SH, also gleich der Arbeit, die von einem Gleichstrom
der Stirke f wihrend der gleichen Zeit geleistet wiirde.

Die Niederschlagsmenge pro Zeit und Flidche an einem Ort kénnte durch n(t) =
no(l + 0.3sin(27t)) von der Zeit ¢ abhidngen. Wie grof ist der Gesamtnie-
derschlag im Zeitintervall [0, 8]7 Wie grof} ist die mittlere Niederschlagsmenge

=1 n(t)dt?

10. Berechnen Sie: a) fl L dx b) fol x4 dg o) [ % dx

0 2 1 22

Weiterfithrende Aufgaben

1.

Berechnen Sie:
a) [In(z)dx b) [T a? - cos(x)dx
Tipp zu a): Der Integrand ist 1 - In(z).

. Zeigen Sie, dass die Taylorreihe von In(1 + ) gleich

1.2 x3 l‘4 e (_1)k—1 i

In(1 =r—-—+ —=——-——=...= —=x"
n(l+z)=x 5 + 3 1 P

k=1
fiir [« < 1 ist. Tipp: Es gilt [ = do =In(14z) + C.
Die Verteilungsfunktion einer standardisierten Normalverteilung ist gegeben
durch

1 b t2

Der Graph des Integranden g¢(t) = \/%e’g ist die Gaufy’sche Glockenkurve.

G(b) bedeutet die Wahrscheinlichkeit, dass ein Messwert hochstens gleich b ist
und ist gleich dem Flidcheninhalt unter der Glockenkurve von —oo bis b. Die
Fliche unter der Gauf’schen Glockenkurve von —oo bis oo ist gleich 1. Berechnen
Sie néherungsweise G(1) mithilfe des Taylorpolynoms 2. Grades. (Tipp: Zerlegen
Sie das Integral in zwei Teile von —oo bis 0 und von 0 bis 1. Was ist G(0)?)

Das Integral G(b) ist nicht mit elementaren Funktionen lésbar. Die Werte von G(b) werden in

der Praxis aus Tabellen entnommen. Wenn Sie versuchen, es mit dem Computer zu berechnen,
dann werden Sie als Ergebnis einen Ausdruck erhalten, in dem die so genannte Errorfunktion

oder Fehlerfunktion erf(z) = ~t* 4t vorkommt.

e loe
Berechnen Sie und stellen Sie den Integranden und das berechnete Integral gra-
phisch dar:
a) [ % dx b) f_ooo e?v L dy c) fi)l 1 dx d) fi)l L dw
Wo steckt der Fehler?
1 i 11
/_ —dr=—— ——(I—j)_—Q?!

1 22 xl-1
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Losungen zu den Aufwirmiibungen

1. a fxdx———l—C
b)f3c05(x) dz =3 [ cos(z) dx = 3sin(z) + C
)

o

) [Zdz=2[a" 2dx—2”22;11+02_72+0
d) [(2a3 +4x)dx72fx3dx+4fxdx:2%:+4%2+0:%+2x2+0
e) [(ef —3t?)dt = [eldt — 3ft2dt—e 3L +C=e-t*+C
f)f(2sm()+1 dt =2 [sin(t)dt + [1dt = —2cos(t)+t+C
2. flzgg%dx—%
3
a) [y @+ dr= (5 +a)b=2+1-(§+0) =13

b) Da |z| = —z fiir < 0 und |z| = z fiir x > 0, zerlegen wir das Integrationsin—

tervall in zwei Teilintervalle: fil || dz = ffl(f:v) derfO rdr = f—|0 +5 fil =
2 _1)2 2 2

-G ($) -1

¢) J7_sin(z)dz = — cos(z)|™ . = — cos(m) — (— cos(—)) = 0.

4. a) 0. Losung mit Substitution oder auch mit partieller Integration méglich (bei
letzterer ergibt sich die Form [...=a+ [ ...).
b) (5v5 - 1)

5. Der Integrand ist ein Produkt, daher probieren wir die partielle Integration:
f(x) = sin(z) und ¢'(z) = sin(x), damit f'(x) = cos(z) und g(x) = — cos(x)
und daher

/sin2 (z) dx = —sin(z) cos(z) + /cosQ(x) dz + C.
(Wiirden wir nun die partielle Integration nochmals anwenden so hétten wir

nichts gewonnen, denn es ergébe sich [ sin r)de = [ sin? dx) Daher versu-
chen wir die Umformung cos?(z) = 1 — sin? (:U)

/sin2(z) dr = —sin(x)cos(z) + /(1 —sin?(z))dz + C
= —sin(z)cos(z) +x — /sinz(x) dx + C.

Rechts taucht das gegebene Integral wieder auf. Kein Problem, wir bringen es
einfach auf die andere Seite,

2 / sin?(x) de = & — sin(x) cos(z) + C,
und l6sen danach auf:
/sin2(m) dx = % (z — sin(x) cos(z)) + C.
6. a) —2 +In(4) (partiell; Achtung: bei f(z) = z und ¢'(z) = In(z) muss In(z)

integriert werden; besser ist daher die Aufteilung f(z) = In(z) und ¢'(z) = x).
b) 27
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10. a
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a fo 3d$_%6:%_%:%
b) [ (e +2t) dt = (e +2% )\O— (" +1%) — (" +0%) =e+1-1=e
¢) [y 4cos(z)dx = 4sin(x)|§ = 4sin(r) — 4sin(0) = 0. Das ist auch am Funkti-
onsgraphen von cos(z) abzulesen: Auf dem Intervall [0, 7] heben sich die Fldchen
unter- und oberhalb der z-Achse weg.
d) Die Funktion hat bei * = 0 einen Sprung. Wir teilen das Integrations-

intervall [—2,1] in die zwei Teilintervalle [—2,0] und | f , sign(z) dr =
fEQ sign(z) dx + fol sign(z) dz = [° o(—1)dz + fo )dx = —x|0 +z|§ = —(0—
(=2))+(1-0)=-1.

Laut Aufwirmiibung 5 ist fozﬂ sin®(t)dt = 3(t — sin(t) cos(t)) 3™ = L(2m) = 7.

Daher ist fog = 1/ 5= OQW sin?(t)dt = \1[
Der Gesamtmederschlag ist fo t)dt = ng fo (1 + 0.3sin(27t))dt = 8ng und die
mittlere Nlederschlagsmenge ist m = ng.

fol =5 dr = lim. o4 fl = dr = lim,_,o4 —

fo x4 dr = lime_o4 f e~V dr = lim_ o4 & 3z 34! = 3

floo f dr = lim._, fl Sdr = lime o0 (— $)|:l = hmc_mo(—% + %) =3.

=2 +limc_>0+ 1=-w0

(Losungen zu den weiterfithrenden Aufgaben finden Sie in Abschnitt B.21)



22

Fourierreihen

22.1 Fourierreihen

Nehmen wir an, wir haben ein akustisches Signal, das wir auf einem Computer ab-
speichern moéchten. Das Signal konnte wie in Abbildung 22.1 aussehen. Um es abzu-

0.5p
0.4F
0.3F
0.2

0.1}

-0.4 -0.2 0.2 0.4

Abbildung 22.1. Akustisches Signal.

speichern wird in der Praxis die Amplitude des Signals in konstanten Zeitabstédnden,
z. B. alle Hundertstelsekunden, gemessen (Samplingrate von 100 Hertz). Es liegen
daher etwa nur die Funktionswerte zu den Zeitpunkten —0.50, —0.49, ..., 0.49, 0.50
vor. Es wére nun am nahe liegendsten, die gemessenen 100 Funktionswerte abzu-
speichern. Das ist vielleicht bei 100 Messwerten kein Problem, kann aber bei einer
grofleren Anzahl zu Speicherproblemen fiithren. Die Frage ist also, wie wir das Signal
mit moglichst geringem Speicheraufwand aber zugleich moglichst geringem Informa-
tionsverlust, abspeichern kénnen.

Wir konnten das Signal zum Beispiel durch ein Taylorpolynom mit etwa zehn
Koeffizienten approximieren. Dann miissten nur diese zehn Koeffizienten gespeichert
werden, die ja bereits die gesamte Information des Taylorpolynoms enthalten. Das
ist auch schon die richtige Idee, nur ergibt sich hier das Problem, dass wir nur die
Funktionswerte des Signals, nicht aber die Ableitungen kennen, die fiir die Berech-
nung der Taylorkoeffizienten notwendig sind. Aulerdem wiirde ein Taylorpolynom
eine Niherung geben, die lokal um den Entwicklungspunkt ¢, (das wére im obigen
Beispiel der Zeitpunkt 0) sehr gut wére, aber immer schlechter wiirde, je weiter wir

G. Teschl, S. Teschl, Mathematik fiir Informatiker, eXamen.press,
DOI 10.1007/978-3-642-54274-9 5, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2014
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uns vom Entwicklungspunkt entfernen. Wir suchen also in unserem Beispiel eine
Approximation des Signals, die global auf dem gesamten Zeitintervall [—%, %] gut ist
und fiir die die Kenntnis der Funktionswerte (Messwerte) ausreicht.

Es ist nun mdoglich, nahezu beliebige Funktionen (sogar unstetige) durch ein so
genanntes trigonometrisches Polynom zu approximieren. Vergleichen wir zum Bei-
spiel unser Signal aus Abbildung 22.1, das durch die Funktion f(t) = |t| gegeben

}3t 4 COs 2’t COs 6‘t

Abbildung 22.2 zeigt, dass sich beide Funktionen nur geringfiigig unterscheiden und

0.5p
0.4F
0.3F

0.2F

-0.4 -0.2 0.2 0.4

Abbildung 22.2. Signal f(t) = [t| mit trigonometrischem N#herungspolynom.

dass die Anndherung global auf dem gesamten Intervall [—%, %] gut ist. Wenn wir

mit dieser Approximation zufrieden sind, dann wiirde es also reichen, nur die Koef-

fizienten %, f% und 7# zu speichern! Beachten Sie, dass es dabei aber zu einem

Informationsverlust kommt (weil es sich ja nur um eine Ndherung handelt).

Die gleiche Idee kommt auch bei verschiedenen (verlustbehafteten) Kompressionsverfahren, wie
zum Beispiel JPEG oder MP3, zum Einsatz. Mehr dazu im folgenden Unterabschnitt.

Wie erhélt man nun eine solche trigonometrische Approximation und was steckt
da mathematisch dahinter? Wir haben bisher ein Signal auf dem Intervall [—31, 1]

L L] aus:

betrachtet. Gehen wir nun allgemeiner vom Intervall [-3, 5

Definition 22.1 Der Ausdruck
a n
Qo .
F.(t) = 5 s kg_l (ak cos (kwt) + by, sin (k;wt))

a

?0 + a; cos (wt) + - - + ay, cos (nwt) + by sin (wt) + - - - + by, sin (nwt)
mit der Abkiirzung w = 2?" heifit trigonometrisches Polynom oder auch Fou-
rierpolynom vom Grad n. Die Koeffizienten a; und by heiflen Fourierkoeffizien-
ten von F,. (w ist der griechische Buchstabe ,,omega“ und wird iiblicherweise hier
verwendet.)
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Im obigen Beispiel ist Fj(t) = § — 2 cos(2nt) — 525 cos(67t) ein Fourierpolynom
vom Grad 3 mit den Koeffizienten ag = %, a; = —75,a2 =0, a3 = —# und by =

by = by = 0.

Ein trigonometrisches Polynom ist kein Polynom im eigentlichen Sinn, da es nicht von der Form
ant™ + an—1t""1 4+ ... + a1t + ag ist. Anstelle der Potenzen t* enthilt ein Fourierpolynom die
periodischen Funktionen sin(kwt) und cos(kwt) (mit der Periode T = 27”) Da mit sin(wt) auch
sin(kwt) die Periode T hat, und Analoges fiir die Kosinusterme gilt, ist auch Fy,(¢t) periodisch mit
der Periode T'. Es genﬁgt daher, F,, auf einem Intervall der Lénge 7" zu untersuchen, also zum
Beispiel auf [— 2 , 2}

Die Frage ist nun, wie die Koeffizienten a; und by zu wihlen sind, um eine vorgege-
bene Funktion f(¢) moglichst gut global anzunédhern.

Man muss als Nichstes festlegen, was man unter einer mdglichst guten globalen Approximation
versteht. Eine Moglichkeit wire zu verlangen, dass der Abstand |f(t) — Fn(t)| iiber das gesamte
Intervall [75, 5} betrachtet, also das Integral fT:,/WQ/Q |f(t) — Fn(t)| dt, minimal wird. Aus ma-
thematischen Griinden verwendet man lieber das Integral tiber die quadratischen Abweichungen

fT;%( f(t) — Fn(t))2dt, denn fiir diesen Fall gibt es ein Skalarprodukt und das Problem kann

geometrisch gelost werden — siehe tibernédchster Unterabschnitt.

Definieren wir als Maf fiir die Giite der Naherung den Wert

T2
/ (F(t) - Fu(t))? dt, (22.1)

T2

also die ,Summe der quadratischen Abweichungen“. Fiir welche Koeffizienten a; und
bi, also fiir welches Fourierpolynom F,,, wird dieser Wert (Fehler) minimiert? Die
Antwort gibt der folgende Satz:

Satz 22.2 Fiir eine vorgegebene stiickweise stetige und beschriankte Funktion f(t)
und vorgegebenen Grad n sind die Koeffizienten des bestapproximierenden trigono-

metrischen Polynoms gegeben durch (k =0,...,n)
T/2
ap = —/ cos(kwt) f(t) dt,
T/2
T/2
b, = —/ sin(kwt) f(t) dt.
T/2

15,0dt =0 und ag = 2 [T15) f(t) dt. Beachten Sie
weiters in Definition 22.1, dass im Fourierpolynom der konstante Anteil gleich 20 (und nicht ag)
ist. Der Wert %2 ist der lineare Mittelwert von f(t). Er wird in den technischen Anwendungen
auch oft als Gleichanteil bezeichnet.

Demnach ist insbesondere immer by = 2 [~

Bei geraden beziehungsweise ungeraden Funktionen reduziert sich die Anzahl der
Koeffizienten:

Satz 22.3 Ist f(t) gerade, so folgt by = 0 und ist f(¢) ungerade, so folgt ay = 0 fiir
k=0,...,n




146 22 Fourierreihen

Denn das Integral einer ungeraden Funktion iiber ein symmetrisches Intervall ist 0, da sich die
Fldchen links und rechts vom Ursprung wegheben. Und cos(kwt) f(t) ist fiir ungerades f ungerade
bzw. sin(kwt) f(t) ist fiir gerades f ungerade.

Nun ist das Geheimnis also geliiftet und wir konnen leicht das zu f(t) = |¢| gehorige
Fourierpolynom vom Grad drei berechnen.

Beispiel 22.4 (—+CAS) Fourierpolynom
Berechnen Sie das Fourierpolynom vom Grad 3 fiir f(t) = |¢|, t € [, 1].

Losung zu 22.4 Das Fourierpolynom vom Grad 3 hat laut Definition 22.1 die Form

(in diesem Beispiel ist die Linge des Intervalls T = 1, daher w = %’T = 2)

Fs5() = %3 + aq cos (27t) + ag cos (47t) + ag cos (67t)

+ by sin (27t) + by sin (47t) + b sin (67¢).

Die Koeffizienten berechnen sich nach Satz 22.2 und, da die Funktion f(¢) = |¢|
gerade ist, nach Satz 22.3:

1/2 1/2
ak 2/ |t| cos(2mkt) dt = 4/ t cos(2mkt) dt,
—1/2 0

b, = 0
fiir k = 0,1,2,3.

Wir haben hier verwendet, dass |t|cos(2mkt) als Produkt von zwei geraden Funktionen wieder
gerade ist; und dass daher das Integral dieser Funktion iiber das Intervall [—%, %} gleich zwei mal
dem Integral iiber das Intervall [0, %] ist. Auf diesem Intervall ist |¢| = ¢ und wir kénnen uns den
Betrag sparen.

Die Koeffizienten ay konnen mit partieller Integration (bzw. Formelsammlung oder
Mathematica) berechnet werden:

ayg = 4/ tdt = =
0 2

1/2 9
ay = 4/ tcos(2mt) dt = ——
0 ™
1/2
ay = 4/ tcos(4nt) dt =0
0
1/2 9
az = 4/0 t cos(67t) dt = e
Daher lautet das Fourierpolynom vom Grad 3:
1 2 2
Fs(t) = 1 72008 (2mt) — gz °08 (67t). -

Beachten Sie, dass die Approximation nur auf dem Intervall [—%, %} erfolgt, also im

letzten Beispiel [t| ~ 1 — 2 Coi(fm) -2 C(;;T(Sm) nur fiir t € [—3, 1] gilt (siche Abbil-

dung 22.3). Eine Approximation auf ganz R wére nur gegeben, wenn f(t) periodisch
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-2 -1 1 2

Abbildung 22.3. |t| ~ + — 2cos@rt) _ 2cos(6m) iy fijr ¢ € [—%, %], die Approximation

4 72 972
ist also nur auf diesem Intervall gut.

mit der Periode T ist.

Anstelle des Intervalls [—Z, 2] kann auch [0,7] (oder jedes andere Intervall der
Lénge T') verwendet werden. Dafiir miissen nur die Integrationsgrenzen entsprechend
gedndert werden. Das Fourierpolynom &ndert sich dabei nicht, wenn die Funktion f
periodisch mit der Periode T ist (denn wenn wir iiber eine ganze Periode integrieren,
so ist es egal, wo wir beginnen).

In der Praxis ist meist nicht die Funktionsgleichung von f(t) gegeben, sondern nur die Funkti-
onswerte f(tr) zu bestimmten Zeitpunkten to = —%, t1 = tog + An, to = tog + 245, ..., mit

Ap = L. Dann kénnen die Fourierkoeffizienten ag und by, naherungsweise mit der Formel aus
Definition 21.15 berechnet werden:

2 n—1 2 n—1
ap = — Z cos(kwtj) f(t;), by = — Z sin(kwt;) f(t;).
n = n =
Die zugehorige Transformation ist als diskrete Fouriertransformation bekannt und die Funktion

m
Fo(t) = a0 Z (ak cos(kwt) + by sin(kwt))
2 k=1

stimmt mit f an den Stiitzstellen tj iiberein, falls die Anzahl 2m + 1 der Koeffizienten gleich der
Anzahl n der Stiitzstellen ist. Ist 2m + 1 < n, so ist Fj, bestapproximierend in dem Sinn, dass
die Summe der quadratischen Abweichungen an den Stiitzstellen minimal ist. Verwendet man obi-
ge Formeln fiir die Berechnung von a; und by, so sind O(n2) Rechenoperationen notwendig. In
der Praxis ist aber oft n sehr grofl und man verwendet dann einen Algorithmus, der als schnel-
le Fouriertransformation (FFT - Fast Fourier Transform) bekannt ist und nur O(nlogs(n))
Rechenoperationen bendétigt.

Was ist, wenn wir im Beispiel 22.4 nicht das Fourierpolynom vom Grad 3, sondern ei-
nes mit hoherem Grad berechnen? Wir wiirden intuitiv erwarten, dass die Ndherung
dann noch besser wird. Mit anderen Worten wéire es schon, wenn die Approximation
f(t) = F,(t) durch Fourierpolynome F,, beliebig genau gemacht werden kann, indem
man nur den Grad n grofl genug wahlt. Und das ist auch so:

Satz 22.5 Sei f eine stiickweise stetige, beschrénkte Funktion mit zugehorigen Fou-
rierpolynomen F,,. Dann konvergiert fi{%( f(t) — F,(t))? dt fiir n — oo gegen Null.
An jeder Stelle, an der f differenzierbar ist, konvergiert die Reihe gegen den Funk-

tionswert. Wir schreiben
f) = %0 + ; (ak cos (kwt) + by, sin (kwt))

und bezeichnen die rechte Seite als die Fourierreihe von f(t).
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Nun gleich wieder zu einem

Beispiel 22.6 (—CAS) Fourierreihe eines Rechteckimpulses
Gegeben ist die Funktion f(¢) =1 fiir ¢ > 0 und f(¢) = 0 fiir ¢ < 0 im Intervall
[—7, 7]. Berechnen Sie die zugehorige Fourierreihe.

Losung zu 22.6 Das Intervall hat nun die Linge T = 27, daher ist w = 1. Die
gesuchte Reihe hat daher die Form

f(t):%—i—alcos(t)+azcos(2t)—|—...—|—blsin(t)+bgsin(2t)+~-~,

und die Koeffizienten erhalten wir wieder mit den Formeln aus Satz 22.2. Zunichst
zu den Koeffizienten der Kosinusterme:

1" L[
a = = f(t)dt:*/ ldt=1
T™J)_x ™ Jo
I L
o = = [ sweostyar = [ cosya=o
1 s
a; = —/ cos(2t)dt =0
T™Jo

bzw. allgemein

™

1 T
ar = f/ cos(kt) dt = 0 fiir k > 1.
0

Nun zu den Koeffizienten der Sinusterme:

1 [7 . 1 /™. 2

by = ;/_W f(#)sin(¢) dt = ;/0 sin(t) dt = -
1 T

by = L / sin(2¢) dt = 0
T Jo
1 (" . 2

b3 = ; A Sll’l(?)t) dt = 3771_

und allgemein
1" 1— (-1
by = f/ sin(kt) dt = 1=(=D" fiir & > 1.

T™Jo i

Daher lautet die Fourierreihe:

o _(_1\k
ft) = +Z#sin(kt)
k=1

N~ N

2 . 2 . 2
+ p sin(t) + 3 sin(3t) + Br sin(5t) + ...

Abbildung 22.4 veranschaulicht, dass der Rechteckimpuls immer besser angenéhert
wird, je hoher der Grad des Fourierpolynoms ist. |
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Abbildung 22.4. Rechteckimpuls mit zugehorigen Fourierpolynomen F3(t) und Fia(t).

Finden Sie es nicht auch bemerkenswert, dass eine Funktion mit Sprungstelle, wie der Rechteckim-
puls, durch eine Reihe von ,glatten* Sinusfunktionen exakt dargestellt werden kann? An der Stelle
t = 0 ergibt die Fourierreihe den Wert %, das ist genau der arithmetische Mittelwert aus dem links-
und dem rechtsseitigen Grenzwert an der Sprungstelle ¢ = 0.

Beachten Sie nochmals den Unterschied zwischen Taylor- und Fourierreihen: Die
Naherung eines Funktionswertes f(¢) durch ein Taylorpolynom ist lokal in der N#he
der Entwicklungsstelle t, am besten, wird also im Allgemeinen schlechter, je weiter
t von to entfernt ist. Ein Fourierpolynom hingegen gibt eine globale Naherung auf
einem endlichen Intervall. Weiters sind zur Berechnung eines Taylorpolynoms die
Ableitungen an der Entwicklungsstelle notwendig, fiir die Berechnung eines Fourier-
polynoms benétigt man die Funktionswerte.

Ahnliche Reihen lassen sich nicht nur mit trigonometrischen, sondern auch mit anderen Funktionen
aufstellen. Da sich trigonometrische Funktionen am Computer nur indirekt (z. B.) iiber Ndherungs-

polynome berechnen lassen, verwendet man in der Praxis oft so genannte Wavelets, die sich am
Computer einfacher berechnen lassen und zuséitzlich dem Problem angepasst werden kénnen.

Fourierreihen kann man sich auch als die Uberlagerung von Eigenschwingungen eines schwin-
genden Systems vorstellen: Betrachten wir eine an beiden Enden eingespannte Saite. Dann sind
die zugehorigen Eigenschwingungen gerade die Funktionen sin(27kz), k € N (die Variable z be-
deutet nun den Ort). Unser Satz 22.5 sagt nun aus, dass sich jede beliebige Schwingung der Saite

0.5F

—0.5¢

-1.0+

Abbildung 22.5. Eigenschwingungen sin(27z), sin(47z) und sin(67x)

als Summe (Uberlagerung) von Eigenschwingungen mit verschiedenen Amplituden darstellen lisst.
Abbildung 22.5 zeigt die ersten drei Eigenschwingungen. Diese Sichtweise ist fiir viele Anwendungen
von fundamentaler Bedeutung.
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22.1.1 Anwendung: JPEG und MP3

Die Ideen aus dem letzten Abschnitt kommen auch in der Bildkompression zur
Anwendung. Beim JPEG-Verfahren wird zum Beispiel das Bild in Quadrate von
8 x 8 Bildpunkten aufgeteilt. Fiir die Bildpunkte werden dann die Werte der Lu-
minanz Y (Helligkeit) und der Chrominanzen Cj, C, (Farbwerte) betrachtet. Da
das menschliche Auge Fehler bei der Helligkeit stirker wahrnimmt als Fehler bei der
Farbe, geniigt es, nur einen Teil der Chrominanzwerte zu verwenden, wodurch bereits
eine Kompression erzielt wird. Diese Daten werden dann durch ein trigonometrisches
Polynom dargestellt.

Es handelt sich dabei genau um die diskrete Kosinustransformation aus Abschnitt , Orthogonale
Transformationen® in Band 1.

Da es nur endlich viele Punkte sind, ist es moglich, ein trigonometrisches Polynom
zu finden, das an diesen Punkten ezakt mit den gegebenen Werten iibereinstimmt.
Die Anzahl der Koeflizienten bei exakter Darstellung ist allerdings gleich der Anzahl
der Punkte und es wiirde in diesem Fall keine Kompression erreicht. Durch die
Anzahl der Koeffizienten, die man abspeichert, kann man das Verhéltnis zwischen
Kompressionsrate und Qualitdtsverlust wéhlen.

Ahnlich geht man bei der Audiokompression vor. Gleich wie bei der Zerle-
gung einer Funktion in eine Fourierreihe, zerlegt unser Ohr ein akustisches Signal
in einzelne Frequenzen f = 5, wobei nur ein bestimmter Frequenzbereich wahr-
genommen werden kann (typischerweise 20 Hz bis 18 kHz, also Schwingungen von
minimal 20 Perioden pro Sekunde bis maximal 18 000 Perioden pro Sekunde). Un-
tersuchungen der Psychoakustik zeigen weiters, dass bei zwei Frequenzen, von denen
eine wesentlich lauter ist als die andere, die leisere nicht wahrgenommen wird. Es
bietet sich also an, Frequenzbereiche, die nicht wahrgenommen werden, auch nicht
abzuspeichern. Beim MP3-Verfahren wird der horbare Frequenzbereich in an das
menschliche Gehor angepasste Teilbereiche zerteilt und geméfl dem psychoakusti-
schen Modell auf verzichtbare Frequenzen untersucht. Die Frequenzen, die gespei-
chert werden miissen, werden dann #hnlich wie bei JPEG mit einer modifizierten
diskreten Kosinustransformation weiterverarbeitet.

22.1.2 Ausblick: Fourierreihen als Orthogonalentwicklung

Was sollen Fourierreihen mit Orthogonalentwicklung zu tun haben? Bei Fourierrei-
hen geht es doch um Summen von Funktionen und nicht um Summen von Vektoren!
Abgesehen davon kann eine Funktion doch nicht orthogonal auf eine andere stehen
— wie sollte man sich so etwas auch vorstellen?

Gerade das ist der entscheidende Punkt: Jeder kann sich vorstellen, was es bedeu-
tet, wenn zwei Vektoren aufeinander orthogonal stehen. Und mehr noch, wir kénnen
aufgrund dieser geometrischen Vorstellung leicht Probleme losen. Deshalb wire es
doch geradezu ideal, wenn wir diese geometrische Vorstellung auch fiir andere Pro-
bleme verwenden koénnten, die auf den ersten Blick nichts mit Vektoren im R3 zu
tun haben.

Um diesen Schritt zu vollziehen, sollten wir uns nicht iiberlegen, was Funktionen
von Vektoren im R? unterscheidet, sondern was diese gemeinsam haben! Zunichst
konnen wir reelle Funktionen genauso wie Vektoren addieren und mit reellen Zahlen
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multiplizieren. Die Rechenregeln sind dabei die gleichen wie fiir Vektoren im R3. Wir
betrachten also zum Beispiel die Menge C[—m, 7| der stetigen Funktionen auf dem
Intervall [—m, ] als eine Menge von Vektoren, also als einen Vektorraum.

Wann sollen aber zwei Funktionen zueinander orthogonal sein? Wir haben de-
finiert, dass zwei Vektoren orthogonal sind, wenn ihr Skalarprodukt verschwindet.
Also bendtigen wir ein Skalarprodukt fiir Funktionen. Wir definieren es wie folgt:

Definition 22.7 (Skalarprodukt zweier stetiger Funktionen)

@) o@) = [ f@)g()ds.

—T

Analog wie das Skalarprodukt im R™ erfiillt es die folgenden drei (fiir ein Skalarpro-
dukt) charakteristischen Eigenschaften

o (f(z),f(x)) >0 fir f 70,
o (f(z),9(z)) = (g(x), f(x)) und
o (af(x)+bg(x), h(x)) = a(f(x), h(x)) + blg(x), h(z)),

die unmittelbar aus der Definition folgen. Wir wissen, dass mithilfe eines Skalarpro-
dukts ein Lingenbegriff festgelegt werden kann. Die Linge einer Funktion f(z) ist
damit

@)l = VT@ 7 =/ [ " f(@)de.

Warum ist aber genau diese Definition des Skalarprodukts fiir Funktionen die richtige
Definition? Die Antwort darauf ist:

Satz 22.8 Die Funktionen
1  cos(nz) sin(nx)
/_27'(' ) ﬁ ) ﬁ )

bilden ein Orthonormalsystem auf dem Intervall [—, 7].

n €N,

Insbesondere sehen wir, dass es eine unendliche Anzahl von linear unabhingigen
Vektoren (Funktionen) gibt und damit einen wichtigen Unterschied zum R™: Der
Vektorraum der stetigen Funktionen C[—m, 7] ist unendlichdimensionall

Dass sich jede stetige Funktion durch ihre Fourierreihe darstellen ldsst, kann
man nun so interpretieren, dass sich jede Funktion als unendliche Linearkombina-
tion schreiben lasst und wir kénnen unser Orthonormalsystem daher mit Recht als
Orthonormalbasis bezeichnen. Die Fourierkoeffizienten a,,, b,, sind nichts anderes als
die Projektionen in die Richtung der Basisvektoren:

1.
an, = —={(cos(nz), f(x)), by, = \ﬁ@ln(nx),f(x)).

Mehr noch, dieser Zusammenhang beweist uns (mit unserem Wissen iiber Ortho-
gonalentwicklungen aus Abschnitt ,,Orthogonalentwicklungen“ in Band 1) auf einen
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Schlag auch noch die Aussage von Satz 22.2: Das Fourierpolynom F),(z) mit obigen
Koeffizienten ist genau jenes, fiir das der Abstand || f(z) — Fj,(«)|| minimal wird.
Indem wir diesen Zusammenhang zwischen Funktionen und Vektoren erkannt
haben, war es relativ leicht mdoglich, jenes trigonometrische Polynom zu finden, das
am néchsten zu einer gegebenen Funktion f(z) liegt. Denn wir haben eine geometri-
sche Vorstellung von diesem Problem, indem wir es mit dem R? vergleichen. Ohne
diesen Zusammenhang wire die Losung dieses Problems viel schwerer gewesen und
ich hoffe, dass es Sie davon iiberzeugt, dass Abstraktion ein wichtiges Hilfsmittel bei
der Losung schwieriger Probleme ist.
Um diesen Abschnitt abzuschlieBen, wollen wir uns noch davon iiberzeugen, dass die Funktionen

aus Satz 22.8 ein Orthonormalsystem sind. Wir betrachten nur den Fall n,m € N, der Fall n = 0
oder m = 0 Dazu miissen wir folgende Integrale nachweisen:

- 27 m=n=20
/ cos(nz) cos(mz)dr = T m=n#0 |,
- 0 m#mn
. ™ m=mn%#0
/ sin(nz) sin(mz)dz = 0 m=n=0 ,
—T 0 m 75 n

™
/ sin(nz) cos(mz)dz = 0.
—T
Das letzte Integral ist klar, da der Integrand eine ungerade Funktion ist und sich damit die Fldchen
links und rechts vom Ursprung wegheben. Fiir die anderen beiden Integrale ben&tigen wir die Regel
der partiellen Integration aus Satz 21.9. Mit f(z) = cos(mz) und g(z) = sin(nz) erhalten wir fiir
n,m#0
™ m ™
/ cos(nz) cos(mz)de = — / sin(nx) sin(mz) dz.
o nJ_x
Nun machen wir zur weiteren Berechnung dieser Integrale eine elegante Uberlegung: Bei Vertau-
schung von m und n &ndern sich die Integrale nicht, es wird aber % durch % ersetzt. Ist n # m, so
ist ;- # 7. Somit miissen beide Integrale gleich Null sein (das ist die einzige Moglichkeit, dass bei-
de Seiten identisch sind). Ist m = n, so sind beide Integrale gleich. Wegen cos?(nzx) = 1 — sin?(nz)
folgt
™ ™ ™
/ cos? (nx)de = 2 — / sin? (na)de = 27 — / cos? (nx)dz,
- -7 -7
und Auflésen nach dem Integral ergibt
v ™
/ cos? (nx)de = / sin? (nx)de = .
—T —T

Die fehlenden Falle m = 0 oder n = 0 konnen leicht nachgerechnet werden.

22.2 Mit dem digitalen Rechenmeister

Fourierpolynom

Natiirlich gibt es auch einen Befehl in Mathematica, um ein Fourierpolynom zu be-
rechnen:

In[1]:= FourierTrigSeries[Abs[t],t,3,FourierParameters — {1,27}|

1 2Cos[27t] 2Cos[67t]

Out[1]=

ue 1] 2 on?

Mathematica nimmt als Intervall automatisch [~7, 5] an, den allgemeinen Fall
T T

[— %, %] erhiilt man mit der Option FourierParameters — {0, %% }.
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Fourierreihe

Wir definieren zunéchst die Funktion

In[2]:= f[t]:=If[t > 0,1,0]; Plot[f[t], {t, —7, 7}]

0.5

und berechnen

I(3]:= a0] = i/w £[t] at
Out[3]= 1

Weiters gilt

1 s
Inl4] = a[k,]:—/ £[t]Cos [k t] dt
™ —T
Sin[kn]
km
Das ist aber fiir ganzzahliges k gleich Null, wie auch mit Mathematica leicht zu

sehen ist:

Out [4]=

In[5]:= Simplify[%,k € Integers]
Out[5]= O

(Die Option k € Integers legt fest, dass k ganzzahlig ist.) Analog berechnen wir

Inl6]:= blk] = % / " t[t]Sinfit]dt
1 — Cos[kr]

Out [6]=
" km

was sich ebenfalls noch etwas vereinfachen lisst:

In[7]:= Simplify[%,k € Integers]
-1+ (—1)k
Tk
Berechnen wir noch explizit die ersten sechs Koeffizienten by:

Out[7]= —

Inf8]:= {b[1],b[2], b[3], b[4],b[5], b[6]}
2 2 2
Out [8]= {;, O, g, O, g, O}
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22 Fourierreihen

.3 Kontrollfragen

Fragen zu Abschnitt 22.1: Fourierreihen

Erklidren Sie folgende Begriffe: Fourierpolynom, Fourierkoeffizienten, Fourierreihe.

1.

2.

Worin liegen die Unterschiede der Approximation einer Funktion durch ein
Fourier- und ein Taylorpolynom?
Waihlen Sie aus: Die Approximation einer Funktion f(t) durch ein Fourierpo-
lynom F,(t) auf dem Intervall [—%, %] ist optimal in dem Sinn, dass folgender
Fehler minimal ist:

T/2 9 T/2
a) ffT/g(f(t) - Fn(t)) dt b) ffT/Q |f(t) - Fn(t)| dt.
Wiéhlen Sie aus: Die allgemeine Form einer Fourierreihe einer Funktion f(¢) ist
gegeben durch:
a) f(t) = 4 + ay cos(wt) + az cos(2wt) + ... + by sin(wt) 4 by sin(2wt) + ...
b) f(t) = % + ay cos(wt) + ag cos(wt)? + ... + by sin(wt) + by sin(wt)? + . ..
¢) f(t) = ap + a1 cos(wt) + as cos(2wt) + . .. + by sin(wt) + by sin(2wt) + ...
d) f(t) = ag + a1 cos(wt) + ag cos(wt)? + ...+ bg + by sin(wt) + by sin(wt)? + . ...

Das Fourierpolynom Fj von f(t) = |¢| auf dem Intervall [-3, 3] ist gleich F3(t) =
1 — 5 cos (2mt) — 525 cos (6mt). Geben Sie F, und Fy an.

Losungen zu den Kontrollfragen

Loésungen zu Abschnitt 22.1

1.

@

Die Approximation einer Funktion f(¢) durch ein Taylorpolynom ist eine lokale
Approximation, die umso besser ist, je niher ¢ bei der Entwicklungsstelle ¢, liegt.
Die Approximation durch ein Fourierpolynom ist eine globale Approximation auf
einem endlichen Intervall. Fiir die Berechnung der Taylorkoeffizienten benotigt
man die Ableitungen f’(¢g), fiir die Berechnung der Fourierkoeffizienten sind die
Funktionswerte f(t) notwendig.

a) ist richtig

a) ist richtig

Die allgemeine Form von F,(¢) ist (hier fiir w = 27)

F,(t) = a4 aq cos (2mt) + ag cos (4nt) + ... + by sin (27t) + bo sin (dnt) + .. ..

2
Da wir Fj3 bereits kennen, erhalten wir die niedrigeren Fourierpolynome einfach
durch Weglassen der entsprechenden Terme: Fy(t) = 1 — 2 cos (27t) und F(t) =

1 — 2 cos (27t) (da hier ap = 0 ist, ist Fy(t) = Fy(t)).

T2
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22.4 Ubungen

Aufwirmiibungen

1. Berechnen Sie den Fourierkoeffizient ag von f(t) =t auf [—3, 3].
2. Berechnen Sie folgende Integrale fiir n € N: a) [ ¢ cos(nt) dt b) [ tsin(nt) dt

Weiterfithrende Aufgaben

1. Berechnen Sie fiir die ,,Sdgezahnfunktion

[ t+d i <t<0
ro={ " 555

die Fourierpolynome F» und Fg und stellen Sie sie zusammen mit f graphisch
dar.

2. Entwickeln Sie die Funktion f(t) =t, t € [-m, 7] in eine Fourierreihe.

Berechnen Sie byy von f(t) = t2, t € [—7, 7).

4. Zeigen Sie: Wenn f(t), t € [—m, 7], die Fourierkoeffizienten ay, by hat, und g(t),
t € [—m, ], die Fourierkoeffizienten ¢, di, so hat f(t) 4+ g(¢) die Fourierkoeflizi-
enten ag + cg, by + dy.

@

Lésungen zu den Aufwirmiibungen

Loag=2 [, 12dt = L.

2. a) Mit partieller Integration folgt [t - cos(nt)dt = Lsin(nt) — L [sin(nt)dt =
L sin(nt) + 25 cos(nt).
b) Analog ist [t -sin(nt)dt = —L cos(nt) + 5 sin(nt).

n2

(Losungen zu den weiterfithrenden Aufgaben finden Sie in Abschnitt B.22)
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Differentialrechnung in mehreren Variablen

23.1 Grenzwert und Stetigkeit

Bis jetzt haben wir es fast ausschliellich mit Funktionen einer Variable zu tun gehabt. Nicht in
jeder Situation kommt man aber damit aus. So wird z. B. der Ertrag einer Firma im Allgemeinen
von mehreren Faktoren abhédngen und ist somit eine Funktion von mehreren Variablen. Diesen Fall
wollen wir nun eingehender untersuchen.

Eine reellwertige Funktion von mehreren Variablen ist eine Abbildung
f:DCR" =R, (X1, yxn) = fla1,...,20)

von einer Teilmenge D des R™ in die reellen Zahlen. Oft wird fiir die Variablen die
abkiirzende Vektornotation
X =(T1,...,Zp)

verwendet, und man schreibt dann kurz f(x) statt f(z1,...,zn).
Beispiel 23.1 Betrachten wir die Funktion von zwei Variablen
flxy,m0) =2 — 23 — 22,

die jedem Punkt (z1,72) € R? die reelle Zahl 2 — 22 — 3 zuordnet. Wir kénnen uns
ihren Graphen {(z1,z2, f(z1,72)) | (z1,72) € R?} als Fliche im R? veranschauli-
chen (Abbildung 23.1).

Haben wir drei Variablen (oder mehr), zum Beispiel

flz1,20,23) =2 —m% —x% —x%,

so ist der Graph eine Hyperfliiche im R* und wir kénnen ihn nicht mehr zeichnen,
da unsere Welt leider nur drei Dimensionen hat.

Wie im Fall von einer Variable ist die Ableitung ein zentraler Begriff. Um sie mathe-
matisch fassen zu kénnen, miissen wir zunéichst die Begriffe Konvergenz, Grenzwert
und Stetigkeit verallgemeinern. Alles verlduft analog wie in einer Dimension.

G. Teschl, S. Teschl, Mathematik fiir Informatiker, eXamen.press,
DOI 10.1007/978-3-642-54274-9_6, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2014
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Abbildung 23.1. Graph der Funktion f(z1,z2) = 2 — 2} — 3.

Definition 23.2 Eine Folge von Vektoren x; € R™ heifit konvergent zum Grenz-
wert xg, falls der Abstand |xx — xo|| = /|zk1 — 2012 + -+ + [Thn — To,n]? gegen
Null konvergiert; d.h.,

lim x5 = x¢ & lim ||x; —xol| = 0.
k—o0 k—ro0

Wir schreiben dafiir auch kurz x; — xg. Das ist gleichbedeutend mit der Aussage,

dass jede Komponente des Vektors x; gegen die entsprechende Komponente des

Vektors xy konvergiert.

Beispiel 23.3 Berechnen Sie den Grenzwert der Folgen

1-1 1
a)xk<2kk> b) x = kkz
E+1 )
Loésung zu 23.3

a) Die erste Komponente 1 — % konvergiert gegen 1 und die zweite Komponente
2k Lonvergiert gegen 2, somit gilt

k+1
lim x; = 1
k—o0 k= 2 )"

b) Die erste Komponente konvergiert zwar gegen 0, die zweite divergiert aber. Somit
divergiert auch die Folge x. n

Nun konnen wir den Grenzwert einer Funktion von mehreren Variablen definieren:

Definition 23.4 Sei f : D C R™ — R eine Funktion von n Variablen. Der Punkt
Yo € R heiBt Grenzwert von f an der Stelle xg € D, wenn fiir jede Folge x; — x¢
auch f(xx) — yo gilt. Wir schreiben dafiir

lim f(x) = yo.

X—X0
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Beispiel 23.5 Bestimmen Sie den Grenzwert

i 22 sin(z1) .

x—(0,2) T

Lésung zu 23.5 Wenn x — (0,2), dann konvergiert 7 — 0 und x5 — 2. Wegen

sin(z1)

limg, o e = 1 und lim,, 5 o = 2 folgt
) sin(x1)
| =2-1=2.
x—gRQ)xQ T L

In den meisten Féllen wird der Grenzwert gleich dem Funktionswert sein. In diesem
Fall heifit die Funktion stetig (analog wie bei Funktionen einer Variable):

Definition 23.6 Eine Funktion f : D C R™ — R heifit stetig an der Stelle
xg € D falls

lim f(x) = f(xo).

X—X0

Gilt das fiir jedes xo € D, so sagen wir, dass die Funktion f stetig ist.

Die Menge der stetigen Funktionen f : D — R wird, wie schon im Fall einer Variable,
mit C(D) (bzw. C°(D)) bezeichnet.

Wie iiberpriift man, ob eine Funktion stetig ist? Analog wie fiir eine Variable
gibt es dazu ein paar Regeln, mit denen man fast alles erledigen kann, was einem
in freier Wildbahn so iiber den Weg lauft: Zun#chst ist nicht schwer zu sehen, dass
sowohl die konstante Funktion f(x) = ¢ als auch die Funktionen f(x) = zq, ...,
f(x) = z, (die also den Vektor x jeweils auf eine seiner Komponenten abbilden)
stetig sind. Wegen des folgenden Satzes gilt das auch fiir alle weiteren Funktionen,
die sich daraus zusammenbasteln lassen.

Satz 23.7 Sind f: D CR®” - Rund g : D C R"™ — R stetig an der Stelle xq,
so sind auch Summe f(x) + g(x), Produkt f(x)g(x) und Quotient f(x)/g(x) (falls
g(x0) # 0) stetig bei xg.

Sind f: D CR” - Rund g : C C R — R stetig an der Stelle xg € D bzw.
yo = f(Xo), dann ist auch die Verkettung g o f stetig bei xq.

Beispiel 23.8 Auf welchem Definitionsbereich ist f(x) = ;Efz 5 stetig?
3+

1 2

Lésung zu 23.8 Die Funktionen 175 und % + 23 sind stetig als Summe und Pro-
dukt von stetigen Funktionen. Somit ist f(x) stetig fiir alle x, fiir die der Ausdruck
19
1:% + z%
alle x € D = {x € R? |x # 0}. Die Funktion ist in Abbildung 23.2 dargestellt. H

Sinn macht. Das sind alle x, fiir die der Nenner nicht verschwindet, also fiir
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Abbildung 23.2. Graph der Funktion f(z1,z2) = 5122

2 2
zi+z3

Wir wissen zwar, dass f(x) aus dem letzten Beispiel fiir alle x # O stetig ist. Was aber an der
Stelle 0 passiert, ist vollig unklar. Wenn wir uns das genauer ansehen, dann finden wir heraus, dass
in diesem Fall f(x) auch durch geeignete Wahl von f(0) nicht fiir x = O stetig gemacht werden
kann, da es keinen eindeutigen Grenzwert der Funktion fiir x gegen 0 gibt: Denn fiir die Folge
xn = (0, %) gilt f(x,) = 0 und deshalb auch lim, 00 f(x5) = 0. Fiir die Folge x,, = (%, 1) gilt

aber f(xn) = (00 — 1n — 1 und deshalb limp oo f(xn) = 3.

Oft ist es praktisch, mehrere solcher Funktionen gleichzeitig zu betrachten. Sie wer-
den dann als Komponenten eines Vektors f = (f1,..., fin) zusammengefasst (vek-
torwertige Funktionen). Man hat es dann also mit Abbildungen der Form

f:DCR" —»R™, x — f(x)
zu tun.

Beispiel 23.9 Stellt eine Firma zwei Produkte her, so konnte man den Gewinn
nach Produkten aufschliisseln: g = (g1, g2), wobei die Komponenten g; und go den
Gewinn fiir Produkt 1 bzw. Produkt 2 bedeuten. Wenn ¢g; geméf

g1(p1,v1) = bvy — 3p1 — 4

von der produzierten Menge p; bzw. der verkauften Menge v; von Produkt 1
abhingt und g geméif

g2(p2,v2) = 6vy —4ps — 5

von der produzierten bzw. verkauften Menge von Produkt 2, so kann man den
Gewinn beider Produkte in die vektorwertige Funktion

g(p1,p2,v1,v2) = (22 _ ig; _ é)
zusammenfassen. Sie héngt also von vier Variablen ab, und die Funktionswerte
haben zwei Komponenten. Es ist also eine Funktion g : D C R* — R2. Der
Definitionsbereich D besteht aus allen nichtnegativen Werten fiir pq, p2, v1,v2 (da
sie ja Mengen, z. B. Liter, bedeuten). Die erste Komponente jedes Funktionswertes
bezieht sich auf Produkt 1, die zweite auf Produkt 2.
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Analog wie zuvor definieren wir Grenzwert und Stetigkeit nun auch fiir vektorwertige
Funktionen.

Definition 23.10 Sei f: D C R™ — R™. Der Punkt yg € R™ heiflit Grenzwert von
f an der Stelle xg € D, wenn fiir jede Folge x,, — %o auch f(x,) — yo gilt. Wir
schreiben dafiir

lim f(x)=yo.

X—X0

Die Funktion f heifit stetig an der Stelle xo € D, falls

lim f(x) = f(xo0).

X—X0

Gilt das fiir jedes xg € D, so sagen wir, dass die Funktion f stetig ist.

Die Menge der stetigen Funktionen f : D — R™ wird mit C(D,R™) (bzw.
C°(D,R™)) bezeichnet. Bei der Untersuchung auf Stetigkeit kann jede Komponente
von f einzeln untersucht werden:

Satz 23.11 Die Funktion f : D C R" — R™ ist genau dann stetig an der Stelle
xg € D, wenn jede Komponente f1, ..., fn, stetig bei xq ist.

Der Grund dafiir liegt in Definition 23.2, wonach eine Folge von Vektoren genau dann konvergiert,
wenn jede Komponente konvergiert.

Beispiel 23.12 Auf welchem Definitionsbereich ist

B T+ X2
f(x) = (cos(:clzg))
stetig?

Loésung zu 23.12 Wir untersuchen jede Komponente einzeln: Als Summe zweier
stetiger Funktionen ist f1(z1,22) = x1+x2 stetig. Als Verkettung von z12o (=stetig)
mit cos(z) (=stetig) ist auch fo(x1,x2) = cos(x122) stetig. Also ist jede der beiden
Komponenten f;(z1,z2) und fa(x1,x2) stetig, und somit auch f(x) fiir alle x € R2.

|

23.2 Ableitung

Fiir eine Funktion, die nur von einer Variablen abhéngt, haben wir die Ableitung definiert, indem
wir die Funktion durch eine Gerade, die Tangente, approximiert haben. Analog kénnen wir fiir eine
Funktion f : R™ — R versuchen, sie an der Stelle xo durch eine (Hyper-)Ebene zu approximieren.

Betrachten wir ein konkretes Beispiel einer Funktion f : R? — R (siehe Abbil-

dung 23.1):
fx)=2—af —a3.
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Versuchen wir, diese Funktion an einer Stelle xg = (20,1, Z0,2) durch eine Ebene zu
approximieren:

f(x) = f(x0) + a1(x1 — xo,1) + az(z2 — x0.2).

Die Funktion z3 = f(x0) + a1(z1 — zo,1) + a2(xz2 — x0,2) ist die Normalform einer Ebene im R3
(mit Normalvektor (a1, a2, —1)), die durch den Punkt (x0,1, 0,2, f(x%0)) geht.

Mit anderen Worten, a1 und as sollen so gewéhlt werden, dass die Ebene die Funktion
im Punkt xg = (z,1, Zo,2) beriihrt, so, wie das die Tangente bei Funktionen in einer
Dimension tut. Man spricht dann von der Tangentialebene der Funktion f an der
Stelle x (sieche Abbildung 23.3). Suchen wir konkret die Tangentialebene im Punkt

Abbildung 23.3. Tangentialebene der Funktion f(x) = 2—z?—z3 an der Stelle xo = (1,0).

X0 = (20,1, %0,2) = (1,0). Wegen f(x¢) =1 gilt
f(X) ~1+ al(xl — 1) + asxs.

Um a7 und as zu finden, sodass die Ebene die Funktion beriihrt, machen wir folgende
Uberlegung: Die Approximation durch die Ebene soll fiir alle Punkte (21, x2) in der
Néhe von (1,0) bestmdoglich sein; also insbesondere fiir alle jene mit 23 = 0. Wenn
wir in f(z1,22) = 2 — x% — x% nun zo = 0 setzen, dann ergibt sich die Funktion
gi(z1) = f(x1,0) = 2 —2? ~ 1+ ay(x; — 1), die nur noch von der Variablen
x1 abhéngt. Nun hat sich das Problem darauf reduziert, dass wir die Tangente an
diese Kurve legen. Die optimale Wahl fiir a; ist gerade die Steigung der Tangente:
a1 = g1(1) = —2 (siehe Abbildung 23.4).

Geometrisch bedeutet dieses Vorgehen, dass wir den Graphen von f (also die Fliche) und die im
Punkt (1, 0) klebende (gesuchte) Tangentialebene mit der Ebene z3 = 0 schneiden. Die Schnittkurve

mit der Flédche ist die Kurve g1(z1) und der Schnitt mit der Tangentialebene ist die Tangente von
g1(x1) (siehe Abbildung 23.4 links).

Analog kénnen wir auch z; = 1 setzen und die Tangente an die Kurve go(xs) =
f(1,29) = 1 — 22 legen, um zum optimalen Wert as = g5(0) = 0 zu gelangen (siche
wiederum Abbildung 23.4). Insgesamt ergibt sich damit fiir die Ndherung durch die
Tangentialebene:

fx)=1—-2(zx; —1).

Wir haben die Koeffizienten der Tangentialebene also erhalten, indem wir eine Varia-
ble festgehalten und nach der jeweils anderen differenziert haben. Dieses Vorgehen
heifit partielles Differenzieren (wir haben es in Abschnitt 19.3 schon kurz kennen
gelernt).
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Abbildung 23.4. Links: Schnitt z2 = 0 durch den Graphen von f und seine Tangential-
ebene. Rechts: Die Kurven ¢1(z1) = f(x1,0) und g2(xz2) = f(1,x2), an die die Tangenten
zur Bestimmung der Tangentialebene gelegt werden.

Definition 23.13 Unter der partiellen Ableitung ngj der Funktion f : D C
R™ — R versteht man die Ableitung von f nach der Variablen z;, wihrend man die
restlichen Variablen als Konstante auffasst:

of

67()(0) = g;‘(x(),j)u gg(mj) = f(xo,lv c ey X0,j—15Lj5, L0, 5415 - - ,xO,n)-
J

Beispiel 23.14 Partielle Ableitung
Berechnen Sie die partiellen Ableitungen von f(x1,z2) =2 — 22 — 22

Losung zu 23.14 Wir differenzieren einfach nach jeder Variablen und behandeln
dabei die andere wie eine Konstante:

0 )
6751(951,952) = —2x1, 6—52(:171,:152) = —2x9. |
2

In unserem Beispiel zuvor haben wir die Tangentialebene von f(x) = 2 — 2% — 23 im
Punkt (1,0) erhalten, indem wir die partiellen Ableitungen in diesem Punkt gebildet
haben: a1 = 2(1,0) = —2 baw. ay = 2L (1,0) = 0.

Nun kénnte man meinen, dass man an jeden Punkt einer Fldche, an dem die partiellen Ableitungen
existieren, eine Tangentialebene kleben kann. Leider kann es aber passieren, dass die Ebene, die
mithilfe der partiellen Ableitungen erhalten wird, sich nicht an den Graphen von f ,anschmiegt®,
und daher fiir eine Approximation unbrauchbar ist. Wir werden in Abschnitt 23.2.1 darauf einge-
hen. In der Praxis kommt das aber nur selten vor, insbesondere dann nicht, wenn die partiellen
Ableitungen stetig sind. Wir wollen deshalb vorerst nur diesen Fall betrachten.

Definition 23.15 Die Matrix der partiellen Ableitungen (falls diese existieren) der
Funktion f : D C R™ — R™

oh ... oh
of o e
e Ofm ... Ofm
oxq Oxy

heifit Jacobi-Matrix.
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Ist die Jacobi-Matrix stetig in ganz D (d.h., ist jede Komponente stetig), so
nennt man f stetig differenzierbar. Die Menge aller solchen Funktionen wird mit
CY(D,R™) bezeichnet.

Beispiel 23.16 Jacobi-Matrix

Berechnen Sie die Jacobi-Matrix

a) der Funktion f : R? — R, f(z1,22) = 2— 2% — 22. Ist die Funktion auf R? stetig
differenzierbar?

b) der Funktion f : R? — R3

1+ T2 + 23
f(x) = T1T2

Ty + a3

Ist die Funktion auf R? stetig differenzierbar?

Loésung zu 23.16
a) Die Jacobi-Matrix besteht aus den partiellen Ableitungen:

of af  df
Da beide Komponenten der Jacobi-Matrix stetig sind, ist f stetig differenzierbar
auf R2. Es gilt also f € C'(R?,R).

b) Wir miissen nun die einzelnen partiellen Ableitungen der drei Komponenten nach
allen drei Variablen fi(x) = x1 + x3 + o3, fa(x) = 2122 und f3(x) = @9 + 23

ausrechnen,
oh _, Oh _, Of _
8.231 o 17 (9$2 a 1, 83?3 n 1’
o O
81’1 o 63?2 b 8373 o
dfs ofs 0fs
8:61 07 81'2 ’ 3$3 3

und in eine Matrix schreiben

ot 11 1
87 = o X1 0
X 0 1 23

Da alle Komponenten der Jacobi-Matrix stetig sind, ist f stetig differenzierbar
auf R3. Es gilt also f € C1(R3,R3). m

Fiir die Verkettung zweier Funktionen gilt
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Satz 23.17 (Kettenregel) Sind f : D C R” - R und g : E C R™ — RF
differenzierbar an der Stelle xg € D bzw. yo = f(x9) € E, dann ist auch die Ver-
kettung g o f differenzierbar an der Stelle xg und die Ableitung ist das Produkt der

Jacobi-Matrizen d(g o) 5 56
8° _ %8 Lot
8—x(x0) = Ay (}’0) 8x(XO)'

Achtung: Erinnern Sie sich daran, dass es bei der Matrixmultiplikation auf die Reihenfolge an-
kommt!

Beispiel 23.18 Kettenregel
Berechnen Sie die Ableitung von sin(z? + 23) mit der Kettenregel.

Losung zu 23.18 Wir konnen unsere Funktion als g(f(x)) mit ¢g(y) = sin(y) und
f(x) = 22 + 23 schreiben. Die Jacobi-Matrix von g ist 5 = cos(y) und die von f ist

% = (227 2x9). Damit ist die Jacobi-Matrix der verketteten Funktion

0
—sin(z] +23) = cos(z]+23) (221 272)

ox

= (2xycos(af +a3) 2xpcos(af+a3)).
]

Hohere partielle Ableitungen werden rekursiv definiert. Wenn wir zum Beispiel zuerst
nach x9 und dann nach x; ableiten, so schreiben wir

f _ 90 (df
83:18902 N 8$1 81‘2 '
Die Anzahl der einzelnen Ableitungen wird auch als Ordnung der Ableitung be-
zeichnet. In unserem Beispiel handelt es sich also um eine Ableitung zweiter Ord-
nung. Die Funktion f ist zweimal stetig differenzierbar, falls auch die Ableitung

wieder stetig differenzierbar ist, usw. Die Menge der k-mal stetig differenzierbaren
Funktionen f : D — R™ wird mit C*(D,R™) bezeichnet.

Beispiel 23.19 (—CAS) Berechnen Sie die Ableitungen zweiter Ordnung

o oy 2o
0z?’ Ox90x1’ Ox10xs’ 023

der Funktion f:R? — R mit f(x) = z123.

2
Lésung zu 23.19 Fiir % leiten wir zunéchst einmal nach xq ab,
1
3 3
125 = T,

8331

und dann das Ergebnis nochmals nach x:
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2f 0,
873;%—873:11'2—0

2
Fiir =27 leiten wir 2L noch einmal nach 9 ab:
Ox20x1 Ox1
782]0 = 0 rh = 323
8.7328%1 83;2 2 z
2 82f

Analog erhalten wir o f — bzw. =% indem wir zuerst nach o ableiten
0x10x2 ox3

T8 = 31103

(9.1‘2
und dann das Ergebnis nochmals nach x,
0% f 9 2 2
=—3 =3

83318302 8$1 1t T2
bzw. nach xo,

2f 9.,

873';% = 871‘231'11:2 = 6"1?11’2,
ableiten. |

Ist Thnen aufgefallen, dass in diesem Beispiel die Reihenfolge der partiellen Ablei-
tungen keine Rolle spielt? Ob wir zuerst nach x; ableiten und dann nach x5 oder
umgekehrt macht hier keinen Unterschied. Das ist kein Zufall, es gilt ndmlich:

Satz 23.20 Ist f zweimal stetig differenzierbar, so gilt

o*f O*f
Or;0ry,  Oxplx;

Die Reihenfolge der partiellen Ableitungen ist also vertauschbar.

Ein analoges Resultat gilt fiir beliebige hthere Ableitungen.

23.2.1 Ausblick: Differenzierbarkeit und Existenz der Tangentialebene

Wie bereits erwihnt, reicht die Existenz der partiellen Ableitungen an einem Punkt
nicht aus, um an diesen Punkt eine Tangentialebene schmiegen zu kénnen. Existenz
der partiellen Ableitungen sagt nur etwas iiber die Glattheit der Fldche in Richtung
der Koordinatenachsen aus, nicht aber fiir andere Richtungen. Betrachten Sie zum
Beispiel die Funktion f(z,y) = 1 — min(|z|,|y|), die zwei ineinander geschobene
Dachgiebel beschreibt (Abbildung 23.5). Wenn Sie entlang der beiden Scheitel durch
den Schnittpunkt der Giebel spazieren, werden Sie nichts vom Knick merken. Den
Knick bemerken Sie erst, wenn Sie quer iiber’s Dach marschieren!

Mehr noch: Es gibt sogar Funktionen, fiir die die partiellen Ableitungen in ei-
nem Punkt existieren, die in diesem Punkt aber nicht einmal stetig sind (von einer
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Abbildung 23.5. Graph der Funktion f(z,y) =1 — min(|z|, |y|).

Tangentialebene kann dann gleich gar keine Rede sein, denn wo sollte man sie auch
ankleben?)!

Ein Beispiel dazu: Betrachten wir nochmals die Funktion f(z1,z2) = —52%2

222
zi+z5
der Stelle xg = (0, 0). Sie ist unstetig bei xo = (0,0), aber wegen f(x1,0) = f(0,z2) = 0 existiert

9 9
sowohl B—IfI(O, 0) = 0 als auch %(07 0) =0.

aus Beispiel 23.8 an

Damit sich an einem Punkt eine Tangentialebene anschmiegen kann, muss die Dif-
ferenz zwischen Funktion und Ebene schnell genug verschwinden.

In der Tat ist das im Beispiel f(z1,z2) = 2 — 27 — 22 im Punkt (1,0) der Fall: Fiir die Differenz
r(x) = f(x) = f(x0) — Gk (x0)(x — x0) gilt

— — _ _ 2 2
el _ o H@ue) - (-2 D) _ 1= 20+ 03+ af]

lim ——————
x—x0 ||x — Xo| x—Xg [(z1 — 1)2 + 2 *—=Xo (z1 —1)2 + 22

-1 2 2
—  lim (@D +ay lim /(w1 — 1)2 422 =0.
0 y/(z1 — 1) + 22 0

Wenn es eine Tangentialebene gibt, so nennt man die Funktion an dieser Stelle
differenzierbar:

Definition 23.21 Eine Funktion f : D C R™ — R™ heifit differenzierbar an der
Stelle xg € D, wenn es eine (m,n) Matrix A(xg) gibt, sodass

£(x) = £(x0) + A(x0)(x — Xo) + ()

mit
N C5 I
x=xo [|x — x|

Die lineare Abbildung (die Matrix) A(x¢) heifit die Ableitung von f an der Stelle
Xo und ist gleich der Jacobi-Matrix

o (x0) = (o)

Wir nennen f kurz differenzierbar, wenn f fiir alle xg € D differenzierbar ist.
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In einer Dimension wird eine Funktion in einem Punkt differenzierbar genannt, wenn es dort eine
Tangente gibt. Die Ableitung ist dann gerade die Steigung der Tangente in diesem Punkt.

Analog, fiir Funktionen mehrerer Variablen, heifft die Funktion differenzierbar in einem Punkt,
wenn es dort eine Tangentialebene gibt. Die Jacobi-Matrix (= die Matrix, die die partiellen Ablei-
tungen in diesem Punkt enthélt), wird dann als Ableitung der Funktion an dieser Stelle bezeichnet.
Die Jacobi-Matrix enthélt die Steigungen der Tangenten an die Kurven, die sich auf der Fliache
ergeben, wenn man entlang der Koordinatenachsen wandert.

Analog wie bei Funktionen in einer Verdnderlichen gilt nun:

Satz 23.22 Ist f differenzierbar bei x¢, so ist £ dort auch stetig.

Definition 23.21 ist fiir die Praxis unhandlich, es gibt aber ein einfaches Kriterium:

Satz 23.23 Existiert die Jacobi-Matrix % einer Funktion f in der Nihe von xg und

ist g—i stetig an der Stelle x( (d.h., ist jede Komponente stetig), so ist f differenzierbar
(im Sinne von Definition 23.21) an der Stelle xq.

Damit schliefit sich nun unser Kreis und wir sind wieder bei unserer urspriinglichen
Definition 23.15 fiir stetige Differenzierbarkeit angelangt.

23.3 Extrema

In vielen Situationen sind die Extrema einer Funktion von mehreren Variablen gesucht (z.B. Ge-
winn eines Unternehmens in Abhéngigkeit von mehreren Parametern). Analog wie im Fall einer
Variablen bildet die Ableitung den Schliissel zu diesem Problem. Der folgende Abschnitt macht nur
fir reellwertige Funktionen Sinn, und nicht fiir vektorwertige. Denn Vektoren kénnen ja nicht der
Gro6fBe nach geordnet werden, daher kann man nicht von einem gréfSten oder kleinsten Funktionswert
sprechen.

Betrachten wir eine zweimal stetig differenzierbare Funktion f : R™ — R. Stellen
Sie sich am besten eine Funktion vor, die nur von zwei Variablen 1, zo abhéngt. Thr
Graph ist dann eine Fliche im R3. Um wieder auf vertrautes Gebiet zu kommen,
untersuchen wir die Anderung dieser Funktion an einer Stelle x in (irgend)eine
Richtung a. Dazu wandern wir entlang der Geraden mit Richtungsvektor a,

X = Xq + at,
durch xg. Auf der Fldche f ergibt sich damit die Kurve

g(t) = f(xo0 + at),

also eine Funktion, die nur noch von einer Variablen ¢ € R abhéngt.

Geometrisch passiert hier das Gleiche wie bei der Suche nach der Tangentialebene, nur wandern
wir diesmal nicht notwendigerweise in die Richtungen der Koordinatenachsen.

Unsere Uberlegung ist: Hat die Fliche f an der Stelle x = x ein Maximum (oder
Minimum), so muss auch die auf der Fliche verlaufende Kurve g an der Stelle t =0
ein Maximum (oder Minimum) haben.
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Der Funktionswert von g fiir ¢ = 0 ist gleich jenem von f fiir x = x0: g(0) = f(x0 +a-0) = f(x0).

Wenn die Kurve g bei ¢t = 0 ein Extremum hat, so muss ihre Ableitung hier gleich
0 sein. Es muss also ¢’(0) = 0 gelten. Die Ableitung ¢’(0) ist nach der Kettenregel
(Satz 23.18) gegeben durch das Matrixprodukt

0= Lxo) a=Y 2 o)y

Damit ¢’(0) = 0 fiir jede Richtung a gilt, miissen alle partiellen Ableitungen % an
der Stelle x¢ gleich null sein. Diese Bedingung wird meist mithilfe des so genannten

Gradienten von f (= Transponierte der Jacobi-Matrix),

of

T Oz
gradf:@) -

X of

0Ty

formuliert:

Satz 23.24 (Notwendige Bedingung fiir lokale Extrema) An einem lokalen
Minimum oder Maximum xq einer differenzierbaren Funktion f : D C R™ — R
muss der Gradient verschwinden:

grad f(xg) = 0.

Der Gradient hat eine anschauliche geometrische Interpretation: Die Ableitung von g kann als
Skalarprodukt zwischen dem Gradienten und a,

g'(0) = (gradf(xo), a),
geschrieben werden. Diese Ableitung gibt die Steigung der Tangente an die Kurve g fiir ¢t = 0
an. Das ist also gerade die Anderung von f an der Stelle xg in Richtung von a. In diesem Sinn
wird % = (gradf(x0),a) auch als Richtungsableitung von f in Richtung a bezeichnet. Da das

Skalarprodukt den Kosinus des eingeschlossenen Winkels enthélt, ist diese Anderung am gréften,
wenn a parallel zum Gradienten ist. Der Gradient weist also in die Richtung des stdrksten Anstiegs
von f. Man kann ein Maximum daher numerisch suchen, indem man immer dem Gradienten folgt.

Eine alte Bergsteigerweisheit besagt, dass der schnellste Weg nach oben der steilste ist — also
immer dem Gradienten nach, wenn man als Erster am Gipfel sein méchte. Dass das Maximum
erreicht ist, wenn der Gradient verschwindet, ist fiir erfahrene Bergsteiger auch nichts Neues: Am
Gipfel ist man dann, wenn es nicht mehr weiter nach oben geht.

Beispiel 23.25 Gradient
Finden Sie die Nullstellen des Gradienten der Funktion f(x) = z1(z2 — 1) + 273.

Losung zu 23.25 Die Bedingung fiir das Verschwinden des Gradienten lautet

(= (77 L43) (0,

Es miissen also die beiden Gleichungen zo — 1 + 396% = 0 und x; = 0 erfiillt sein.
Einsetzen der zweiten Gleichung in die erste ergibt xo = 1. Damit ist die einzige
Nullstelle

Xo = (O, 1) [ |
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Haben wir nun eine Nullstelle des Gradienten gefunden, woher wissen wir, ob es
sich um ein Maximum oder Minimum (oder um gar keines der beiden) handelt? Die
Antwort ist, wie im Fall einer Variablen, in den héheren Ableitungen zu finden. Be-
trachten wir wieder g(t) = f(x0 + at) und berechnen das zugehorige Taylorpolynom
g(t) = g(0)+¢'(0)t+1g"”(0)t*. Der erste Term ist g(0) = f(xo) und auch den zweiten
Term ¢'(0) = %(xo)a kennen wir schon. Der dritte ist etwas miithsam zu berechnen,
aber aus der Kettenregel folgt

1 62
g"(0) = a’ . TXJ;(XO) -4,

wobei
o 9%
an 3$1811 azlaxn
ax2 . . .
0% f . o f
0x,0xq Oxp 0Ty,

die so genannte Hesse-Matrix von f ist. Setzen wir alles zusammen, so erhalten

WIr
2
f(xo +at) = f(xg) + g—i(xo) -at+ %aT . %(xo) at?,

Das ist die Verallgemeinerung der Taylorreihe fiir Funktionen von mehreren Variablen, wir wollen
hier aber nicht nidher darauf eingehen.

Beispiel 23.26 (—CAS) Hesse-Matrix
Berechnen Sie die Hesse-Matrix von f(x) = z1(z2 — 1) + 275.

Losung zu 23.26 Zuerst brauchen wir die partiellen Ableitungen erster Ordnung;:

oF _ 2 O _
0z, T2 — 1+ 327, D2y

xq.

Nun kénnen wir die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung berechnen:

22 ) 22 9
o f 9 1 2°f o)

611812 = Bwl xl = 8w§ = 8902 1'1 = O

&_ 6171 1
oxz2 1 0)°

Die Tatsache, dass die Hesse-Matrix im letzten Beispiel symmetrisch ist, ist kein
Zufall, das folgt natiirlich aus der Vertauschbarkeit der partiellen Ableitungen
(Satz 23.20). Insbesondere hitten wir uns daher die Berechnung einer der beiden
gemischten Ableitungen sparen kénnen.

Falls f ein Maximum hat, so muss auch g ein Maximum haben. Eine hinreichende
Bedingung dafiir ist

Somit ist die Hesse-Matrix
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fiir alle a # 0. Die Hesse-Matrix sollte also negativ definit sein (siche Abschnitt
»Symmetrische Matrizen“ in Band 1). Wie im Fall einer Variablen lautet nun das
Kriterium:

Satz 23.27 Eine Funktion f € C?(D,R) hat bei x( ein lokales Minimum bzw.
Maximum, falls der Gradient verschwindet, d.h.,

0
gradf(xo) = 22 (x0) = 0,
und die Hesse-Matrix
0% f
W(XO)

positiv bzw. negativ definit ist.

Bleibt am Ende nur noch die Frage, wie man erkennt, ob eine Matrix positiv bzw.
negativ definit ist. Erinnern Sie sich dazu an die Definition der Eigenwerte aus Ab-
schnitt ,, Eigenwerte und Eigenvektoren“ in Band 1: Das sind die Nullstellen des
charakteristischen Polynoms

det(A — AI) = 0.

Falls A symmetrisch ist (und das ist die Hesse-Matrix), sind diese auf jeden Fall
reell und A ist genau dann positiv (negativ) definit, wenn alle Eigenwerte positiv
(negativ) sind.

Wir haben also ein Maximum, wenn alle Eigenwerte negativ sind und ein Mini-
mum, wenn alle Eigenwerte positiv sind (Abbildung 23.6). Gibt es Eigenwerte mit

Abbildung 23.6. Maximum bzw. Minimum xo = 0 der Funktion f(x) = —a? — 23 bzw.
f(x) = af + 3.

verschiedenen Vorzeichen, so gibt es Richtungen, entlang denen ein Maximum vor-
liegt und Richtungen, entlang denen ein Minimum vorliegt. Man spricht von einem
Sattelpunkt (Abbildung 23.7). Andernfalls (d.h., falls einer der Eigenwerte Null
ist) ist keine Aussage moglich.

Da die Determinante das Produkt der Eigenwerte ist, haben wir speziell in zwei
Dimensionen folgende einfache Regel (siehe Abschnitt ,Eigenwerte und Eigenvekto-
ren® in Band 1, wo auch der allgemeine Fall behandelt wird):
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Abbildung 23.7. Sattelpunkt xo = 0 der Funktion f(x) = z? — z3.

Satz 23.28 Der Gradient von f € C?(R% R) verschwinde bei xq. Betrachten wir
die Determinante der Hesse-Matrix:

o Ist det(%(xo)) > 0, so handelt es sich
— um ein Minimum, falls g—ig(xo) > 0 und
1
— um ein Maximum, falls g—i’;(xo) < 0.
1

o Ist det(%(xo)) < 0, so handelt es sich um einen Sattelpunkt.
o Ist det(%(xo)) =0, so ist keine Aussage moglich.

Q Q|

2 2
Im ersten Punkt kann statt % auch 2712’ verwendet werden. Beide haben dasselbe Vorzeichen.
1

Denn ist die Determinante einer symmetrischen (2,2)-Matrix positiv, so sind die Hauptdiagonal-
elemente entweder beide positiv oder beide negativ.

Beispiel 23.29 Extrema
Untersuchen Sie, welchen Typ von Extremum die Funktion f(x) = z1(z2—1) 423
bei x¢ = (0, 1) hat.

Lésung zu 23.29 Wir wissen bereits aus Beispiel 23.25, dass der Gradient an der
Stelle xg = (0,1) verschwindet. Die Hesse-Matrix, die wir bereits in Beispiel 23.26
berechnet haben, lautet an der Stelle xg = (0,1)

o 0 1
G0 = (1 o)

Das charakteristische Polynom der Hesse-Matrix ist

82 f

det(@

(x0) — AII) = det (? 1A> =\ 1.

Die Eigenwerte sind somit +1 und —1. Sie haben verschiedene Vorzeichen, daher
liegt bei xg = (0,1) ein Sattelpunkt. [ |

Zum Schluss noch ein etwas anspruchsvolleres Beispiel:

Beispiel 23.30 Ausgleichsgerade
Gegeben sind n Messwerte (a;,b;), ¢ = 1,...,n. Finden Sie eine Gerade g(z) =
kx + d, so dass die quadratische Abweichung
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n

> (b — gai))”

i=1
minimal wird (Gaufi’sche Methode der kleinsten Quadrate).

Losung zu 23.30 Wir setzen (z1,x2) = (k,d), dann miissen wir das Minimum der

Funktion
n

f(X) = Z(b, — X1Q; — :L‘Q)Q
i=1
finden. Zunichst miissen wir den Gradienten berechnen
21 2(bj — @1a; — z2)(—ay)
d(f) = I
grad(f) ( S 2(by — w0y — a2)(—1)

j=1

und die Nullstellen suchen. Fiithren wir folgende Abkiirzungen ein

1 Ol
EZEZGJ‘, b:ﬁZbJ,

so lasst sich unser Gradient iibersichtlich als

Az + axo _,B
ari +x2—0b

wad() =20 (

schreiben. Das lineare Gleichungssystem grad(f) = 0 fiir 1,z kann leicht geldst
werden und die Losung lautet
B —ab bA —aB

r1 — ——5 To =
A—a%’

Um nachzuweisen, dass es sich um ein Minimum handelt, miissen wir noch zeigen,

dass die Hesse-Matrix
#f_, (A
ox2 n a 1

positiv definit ist. Da A > 0 miissen wir nur noch iiberpriifen, dass

>*f 2 2
ebenfalls positiv ist. Dazu verwenden wir

d(a;—a)? = Y (a)—20;a+a) =) al—2ay aj+na
i=1 j=1 j=1 j=1
Za? — 2na@® + na® = Za? —na® =n(A—-a?),

=1 =1
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woraus

4n*(A—a@*) = 4n Z(aj —a)? >0
j=1

folgt. Somit liegt in der Tat ein Minimum vor.

In der Statistik verwendet man statt A, B die Abkiirzungen
n 1 n _
83:72(0@—5)2, Sab = Z(aj—a)(bj—b),
j=1

1
n—ljz1 n—lj

und wir wollen noch kurz den Zusammenhang herstellen. Gerade eben haben wir ja (n — 1)s2 =
n(A—a?) gezeigt und analog kann man (n—1)s,;, = n(B—ab) nachrechnen. Mit diesen Abkiirzungen
nimmt unsere Lésung die einem Statistiker vertraute Form

Sab 7 —Sab

1 = To=b—a

52’ s2

an. .

23.4 Mit dem digitalen Rechenmeister

Graphische Darstellung

Zur Veranschaulichung einer reellwertigen Funktion von zwei Variablen kann der Be-
fehl P1ot3D[f[x, y], {x, xmin, xmax}, {y, ymin, ymax}] verwendet werden. Abbildung 23.1
wurde mit

In[1]:= Plot3D[2 — x* — y?, {x, —2,2}, {y, —2,2},ClippingStyle — None,
PlotPoints — 50,Mesh — False,PlotRange — {—1,2}]
erzeugt.

Partielle Ableitungen

Mit Mathematica kénnen wir partielle Ableitungen wie folgt berechnen:

In[2]:= D[x;1x3, xy,%]
Qut[2]= O
oder

In[3]:= D[XlxgaXhXZ]

Out([3]= 3x3

Hesse-Matrix

Mit Mathematica erhalten wir die Hesse-Matrix mit

In[4]:= Table[D[x;(xo — 1) + x3, %5, %], {3, 2}, {k, 2}]//MatrixForm
Out [4]//MatrixForm=

6.’51 1
1 0
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23.5 Kontrollfragen

Fragen zu Abschnitt 23.1: Grenzwert und Stetigkeit

Erklidren Sie folgende Begriffe: konvergent, Grenzwert, Stetigkeit.

1.

Wo sind folgende Funktionen stetig?

a) f(x) = cos(ay + ) b) flx) = =2

Richtig oder falsch?

a) Jede differenzierbare Funktion ist auch stetig.

b) Aus der Stetigkeit der partiellen Ableitungen folgt Differenzierbarkeit.

Fragen zu Abschnitt 23.2: Ableitung

Erklaren Sie folgende Begriffe: differenzierbar, Ableitung, partielle Ableitung, Jacobi-
Matrix, Kettenregel.

1.

Richtig oder falsch?
a) %(J;—i—y):x—l—l b) 0%290120 c) a%lxlxgzl
Berechnen Sie die partiellen Ableitungen folgender Funktionen:

a) f(x) = cos(zy + z2) b) f(x) = 3:1—?—7

Fragen zu Abschnitt 23.3: Extrema

Erklidren Sie folgende Begriffe: Richtungsableitung, Gradient, Hesse-Matrix, posi-
tiv/negativ definit.

1.

w

Richtig oder falsch? An einem lokalen Maximum einer differenzierbaren Funktion
verschwindet der Gradient.

Richtig oder falsch? Fiir die zweiten partiellen Ableitungen einer zweimal diffe-
renzierbaren Funktion f(z1,z9) gilt:

. 2f 0%f b 2f 03f
8I18I1 - 8I28$2 89318:E2 B 81:28:131

Wie lautet die Hesse-Matrix von f(x) = z123?
Richtig oder falsch? Verschwindet der Gradient bei xg und sind alle Komponen-
ten der Hesse-Matrix bei xg positiv, so ist xg ein Minimum.

Loésungen zu den Kontrollfragen

Lésungen zu Abschnitt 23.1

1.

2.

a) stetig fiir alle x € R?
b) stetig fiir alle x € D = {x € R%|z; + x5 # 0}
a) richtig b) richtig
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Loésungen zu Abschnitt 23.2

1. a) Falbch richtig ist 1.  b) richtig  ¢) Falsch; richtig ist xs.
2. a) axl = 85 = —sin(z1 + x2)
b) of _ of _ -5
oxq Oxzo (z1+x2)?

Loésungen zu Abschnitt 23.3

1. richtig
2. a) falsch  b) richtig
3.

Pf (0 3a3
8){2_ 31’% 6$1I2

4. Falsch; alle Eigenwerte miissen positiv sein.

23.6 Ubungen

Aufwirmiibungen

1. Berechnen Sie folgende partielle Ableitungen:

a) %(.ﬁ +3y—T7) b) 6—21 sin(z1x2) c) Bwaam cos(x3xs)
2. Berechnen Sie den Gradienten von f(x) = 1 + 2.
3. Das Risiko bei einem Portfolio aus drei Aktien ist gegeben durch
a3,

1 1
*Oé%“rag‘i‘*

R(ai, s, 03) = > 5

wobel aq + a2 + a3 = 1 und «; € [0, 1] die Anteile sind, die in der j-ten Aktie
veranlagt wurden. Bei welchen Anteilen ergibt sich das minimale Risiko?

Weiterfithrende Aufgaben

1. Ist die Funktion
sin(z1x2)
fo) = etz X7
0, x=0

stetig bei xg = 07 Existiert die Jacobi-Matrix bei 07 Ist die Funktion differen-
zierbar bei 07
2. Berechnen Sie
83
(91‘1817

‘LI‘L2

5€

3. Berechnen Sie die Hesse-Matrix von f(z1,22) = cos(z1 + x2).
Finden Sie alle lokalen Extrema der Funktion f(x) = 2} + 23 + 23 — 225.
5. Finden Sie alle lokalen Extrema der Funktion f(x) = exp(z$ + 23 — 321).

=~
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6. (Lagerkostenfunktion) Durch Lagerung und Transport zweier Produkte ent-
stehen bei einer Bestellmenge x = (1, 22) der beiden Produkte Kosten von
a b
Kx)=—+4+ —+4cx1+dzy +e.
T To
Bei welcher Bestellmenge x = (x1,x2) sind die Kosten minimal?
7. Aus einem Draht der Linge 1 soll ein Quader mit maximalen Inhalt gemacht
werden. Was sind die optimalen Kantenldngen x1, xo, x37

Loésungen zu den Aufwirmiibungen

1. a) 1 b) xg cos(z1x2)
c) Bizl (_5”% Sin(ﬁfﬂz)) = —2x325 cos(x
2. gradf(x) =(1,1)

3. Wir verwenden ag = 1 — a3 — ap um a3 zu eliminieren:

219) — 221 sin(2229)

1 1
R(ay,a9) = 5@? + a2+ 5(1 — a1 —a)?.

Der Gradient lautet

gradR(aq, ag) = <2a1 A 1>

a1 +3as — 1
und die Nullstelen sind die Losungen des lineare Gleichungssystems
201 + ag =1, a1 + 3ag = 1.
Es gibt nur eine Losung oy = %, Qg = % Die Hesse-Matrix lautet
(i 3)
1 3

und ist positiv definit. Unsere Losung ist also ein Minimum. Die optimalen An-

teile sind somit ay = %, g = % und a3 = %

(Losungen zu den weiterfithrenden Aufgaben finden Sie in Abschnitt B.23)
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Differentialgleichungen

24.1 Grundlagen

Angenommen, z(t) beschreibt die Grofie einer Population (z. B. Bakterien) zur Zeit
t. Im einfachsten Fall ist die Zunahme der Population proportional zur vorhandenen
Population, d.h.,

La(t) = alt),

wobei p > 0 (griech. Buchstabe ,mii“) die Wachstumsrate ist. Diese Annahme er-
gibt also eine Gleichung, die eine unbekannte Funktion z(¢) mit ihrer Ableitung
verkniipft.

Definition 24.1 Eine Gleichung, die eine reelle Funktion z(¢) mit ihren Ableitungen
verkniipft,
F(z™(¢),...,z(t),t) =0,

(mit einer stetigen Funktion F) wird (gewdhnliche) Differentialgleichung ge-
nannt. Wir werden immer davon ausgehen, dass eine Differentialgleichung nach der
hochsten Ableitung aufgelost werden kann:

M (t) = f"V@),. .., z(0),t).

In diesem Fall ist n die Ordnung der Differentialgleichung. Hangt f nicht von
t ab, also 2™ (t) = f(z™V(t),...,z(t)), so spricht man von einer autonomen
Differentialgleichung.

Eine Funktion z(t), die die Differentialgleichung erfiillt, wird Lésung der Dif-
ferentialgleichung genannt. Meistens sucht man eine Losung auf einem offenen
Intervall I, die an einer Stelle ¢y € I bestimmte Anfangswerte (auch Anfangsbe-
dingungen)

x("_l)(to) = Tn-1, coog LL'(to) = X0

erfiillt. Man spricht in diesem Fall von einem Anfangswertproblem.

G. Teschl, S. Teschl, Mathematik fiir Informatiker, eXamen.press,
DOI 10.1007/978-3-642-54274-9 7, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2014




180 24 Differentialgleichungen

Beispiel 24.2 Lésung einer Differentialgleichung
Zum Beispiel ist
2’ (t) +z(t) =0

eine autonome Differentialgleichung zweiter Ordnung. Die Funktion x(t) = cos(t)
ist eine Losung, da 2" (t) +x(t) = — cos(t) +cos(t) = 0. Die Funktion x(t) = t? —3
ist keine Losung, da 2”(t) + z(t) = 2+t — 3 =t — 1 # 0 (die Gleichung muss
fiir alle ¢ erfiillt sein!).

Im Gegensatz zu gewdshnlichen Differentialgleichungen wird eine Gleichung, die eine Funktion von
mehreren Variablen mit ihren partiellen Ableitungen verkniipft, eine partielle Differentialglei-
chung genannt. Ein Beispiel ist die Wellengleichung %u(:{:,t) — C%g%u(r,t) = 0, die die Aus-
breitung von elektromagnetischen Wellen, Schallwellen, etc. beschreibt. Hier bedeutet u(z,t) die
Auslenkung am Ort x zur Zeit ¢ und c ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Welle. Partielle
Differentialgleichung sind um ein Vielfaches komplizierter als gewdhnliche, und wir werden nicht
weiter auf sie eingehen.

Das Wachstum unserer Population wird also durch die autonome Differentialglei-
chung erster Ordnung z'(t) = pxz(t) beschrieben. Da wir wissen, dass die Ablei-
tung der Exponentialfunktion wieder die Exponentialfunktion ergibt, ist es hier nicht
schwer, eine Losung zu erraten:

x(t) = e,

denn 2/(t) = pe* = px(t). Wir kénnen diese Lésung sogar noch mit einer beliebigen
Konstante C' € R multiplizieren, z(t) = Ce”', und erhalten wieder eine Losung.
Setzen wir t = 0, so sehen wir, dass £(0) = C' die Anfangspopulation ist. Fiir eine
gegebene Anfangspopulation 2(0) = zy (Anfangsbedingung) ist die Losung also

x(t) = g et

Sie ist fur 4 = 1.2 und z(0) = 10 in Abbildung 24.1 dargestellt.

x(t)
1200

1000}
800
600
400

200

1 2 3 +!

Abbildung 24.1. Exponentielles Wachstum z’(¢) = 1.2 z(¢) mit z(0) = 10.

Haben wir damit schon alle Losungen gefunden, oder haben wir noch eine iibersehen? Sei x(t)
irgendeine Losung. Dann gilt %(m(t)e_”‘t) =2/ (t)e H —px(t)e Pt = (2'(t) —pz(t)e ™ =0 (da
fiir eine Losung z/(t) = px(t) ist). Da die Ableitung von z(t)e™#* verschwindet, ist dieser Ausdruck
konstant: x(t)e”#t = xq, d.h., x(t) = xg e#’. Somit ist jede Losung von dieser Form.

Aus praktischer Sicht ist unsere Annahme, dass eine Population unbegrenzt wachsen
kann, unrealistisch. Gehen wir davon aus, dass es eine maximale Grenzpopulation
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gibt, die wir auf = 1 festsetzen (das entspricht 100%). Dann erhélt man das
logistische Wachstumsmodell

Lat) = w1~ 2(t)a(r).

Das Wachstum ist proportional zur vorhandenen Population z(t) und zur verblei-
benden Kapazitét 1 — x(t) (Abstand zur Grenzpopulation). Hier ist es nicht mehr
ganz so leicht moglich, die Losung zu erraten. Beginnen wir daher zunéchst mit
einer qualitativen Diskussion. Das heifit, wir versuchen, qualitative Eigenschaften
der Losung (z. B. Monotonie, Beschriinktheit, langfristiges Verhalten) direkt von der
Differentialgleichung abzulesen, ohne die Losung zu kennen.

Schon bei der Integralrechnung haben wir gesehen, dass es Integrale gibt, die nicht mit den uns
bekannten Funktionen gelést werden kénnen. Bei den Differentialgleichungen ist es noch viel schlim-

mer, denn eine Lésung kann nur in wenigen Spezialfillen explizit angegeben werden. Trotzdem ist
es oft moglich, wichtige Eigenschaften der Losung direkt von der Differentialgleichung abzulesen.

Dazu zeichnen wir zunéchst die rechte Seite f(z) = p(1 — x)z unserer Differential-
gleichung (siche Abbildung 24.2). Es handelt sich um eine Parabel mit den beiden

~

(z)

NS

1\ g
Abbildung 24.2. Wachstumsgeschwindigkeit f(x) = u (1 — z)z beim logistischen Wachs-
tum.

0

vl +

Nullstellen & = 0, z = 1 und dem maximalen Wert 4§ bei x = %

Die Differentialgleichung lautet also ‘é—f = f(z) mit f(z) = u(1 — z)z. Per Definition ist f(x)
somit gerade die zeitliche Anderung (Ableitung) von . Am Vorzeichen von f fiir eine bestimmte
Population x kénnen wir daher ablesen, ob die Population hier monoton wéchst (f(z) > 0) oder
falls (f(z) < 0).

X(t) X(t)
1.2} 1.2
1.0F
0.8F
0.6F
04t
0.2+
0 2 4 6 8 ' 0 2 4 6 8 0

Abbildung 24.3. Logistisches Wachstum z'(t) = (1 — z(¢))z(¢t) mit z(0) = 0.2 bzw.
z(0) =1.2.
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Wenn wir mit einer Population starten, die kleiner als die Grenzpopulation ist,
x2(0) = xp < 1, so gilt f(xg) > 0. Unsere Population nimmt also zu (siche Abbil-
dung 24.3 links). Je néher sie der Grenzpopulation kommt, umso langsamer wichst
sie (f ist zwar positiv, wird aber immer kleiner — sieche Abbildung 24.2). Die Grenz-
population (Nullstelle von f) wird daher erst im Grenzwert fiir ¢ — oo erreicht.

Starten wir analog mit einer Anfangspopulation, die groler als die Grenzpopula-
tion ist, zp > 1, so ist f hier negativ. Die Population nimmt daher monoton ab und
konvergiert wiederum fiir ¢ — oo gegen die Grenzpopulation (siehe Abbildung 24.3
rechts).

Beispiel 24.3 Logistisches Wachstum mit Ernte

Eine bestimmte Pilzkultur vermehrt sich nach dem logistischen Wachstumsmodell.
Angenommen, es wird kontinuierlich eine Pilzmenge i > 0 pro Zeiteinheit geerntet.
Was ist die optimale Erntemenge h?

Lésung zu 24.3 Um diese Situation zu modellieren, miissen wir die Ernterate h
als zusétzlichen Term auf der rechten Seite der logistischen Differentialgleichung
abziehen:

%x(t) =p(l—x(t)x(t) — h.

Geometrisch bedeutet das, dass die urspriingliche Parabel um h nach unten verscho-
ben wird. Je nachdem, wie grof} h ist, wie weit die Parabel also nach unten verschoben
wird, gibt es zwei, eine oder keine Nullstelle der Parabel fj,(z) = u (1 —x)x —h. An
einer Nullstelle von f besteht, wie zuvor, ein Gleichgewicht zwischen Pilzvermehrung
und Ernte (die zeitliche Anderung der Pilzmenge ist null).

fn(z)

Abbildung 24.4. Wachstumsgeschwindigkeit beim logistischen Wachstum mit Ernte.

e Fiir 0 < h < & gibt es zwei Nullstellen der Parabel (sieche Abbildung 24.4).
Links von der ersten Nullstelle ist fj(x) negativ. Wenn die Anfangspopulation
also hier liegt, nimmt die Population monoton ab, bis sie ausgestorben (z = 0)
ist.

Zwischen den beiden Nullstellen ist fj,(z) positiv. Startet die Population in die-
sem Bereich, so wird sie daher zunehmen und gegen die Population, die durch
die zweite Nullstelle von f gegeben ist, konvergieren.

Starten wir rechts von der zweiten Nullstelle, so ist fj(x) wieder negativ. Die
Pilzmenge wird abnehmen und gegen die zweite Nullstelle von f konvergieren.
Die Richtung, in die sich die Pilzmenge z(¢) &ndert, ist in Abbildung 24.4 durch
Pfeile angedeutet.
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e Fir h = % fallen beide Nullstellen bei xz = % zusammen. Ist die Population
zu Beginn kleiner als x = %, so nimmt die Pilzkultur ab, bis sie irgendwann
ausgestorben ist (d.h., x = 0 erreicht ist). Starten wir mit einer Population

L1 'so nimmt sie ebenfalls ab, bis « = 1 erreicht ist.

grofler als © = 3, 5
e Fiir h > 4 sind alle Nullstellen verschwunden und fj, (x) ist iiberall negativ. Egal,
wo wir starten (d.h., wie viele Pilze zu Beginn vorhanden sind), die Population

nimmt bei dieser Ernterate h immer ab, bis sie ausgestorben ist.

Diese Uberlegungen zeigen, dass h = £ die aus theoretischer Sicht optimale (maxi-

male) Ernterate ist. Praktisch gesehen gibt es dabei aber noch ein kleines Problem:
Wie wir uns iiberlegt haben, konvergiert die Pilzmenge x(t) fiir die Ernterate h = 4
gegen die Nullstelle % (falls die Anfangspopulation rechts davon liegt). Sie wird also
nach einiger Zeit beliebig nahe bei % liegen. Gibt es nun eine kleine Stérung und die
Pilzmenge sinkt unter %, so nimmt sie in Folge ab und stirbt aus! Die Losung ist
also instabil.

Wihlen wir h < %, so gibt es, wie wir oben iiberlegt haben, den stabilen Bereich
rechts von der linken Nullstelle: Wenn die Anfangspopulation irgendwo in diesem
Bereich liegt, so wird sie (auch bei kleinen Storungen) immer zur rechten Nullstelle
konvergieren. Deshalb ist eine Ernterate knapp unter 4 aus praktischer Sicht zu
bevorzugen. |

Ist es nicht ziemlich beachtlich, was man alleine von der Differentialgleichung iiber die Lésung
ablesen kann, ohne die Lésung zu kennen!

Analog kann eine beliebige autonome Differentialgleichung erster Ordnung behandelt
werden:

Satz 24.4 Gegeben ist die autonome Differentialgleichung erster Ordnung

d
Za(t) = f2)

mit einer differenzierbaren Funktion f. Dann gibt es zu jeder Anfangsbedingung
x(0) = z eine eindeutige Losung, die in einem offenen Intervall um ¢ = 0 definiert
ist. Fiir diese gilt:

a) Ist f(xzo) =0, so ist z(t) = x¢ fiir alle ¢. D.h., wenn wir bei einer Nullstelle von
f(x) starten, so bleibt die Lésung fiir alle Zeiten konstant gleich diesem Wert.

b) Ist f(xzo) # 0, so konvergiert z(t) gegen die erste Nullstelle links (f(z¢) < 0)
bzw. rechts (f(xzo) > 0) von zy. Gibt es keine solche Nullstelle, so konvergiert
die Losung gegen —oo bzw. co.

Punkt a) entspricht im Erntebeispiel 24.3 dem Fall, dass gleich viel geerntet wird
wie nachwéchst. Bei dieser Populationsgrofie ist also ein Gleichgewicht vorhanden:

Definition 24.5 Die Nullstellen von f(z) heien Fixpunkte oder Gleichge-
wichtslagen der Differentialgleichung. Ein Fixpunkt zy heifit asymptotisch sta-
bil, falls es ein offenes Intervall um zy gibt, sodass alle Losungen, die hier starten,
fiir t — oo gegen xg konvergieren.
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Beispiel: Fiir die logistische Gleichung f(z) = p (1 — )z ist g = 1 asymptotisch
stabil.

Im Erntebeispiel 24.3 ist, wie wir oben {iberlegt haben, fiir h < % die rechte Nullstelle asymptotisch
stabil. Das wird durch die beiden Pfeile bei dieser Nullstelle in Abbildung 24.4 angedeutet. Die
Ableitung von f ist an dieser Nullstelle negativ. Allgemein kénnen wir am Vorzeichen der Ableitung
von f am Fixpunkt ablesen, ob dieser asymptotisch stabil ist oder nicht:

Satz 24.6 Eine Gleichgewichtslage z ist asymptotisch stabil, falls f/(z) < 0. Ist
1/ (zo) > 0, so ist die Gleichgewichtslage 2y nicht asymptotisch stabil.

Beispiel: Fiir die logistische Gleichung gilt f/(1) = —p < 0.
Versuchen wir nun aber doch, die Losung der logistischen Differentialgleichung
zu finden.

Beispiel 24.7 Logistisches Wachstum
Losen Sie die logistische Gleichung 2/(t) = px(t)(1 — z(t)).

Lésung zu 24.7 Bringen wir zunichst alle z(¢) auf die linke Seite, so lautet die
Differentialgleichung
' (t) .y
a(t)(1—a(t))

Integrieren wir nun auf beiden Seiten von 0 bis ¢,

/ot mds = /Otuds,

und substituieren y = x(s), so erhalten wir

/w“’d@/_m
z Y1 =)

Verwendet man die Partialbruchzerlegung (siche Abschnitt 18.1)

1 1 . 1
yl-y) y 1-y
so kann das Integral leicht gelost werden:

) —ag) _
In(z(t)) — In(1 — z(t)) — In(zo) + In(1 — z¢) = In m =

Auflosen nach z(t) ergibt schliefilich

B xoett
1t ae(ert —1)°

x(t)

Die Losung ist fiir 4 = 1 und fiir g = 0.2 bzw. £y = 1.2 in Abbildung 24.3 darge-
stellt. [ |

Beachten Sie, dass das qualitative Verhalten von der expliziten Losung schwerer als
von der Differentialgleichung selbst abgelesen werden kann!
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Satz 24.8 (Separation der Variablen) Die Losung der Differentialgleichung

Lalt) = F@)e(0),  alto) =

[ = o

nach z(t) erhalten werden. Man spricht auch von Trennung der Variablen und
nennt die Differentialgleichung separierbar (oder trennbar).

kann durch Auflésen von

Wir haben hier die Integrationsvariablen y bzw. s genannt, um eine Verwechslung
mit den Integrationsgrenzen zu vermeiden. Ist keine Anfangsbedingung gegeben, so
kann auf beiden Seiten unbestimmt integrieren werden. Es reicht dabei, die Integra-
tionskonstante auf einer Seite zu beriicksichtigen.

Der Name ,, Trennung der Variablen“ kommt daher, dass von der Differentialgleichung % = f(x)g(t)
alle Terme mit z auf die eine Seite und alle Terme mit ¢ auf die andere Seite des Gleichheitszeichens

gebracht werden. Formal kénnen wir dabei % wie einen gewohnlichen Bruch behandeln. Wir
erhalten dann: 4
i
—— =g(t)dt
f(@)

Danach werden beide Seiten integriert, die linke nach x, die rechte nach t.

Beispiel 24.9 (—CAS) Separation der Variablen
Losen Sie die Differentialgleichung

dx(t)

e 2y/xz(t), x(0)=x0>0.

Geben Sie speziell die Losungen fiir die Anfangsbedingungen
a) g = 3 und b) g = 0 an.

Losung zu 24.9 Die Differentialgleichung ist separierbar, denn es ist moglich, alle
z-Terme auf die eine Seite zu bringen (f(z) = 2v/z) und alle t-Terme auf die andere
Seite (die ¢t-Terme sind hier konstant: g(t) = 1):

dx
—— =1-dt.
2\/x

Nun fiigen wir auf beiden Seiten das Integralzeichen hinzu (und nennen die Integra-
tionsvariablen y bzw. s, weil x bzw. t fiir die Integrationsgrenzen vergeben sind),

z(t) d t
/ = = ds,
o 2\/37 0

Va(t) = Vrg =1 -0,

integrieren links und rechts,
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und 16sen nach z(t) auf:

z(t) = (t + /x0)?, 0> 0.

Setzen wir nun konkrete Anfangswerte x( ein:

a) Fiir die Anfangsbedingung x¢ = 3 erhalten wir die Losung x(t) = (¢ + v/3)2.

b) Fiir die Anfangsbedingung x¢ = 0 erhalten wir die Losung z(t) = t2. Fiir diesen
Anfangswert gibt es eine spezielle Situation: Da xg = 0 ein Fixpunkt ist, ist auch
x(t) = 0 eine Losung (vergleiche Satz 24.4). Es gibt also zur Anfangsbedingung
zo = 0 mehrere Losungen. Das liegt daran, dass unsere Funktion f(z) = /= bei 0
nicht differenzierbar ist. ]

Fiir stetig differenzierbares f gibt es immer eine eindeutige Loésung;:

Satz 24.10 (Picard-Lindelsf) Es sei f stetig differenzierbar. Dann hat die Diffe-
rentialgleichung

2™ (t) = f@" D (), ... x(t),1)

zusammen mit den Anfangsbedingungen
sV (te) =zny, ..., a(to) =0

fiir jede Wahl der Anfangswerte x,,_1,...,Zo eine eindeutige Losung, die in einem
offenen Intervall um ¢, definiert ist.

Dieser Satz wurde zuerst vom finnischen Mathematiker Ernst Leonard Lindelsf (1870-1946) be-
wiesen. Der moderne Zugang formuliert das Problem als Fixpunktgleichung, die mit Iteration und
dem Banach’schen Kontraktionsprinzip gelost werden kann. Diese Picard-Iteration geht auf den
franzosischen Mathematiker Charles Emile Picard (1856-1941) zuriick. Der Satz von Peano (be-
nannt nach Giuseppe Peano, italienischer Mathematiker, 1858—1932) besagt, dass es zumindest eine
Losung gibt, wenn f stetig ist.

Die allgemeine Lésung einer Differentialgleichung n-ter Ordnung héngt von n Pa-
rametern ab. Aus der allgemeinen Losung erhélt man jede Losung der Differentialglei-
chung durch geeignete Wahl dieser Parameter. Insbesondere werden die Parameter
durch die Vorgabe von n Anfangsbedingungen eindeutig bestimmt. Fiir eine Diffe-
rentialgleichung erster Ordnung muss man also nur einen Anfangswert x(ty) = xo
vorgeben, um die Losung eindeutig festzulegen. Fiir eine Differentialgleichung zweiter
Ordnung benstigt man den Funktionswert z(tg) = z¢ und die Ableitung 2’/ (to) = 1
zum Anfangszeitpunkt ¢, etc. Wihlt man fiir die Anfangsbedingungen (bzw. die
Parameter) konkrete Zahlenwerte, so spricht man von einer speziellen Lésung der
Differentialgleichung. In Beispiel 24.9 haben wir zunéchst die allgemeine Losung be-
rechnet, die vom Parameter xy abhingt. Danach haben wir die speziellen Losungen
zu den Anfangswerten o = 3 bzw. xg = 0 berechnet.

Auch wenn f auf ganz R"*! definiert ist, kann es sein, dass die Losung nur lokal,
d.h. in der Nahe von t,, existiert.

Beispiel 24.11 Separation der Variablen
Losen Sie das Anfangswertproblem

2 (t) = 2(t)?,  2(0) = wo.
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Loésung zu 24.11 Wir trennen die Variablen,

dx
— =dt
x2 ’
schreiben das Integral an,
x dy t
[ [
x0 Yy 0
und integrieren beide Seiten:
1 1
— ——=t-0.
i) xT
Auflésen nach x ergibt
(t) =
z(t) = ———.
1-— Zo t

Da die Losung bei t = % eine Polstelle hat, ist die Losung nicht fiir alle t € R
definiert. Wenn zy > 0 ist, so ist das maximale offene Intervall, auf dem die Lésung
definiert werden kann, gleich (—oo, ﬁ) Das ist in Abbildung 24.5 fiir o = 2 darge-

stellt. Ist hingegen o < 0, so lebt die Losung auf dem offenen Intervall (?10’ 00).

x(t)

Abbildung 24.5. Die Losung des Anfangswertproblems z'(t) = x(t)?, 2(0) = 2 ist auf
dem offenen Intervall (—oo, 3) eindeutig definiert.

Natiirlich ist z(t) eine Losung fiir alle ¢t # % Wenn die Loésung aber bei zg > 0 startet, dann
verschwindet sie bei t = % im Unendlichen, und die Werte der Losung fiir ¢ > % haben damit

keinerlei praktische Bedeutung mehr. In Abbildung 24.5 hat also die Lésung fiir ¢ > % keine
praktische Bedeutung. Analoges gilt fiir zo < 0.

Im Fall 2o = 0 gilt 2(¢) = 0 und die Losung existiert fiir alle ¢ € R. |

24.1.1 Anwendung: Parabolspiegel

Wir bringen ein interessantes Beispiel aus der Telekommunikation, das zeigt, wie
Differentialgleichungen bei der Modellbildung in der Technik eingesetzt werden. Au-
Berdem zeigt es, dass es in der Praxis schnell kompliziert werden kann.

Falls Sie sich schon immer gefragt haben, warum die Satellitenschiissel auf IThrem Dach die Form
eines Paraboloids hat, finden Sie hier die Antwort.
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Wir wollen die optimale Form eines Spiegels, der geradlinig einfallende Strahlen in
einem Punkt fokussiert, bestimmen.
Damit kénnte eine Antenne gemeint sein, die elektromagnetische Wellen einer weit entfernten Quelle

(z. B. eines Satelliten im All) auffingt, oder auch ein Scheinwerfer, der Licht von einem Punkt (dem
Glithfaden) moglichst geradlinig aussendet.

Wir wahlen unser Koordinatensystem so, dass die Strahlen in y-Richtung einfallen
und im Ursprung fokussiert werden. Da das Problem rotationssymmetrisch um die
y-Achse ist, reicht es, das Profil des Spiegels in der x,y-Ebene zu bestimmen. Wir
suchen also das Profil y(z).

Angenommen, ein Strahl trifft im Punkt (z,y) auf den Spiegel. Dann wird er
dort reflektiert und in den Ursprung (0,0) weitergeleitet (siehe Abbildung 24.6).
Das Reflexionsgesetz der geometrischen Optik besagt, dass der Winkel zwischen ein-

Ay

(z,y)

Abbildung 24.6. Fokussierung eines einfallenden Strahls durch einen Parabolspiegel.

fallendem Strahl und der Tangente an den Spiegel gleich dem Winkel zwischen dem
reflektierten Strahl und der Tangente sein muss (,,Einfallswinkel ist gleich Ausfalls-
winkel“). Aus der Vektorrechnung wissen wir, dass das genau dann der Fall ist, wenn
das Skalarprodukt der entsprechenden Einheitsvektoren gleich ist (sieche Abschnitt
»Skalarprodukt und orthogonale Projektion* in Band 1).

Der Einheitsvektor des einfallenden Strahls ist (0, —1), der Einheitsvektor des
reflektierten Strahls ist L_(—z,—y) und der Einheitsvektor der Tangente ist

L__(1,y'). Somit erhalten wir (der Faktor ——— kann auf beiden Seiten

V1+(y')? V1+(y')

gekiirzt werden)
() =) ()

oder, ausmultipliziert,

1
NCET A

Lésen wir nach 4’ auf, so erhalten wir die Differentialgleichung

) = z _ z VPP Yy VP 4y
Vat+y? -y Va2 +y?—y a2+ 4y (@2 +y?) -y
I2+ 2+ 2
YRRy ()
x x

xT
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Diese Differentialgleichung ist zwar nicht separierbar, aber da auf der rechten Seite
nur £ vorkommt, bietet es sich an, die neue Funktion

u(z) = @, x>0,
zu betrachten. Wegen

erhalten wir aus der Differentialgleichung fiir y folgende separierbare Differential-

gleichung fiir w:
1
Ul = ;(\/ 1 —|—U2)

Es bleibt also folgendes Integral zu 16sen:

/ du / dx
Vitwr ) oz’
Das rechte Integral kennen wir, das linke miissen wir entweder in einer Formelsamm-
lung (Tabelle A.1) nachschlagen oder dem Computer vorwerfen (in letzterem Fall

hétten wir natiirlich auch gleich die Differentialgleichung mit dem Computer 16sen
konnen). Als Ergebnis erhalten wir

arsinh(u) = In(z) + C,

wobei arsinh(u) die Umkehrfunktion des Sinus hyperbolicus sinh(z) = 1 (e” — e™*)
ist.
Sie kénnen das iiberpriifen, indem Sie arsinh’(u) = L mithilfe der Ableitungsregel fiir die

kY4 14+u2
Umkehrfunktion nachrechnen.
Um den arsinh(u) loszuwerden, nehmen wir beide Seiten als Argument des sinh und
erhalten

1 1
u = sinh(In(z) + C) = §(ecx _ e?)
T

Hier haben wir zuletzt den sinh gemé&f seiner Definition mit der Exponentialfunktion

ausgedriickt. Kiirzen wir e“ = a ab, so sehen wir, dass die optimale Form durch die
Parabel
(r) = zule) = 5 (aa? — -
)=zu(r)=<|ax*— -
4 2 a

gegeben ist.

24.2 Lineare Differentialgleichungen

Die meisten Differentialgleichungen kénnen zwar nicht explizit gelost werden, wie aber schon bei
den Rekursionen (siehe Abschnitt ,,Lineare Rekursionen® in Band 1) gibt es eine wichtige Klasse
von Differentialgleichungen, ndmlich lineare mit konstanten Koeffizienten, bei denen das doch geht.
In der Tat sind lineare Rekursionen und lineare Differentialgleichungen analog zu behandeln. Falls
Sie lineare Rekursionen schon kennen, werden Sie daher einige Déja-vu-Erlebnisse haben.
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Definition 24.12 Eine Differentialgleichung der Form

2@ = icj(t)xm(t)w(t)
J=0

= a1z V@) + ena )P (@) + .. 4 co(D)z(t) + g(t)

heifit lineare Differentialgleichung (n-ter Ordnung). Ist g(¢) = 0 fiir alle ¢, so
nennt man die Differentialgleichung homogen, ansonsten inhomogen. Dement-
sprechend heifit g(t) auch inhomogener Anteil der Differentialgleichung. Hingen
die Koeffizienten c;(t) nicht von ¢ ab, so spricht man von konstanten Koeffizien-
ten.

Eine lineare Differentialgleichung ist genau dann autonom, wenn sie konstante Koeffizienten hat
und der inhomogene Anteil g(¢) nicht vorhanden oder zumindest konstant ist.

Fiir lineare Differentialgleichungen kann die Aussage des Satzes von Picard-Lindelof verbessert
werden: Sind die Koeffizienten c¢;(t) stetig auf R, so existiert eine eindeutige Losung des Anfangs-
wertproblems fiir alle t € R.

Da man lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten ohne Probleme
16sen kann, ist es wichtig, sie mit einem Schlag erkennen zu kénnen:

Beispiel 24.13 Lineare Differentialgleichung

Klassifizieren Sie die Differentialgleichung:

a) a'(t) = 3x(t) — t? b) a(t) = x'(t) + x(t)? c) y"'(z) = V2y()
d) y' (@) =4y’ (z) + 2%y(x)  e) f'(t) = (1= f'(1)f(?)

Lésung zu 24.13

a) linear, inhomogener Anteil g(t) = —t2, konstanter Koeffizient ¢y = 3; die Ord-
nung ist 1

b) nicht linear, da x(t)? vorkommt; Ordnung 3

¢) linear, homogen, Koeffizienten ¢; = 0, co = v/2 sind konstant; Ordnung 2

d) linear, homogen; keine konstanten Koeffizienten, denn ¢ hiingt von x ab: ¢o(z) =
23, ¢; = 4; Ordnung 2

e) nicht linear, da das Produkt f/(¢)f(¢) vorkommt m

Folgendes Problem fiihrt zum Beispiel auf eine lineare Differentialgleichung mit kon-
stanten Koeffizienten: Betrachten Sie die Reihenschaltung bestehend aus einem ohm-

1S

Abbildung 24.7. RLC-Schwingkreis
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schen Widerstand R, einem Kondensator mit Kapazitit C' und einer Spule mit In-
duktivitdt L in Abbildung 24.7. Nach der ersten Kirchhoff’schen Regel fliefit durch
alle Bauteile der gleiche Strom I(¢). Nach der zweiten Kirchhoff’schen Regel ist die
Summe der Spannungsabfille an den Bauteilen gleich der von der Spannungsquelle
produzierten Spannung;:

U(t) =Ugr(t) + Uc(t) + UL(t).
Fiir den Widerstand gilt nach dem Ohm’schen Gesetz
Ugr(t) = RI(t).
Fiir die Spule gilt nach dem Induktionsgesetz

UL(t) = LG 10)

und fiir den Kondensator )
Uc(t) = =Q(t
C( ) CQ( )a

wobei Q(t) die elektrische Ladung am Kondensator ist. Da der Strom per Definition
gleich der Ladungsénderung ist, I(t) = £Q(t), erhalten wir folgende Differential-
gleichung fiir die Ladung am Kondensator:

d2

L) + R5Q() + 50 = U0,

Durch Differenzieren beider Seiten ergibt sich die Differentialgleichung

d? d 1 d

fiir den Strom.

Beispiel 24.14 Ladevorgang eines Kondensators
Losen Sie die Differentialgleichung fiir die Ladung eines Kondensators

d 1
Ra@(t) + 6Q(t) =Uo

durch eine Gleichspannung U(t) = Up (Fall ohne Spule: L = 0). Berechnen Sie
die Ladung Q(¢) am Kondensator, falls der Kondensator zur Zeit ¢ = 0 ungela-
den ist. Welche Ladung stellt sich langfristig am Kondensator ein (was ist also

Loésung zu 24.14 Die Differentialgleichung ist separierbar:
dq)

Ug 1

R RC

= dt.

Wir kénnen, wie im letzten Abschnitt, die Losung berechnen, indem wir beide Seiten
integrieren (rechts von 0 bis ¢ und links von der Anfangsladung Q(0) = 0 bis zur
Ladung Q(t) zum Zeitpunkt ¢):
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bzw., nach der Integration,

re(in(% - Low) -m (%)) =

1
(1 5690) = e

und Auflésen nach Q(t) erhalten wir die Losung

Durch Umformen,

Q(t) = UpyC(1 — e 7O).

Sie nihert sich exponentiell der maximalen Ladung UyC': lim;_,o, Q(t) = UpC' (siehe
Abbildung 24.8). |

UoC

Abbildung 24.8. Aufladung eines Kondensators

Den einfachsten Fall einer homogenen linearen Differentialgleichung erster Ordnung
mit konstantem Koeflizient, 2'(t) = cx(t), kénnen wir also leicht durch Separation
der Variablen 16sen: z(t) = x(0)et. Auch fiir die zugehérige inhomogene Differenti-
algleichung lésst sich die Lésung finden:

Satz 24.15 Die Losung der linearen Differentialgleichung erster Ordnung
'(t) = cx(t) + g(t)
ist

t
z(t) = z(to)e (tt0) —|—/ e¢t=3)g(s)ds.

to

Wieder kénnen Sie die Probe durch Differenzieren machen und so iiberpriifen, ob
das in der Tat die Losung ist!
Es kann sogar die allgemeine lineare Differentialgleichung erster Ordnung (ohne konstante Koeffi-
zienten)

2/ (t) = e(t)z(t) + g(t)

gelost werden:
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t
o(t) = z(tp)eCH=Clto) 1 [ CH=C(s) g(4)ds,
to
wobei C(t) = [ ¢(t)dt eine Stammfunktion von c(t) ist. Machen Sie wiederum die Probe!

Beispiel 24.16 Kondensator im Wechselstromkreis
Losen Sie die Differentialgleichung fiir einen Kondensator im Wechselstromkreis
mit einer sinusférmigen Spannungsquelle U (t) = Uy cos(wt):

d

4 _4
dt

(1) + ~1(t) = =

R C

U(t) = —wUp sin(wt).

Lésung zu 24.16 Wir werden diese Gleichung nicht direkt 16sen, sondern einen in
der Elektrotechnik iiblichen Trick anwenden. Dazu ersetzen wir formal die Wechsel-
spannung U(t) = Ug cos(wt) durch U(t) = Upe*? (,komplexe Spannung®). Auf der
rechten Seite der Differentialgleichung steht dann also die Ableitung davon:

d 1 _d

— _ — — 3 iwt
dtl(t)+ I(t) dtU(t) iwUpe™".

R C

Wir 16sen diese Differentialgleichung (die Rechnung wird nun um einiges einfacher!)
und nehmen von der erhaltenen (komplexen) Losung den Realteil. Das ist dann die
Losung der urspriinglichen Differentialgleichung mit Spannung U (t) = Uy cos(wt)!
Warum? Aufgrund der Euler’schen Formel
e!“t = cos(wt) + isin(wt)
ist die gegebene Spannung gerade der Realteil der formalen komplexen Spannung;:
Upel*t = Uy cos(wt) 4 iU sin(wt).

Indem wir die Differentialgleichung mit der komplexen Spannung losen, 16sen wir zwei Differenti-
algleichungen simultan: einmal fiir die Spannung U (¢) = Up cos(wt) (Realteil der Rechnung) und
einmal fiir die Spannung U (t) = Up sin(wt) (Imaginérteil der Rechnung).

Die Losung der Differentialgleichung mit komplexer Spannung kann wie im reellen
Fall erhalten werden, und auch die Formeln fiir das Differenzieren und Integrieren
dndern sich nicht. Wir kénnen also so rechnen, als ob wir es mit reellen Funktionen
zu tun hitten. Losen wir zunéchst nach der Ableitung auf:

1 iwUy
I/ _ _7[ iwt
rRC' TR
Nach Satz 24.15 gilt nun
t .
10) = 10+ [ o s
0
t
= 1) T 4 H 0o [ ot
0
= I(0)e 7O wlo T ! —e” RC (e%"’i‘“t—l)
R 5 +iw
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wobei wir die in der Elektrotechnik {ibliche Abkiirzung

1
Z=R—-i—
wC
(Impedanz) eingefiihrt haben.
Diese Grofle Z¢ = —i% kann formal als Widerstand des Kondensators aufgefasst werden.

Wegen f% < 0 klingt e~ ®c exponentiell ab. Daher ist nach kurzer Zeit nur noch
der zweite Anteil der Lésung sichtbar:

() ~ %U(t).

Um die Lésung unseres urspriinglichen Problems zu erhalten, nehmen wir nun davon
den Realteil. Dazu schreiben wir Z = |Z|e'?, dann gilt
Uo Uo

Z[ev ety = D Re(el@t¥)) = Yo cos(wt — ).

Re(I(t)) = Re( =17 =1z

Der Kondensator bewirkt also eine zusétzliche Phasenverschiebung um den Winkel
i des Stroms gegeniiber der Spannung.
Indem wir fiir den Kondensator formal den Widerstand Z¢ eingefiithrt und gemeinsam mit R zur

Impedanz Z zusammengefasst haben, konnen wir U = ZTI schreiben, was an das Ohm’sche Gesetz
erinnert.

Der Realteil R der Impedanz Z = R — ii wird auch als Wirkwiderstand und der Imaginérteil

% als Blindwiderstand bezeichnet. Der Absolutbetrag |Z| = /R2? + ﬁ heifit Scheinwi-
derstand. |

Kommen wir nun zu linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung. Beginnen wir
mit der homogenen Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten,

2" (t) = 12’ () + con(t).

Um die allgemeine Losung zu finden, miissen wir ein wenig ausholen.

Eine wichtige Eigenschaft homogener linearer Differentialgleichungen (beliebiger
Ordnung) ist, dass das Vielfache einer Losung, sowie die Summe zweier Losungen,
wieder Losungen sind. Ist die Ordnung zwei, so reichen zwei Lisungen aus, um alle
weiteren Losungen anzugeben:

Satz 24.17 (Superpositionsprinzip) Sind z;(t) und z3(t) zwei Losungen der ho-
mogenen linearen Differentialgleichung

2" (t) = 12’ (t) + cox(t),

und ist keine Losung ein Vielfaches der anderen, so lédsst sich jede Losung als Line-
arkombination
kll‘l(t) aF kzll?g(t)

dieser beiden Losungen schreiben. Die Konstanten k; und ko konnen aus den An-
fangsbedingungen bestimmt werden.
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Das Superpositionsprinzip gilt auch fiir homogene lineare Differentialgleichungen mit nicht-kons-
tanten Koeffizienten z'/(t) = c1(¢)z’ (t) + co(t)x(t). Es besagt, dass die Lésungen einen Vektorraum
der Dimension 2 bilden (der von zwei linear unabhéngigen Lésungen aufgespannt wird).

Wenn wir also zwei spezielle Losungen der homogenen Differentialgleichung kennen,
die nicht Vielfache voneinander sind, so haben wir damit bereits die allgemeine
Losung der homogenen Differentialgleichung gefunden.

Wie finden wir nun zwei geeignete spezielle Losungen der homogenen Differentialgleichung? Dazu
setzen wir den Ansatz x(t) = e* (mit einem ), das wir bestimmen méchten) in die homogene
Differentialgleichung

2" (t) = 12’ (t) + cox(t)
ein: A2eM = ¢1 e + cger. Kiirzen wir nun auf beiden Seiten durch e*, so sehen wir, dass der
Ansatz x(t) = e* genau dann eine Losung der homogenen Differentialgleichung ist, wenn X\ die so
genannte charakteristische Gleichung

)\2 =c1A+co

erfiillt. Nun gibt es (wie bei jeder quadratischen Gleichung) drei Moglichkeiten fiir die Losungen
A1 und Ao der charakteristischen Gleichung:

Satz 24.18 (Lineare homogene Differentialgleichung 2. Ordnung)
Gegeben ist die Differentialgleichung

2 (t) = 12/ (t) + coz(t) mit ¢, ¢o € R.
Sind A1, Ay die Nullstellen
c1 c1\2 (& @12
1 5 aF 9 + co 2 5 5 + co

der charakteristischen Gleichung \?> = ¢\ + ¢, so gilt (Fallunterscheidung):

e Wenn A\; und Ay verschieden und reell sind, dann hat die homogene Differential-
gleichung die allgemeine Losung

x(t) = ket 4 koet2t,

wobei ki, ks reelle Zahlen sind, die durch die Anfangsbedingungen festgelegt
werden. Sie ergeben sich aus dem Gleichungssystem x(0) = ki + ko, 2/(0) =
ki1 + ko)o.

e Sind die beiden Losungen der charakteristischen Gleichung identisch, A\; = Ay =
A, so ist die allgemeine Losung der Differentialgleichung durch

.’L‘(t) = (k‘1 + k‘gt)ekt

gegeben. Die Zahlen ki, ko ergeben sich aus den Anfangsbedingungen x(0) = k1,
x’(O) = k1A + ko.

e Sind beide Losungen nicht reell, dann sind sie konjugiert komplex, A\ = a +if3
und Ay = « — i8, und die allgemeine Losung der Differentialgleichung lautet

z(t) = ke cos(Bt) + kee® sin(Bt).

Die Zahlen k1, ks ergeben sich aus den Anfangsbedingungen z(0) = ky, 2/(0) =
kla aF kgﬂ
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Sehen wir uns gleich ein Beispiel an:

Beispiel 24.19 Lineare homogene Differentialgleichung 2. Ordnung

a) Losen Sie die Differentialgleichung =" = z’ 4+ 62 mit den Anfangsbedingungen
z(0) =1 und z'(0) = 8.

b) Losen Sie die Differentialgleichung =" = 22’ — 2 mit den Anfangsbedingungen
z(0) =1 und 2/(0) = 8.

c¢) Losen Sie die Differentialgleichung 2" = 22" — 22 mit den Anfangsbedingungen
2(0) =0 und 2/(0) = 1.

Loésung zu 24.19

a) Die Koeffizienten sind ¢; = 1 und ¢y = 6. Daher lautet die charakteristische
Gleichung A\? = X + 6. Sie hat die beiden Losungen A\; = 3, Ay = —2. Damit hat
die allgemeine Losung der Differentialgleichung die Form

x(t) = ket + kge 2.
Die Zahlen k; und ks werden nun mithilfe der Anfangsbedingungen bestimmt:

LL'(O) = 1=k +ko
ZZ'/(O) = 8= k13 + kg(*?) = 3]€1 — 2k2

Wenn wir diese beiden linearen Gleichungen fiir k1 und ko 16sen, so erhalten wir
k1 =2 und ke = —1. Die gesuchte spezielle Losung zu den Anfangsbedingungen
2(0) = 1 und 2’(0) = 8 lautet damit x(t) = 23! — e~ 2.

b) Nun sind die Lésungen der charakteristischen Gleichung A\? = 2)\ — 1 identisch:
A1 = A2 = 1. Also ist die allgemeine Losung z(t) = kie' + kotel. Aus den
Anfangsbedingungen folgt z(0) = k1 = 1, 2'(0) = k1 + k2 = 8, daher z(t) =
(1+ 7t)et.

c¢) Die charakteristische Gleichung ist A> = 2\ — 2 und diesmal sind die Losun-
gen konjugiert komplex: A\ o = 1 £1. Also ist die allgemeine Losung z(t) =
ki€’ cos(t) + koe' sin(t). Aus den Anfangsbedingungen folgt z(0) = k1 = 0 und
2'(0) = k1 + k2 = 1, also ko = 1. Somit ist z(t) = e’sin(¢) die gesuchte Losung
der Differentialgleichung. [

Nun haben wir homogene Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten im
Griff und konnen als Néchstes zu inhomogenen Differentialgleichungen kommen.
Analog wie im Fall erster Ordnung gilt:

Satz 24.20 (Lineare inhomogene Differentialgleichung 2. Ordnung) Die
allgemeine Losung einer linearen inhomogenen Differentialgleichung zweiter
Ordnung mit konstanten Koeffizienten c1, ¢y € R,

a"(t) = c1a' (t) + cox(t) + g(2),

hat die Form
2(t) = o (t) + (1),

wobei xp,(t) die allgemeine Losung der zugehorigen homogenen Differentialgleichung
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zy (t) = c12},(t) + coxn(t)

und z;(t) irgendeine spezielle Losung der gegebenen inhomogenen Differentialglei-
chung ist.

Warum? — Sind z(t) und y(t) zwei spezielle Lésungen der inhomogenen Differentialgleichung, so
erfiillt ihre Differenz h(t) = x(t) — y(t) die zugehérige homogene Differentialgleichung: h'(t) =
" (t) — y"(t) = c12’(t) + cox(t) + g(t) — 19’ (t) — coy(t) — g(t) = c1h/(t) + coh(t). Zwei Losun-
gen der inhomogenen Differentialgleichung unterscheiden sich also um eine Lésung der homogenen
Differentialgleichung.

Eine spezielle Losung der inhomogenen Differentialgleichung lédsst sich oft erraten
bzw. durch einen geschickten Ansatz finden: Ist g(t) = p(t)e* mit einem Polynom
p(t), so kann man auch fiir die spezielle Losung eine Funktion dieser Form, z;(t) =
q(t)e, ansetzen. Dabei hat das Polynom ¢(t) denselben Grad wie p(t), falls a #
A1, A2, um eins hoheren Grad als p(t), falls a = A1 # A2 bzw. um zwei hoheren Grad
als p(t), falls a = A\y = As.

Hilfreich bei der Suche nach einer speziellen Losung der inhomogenen Differen-
tialgleichung ist auch folgende Eigenschaft: Besteht der inhomogene Anteil aus zwei
Summanden, g(t) = g1(t) + g2(t), so kann fiir jeden Summanden g;(¢) eine zugehori-
ge spezielle Losung x; ;(t) ermittelt werden: Wir suchen also eine spezielle Losung
z;1 von z”(t) = c12'(t) + cox(t) + g1(t), und analog eine spezielle Losung z; o(t)
von z(t) = c12'(t) + cox(t) + g2(t). Die Summe z;(t) = z;1(t) + x;2(t) ist dann
eine spezielle Losung der urspriinglichen Differentialgleichung mit dem inhomogenen
Anteil g(t) = g1(t) + g2(2).

Es gibt sogar eine explizite Formel, die eine spezielle Losung der inhomogen Differentialgleichung
mithilfe der allgemeinen Losung der homogenen Differentialgleichung ausdriickt:

t
2i(t) = [ s(e= gy,
0
wobei s(t) die Lésung der homogenen Differentialgleichung zu den Anfangsbedingungen s(0) = 0,
s'(0) =1 ist.
Ist insbesondere g(t) = g konstant, so konnen wir wieder nach einem Fixpunkt z(t) =
T suchen (und haben damit eine spezielle Losung gefunden): Aus z”(¢t) = 2/(¢t) = 0

(das ist die Bedingung fiir einen Fixpunkt) folgt 0 = ¢T + g, und daraus 7 = — 2.

Satz 24.21 Die lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung
Z’”(t) = Clm/(t) + Com(t) + 9, mit C1,C0,9 € Ra
hat fiir ¢g # 0 (d.h., A1, A2 # 0) die allgemeine Losung

x(t) = zp(t) + T, mit T = —£7
€o
wobei xp,(t) die allgemeine Losung der zugehorigen homogenen Differentialgleichung
(siehe Satz 24.18) ist.
Haben beide Nullstellen der charakteristischen Gleichung Realteile kleiner null,
Re(A1) < 0 und Re(A2) < 0, so konvergiert jede Losung fiir ¢ — oo gegen den
Fixpunkt 7.
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Ist ¢co = 0, so ist A1 = 0 und Ay = c1. In diesem Fall ist fiir ¢; # O eine spezielle Losung durch
zi(t) = —i—f gegeben, und fiir ¢; = 0 durch z;(t) = #.

Sogar lineare inhomogene Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten be-
liebiger Ordnung n,

M) = 12V @) + enoz "D (E) + .+ cox(t) + g(t),

konnen immer gelost werden. Man geht dabei wie im Fall der Ordnung zwei vor:
Die allgemeine Losung hat wieder die Form z(t) = xp,(t) + x;(t), wobei zp(t) die
allgemeine Losung der zugehorigen homogenen und z;(t) eine spezielle Losung der
inhomogenen Differentialgleichung ist. Um xj zu finden, betrachten wir wieder das
charakteristische Polynom. Es hat Grad n und deshalb n Nullstellen. Aus diesen
erhalten wir n spezielle Losungen, und somit die allgemeine Losung xj, (als Linear-
kombination aus diesen speziellen Losungen).

Sind aber die Koeffizienten nicht konstant oder ist die Differentialgleichung nicht
linear, so ist es in der Regel nicht mehr moglich, eine Losung anzugeben!

Zum Abschluss wollen wir wieder ein etwas aufwéndigeres Praxisbeispiel 16sen:

Beispiel 24.22 RLC-Schwingkreis
Losen Sie die Differentialgleichung fiir den RLC-Schwingkreis

2
Ld I(t)+ R— I()+l1()—d

dt? C v

t

mit einer sinusférmigen Spannungsquelle U (t) = Uy cos(wt).

Losung zu 24.22 Wir verwenden wieder die komplexe Version U(t) = Upe** (ver-
gleiche Beispiel 24.16):

R on
I”:_*I/_il 1wt
L LC i L
Die beiden Nullstellen der charakteristischen Gleichung \? = —%)\ — % lauten
R R? 1
=——44/— - —.
M2=Tor VG T o

Falls 2 1 LQ — % > 0, so sind beide Nullstellen negativ und die allgemeine Losung der
homogenen Differentialgleichung ist

I}L(t) = ]ﬁe)\lt + kze)\Qt.

Wenn L 1 L2 — LC = 0, so sind beide Nullstellen gleich und die allgemeine Losung der
homogenen Differentialgleichung ist

In(t) = (ki + kot)e 25",

Fiir % — % < 0 sind schliefllich beide Nullstellen konjugiert komplex und die

allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung lautet
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1 R?

—
C 4z

In(t) = fiye 2Lt cos(ft) + fige 3Lt sin(ft), B =

In jedem Fall ist der Realteil g—f der beiden Nullstellen negativ und die Losung der
homogenen Differentialgleichung verschwindet daher exponentiell fiir ¢ — oo.
Fiir die inhomogene Losung machen wir den Ansatz

Ii(t) = ke!
mit einer unbestimmten Konstante k. Wir setzen ihn in die Differentialgleichung ein,

1 . .
(—w?L +iwR + a)k et = iwlpe™",

und 16sen nach k auf:
U

T R+i(lw— L)

k

Da die homogene Losung Iy, (t) exponentiell abklingt, gilt nach kurzer Zeit

1) = In(0) + L(1) =~ L(t) = 2 = Zu@)

wobei wir analog zu Beispiel 24.16 die Impedanz

1

Z=R+7Zy+ Zc, 7y =ilw, Zo=-1i—,
wC

eingefiihrt haben. Der Strom I(t) = U (t) wird maximal, wenn

1
2 _ p2 IR
2P = R+ (Lw — —5)

minimal wird, wenn also Lw — % =0, d.h.,

1

VLC

gilt. Die Frequenz wird als Resonanzfrequenz des Schwingkreises bezeich-
net.

Dieses Prinzip liegt zum Beispiel dem Radioempfang zugrunde. Die Spannungs-
quelle entspricht in diesem Fall dem externen Signal, das von einer Antenne empfan-
gen wird. Wird das Signal auf einer Trégerwelle mit der Frequenz 5 iibertragen, so
gerdt der Schwingkreis nur dann in Schwingung, wenn die Frequenz der Tragerwelle
mit der Resonanzfrequenz des Schwingkreises iibereinstimmt. Die Resonanzfrequenz

%&m kann durch Anderung der Kapazitit C' des Kondensators (oder der Indukti-

1
27V LC

vitdt L der Spule) angepasst werden. Genau das machen Sie ndmlich, wenn Sie den
Sender einstellen. |

Das Phiénomen der Resonanz kann dramatische Effekte auslésen (Resonanzkatastrophe): Eine
Kompanie, die tiber eine Briicke marschiert und die Resonanzfrequenz der Briicke erwischt, kann
sie zum Einsturz bringen.
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Auch kleine Kinder sind mit Resonanzphdnomenen vertraut: Wenn man auf der Schaukel wie
wild mit den Fiiflen strampelt, wird man nie passable Auslenkungen schaffen. Nur wer seine Beine
im Takt mit der Schaukel anzieht und streckt, kann die Auslenkung vergréfern!

Unser Beispiel ist iibrigens nicht so speziell, wie es auf den ersten Blick erscheinen
mag. Jedes schwingungsfihige System lésst sich, zumindest fiir kleine Amplituden,
durch die Differentialgleichung

2" (t) + pa’ (t) + wix(t) =0, pywo >0,

beschreiben. Dabei ist 52 die Eigenfrequenz und p die ,Reibungskonstante”. Falls
p = 0, so ist die Losung eine freie (d.h., ungeddmpfte) Schwingung k; cos(wot) +
ko sin(wot) mit der Eigenfrequenz 52. Fiir p > 0 ist die Schwingung geddmpft und
klingt exponentiell ab (fir p > 2wy sind beide Nullstellen der charakteristischen

Gleichung negativ und es gibt {iberhaupt keine Schwingung mehr).

24.2.1 Ausblick: Systeme von Differentialgleichungen

Wir haben gesehen, dass das Wachstum einer Population durch eine Differentialglei-
chung beschrieben werden kann. Was passiert aber, wenn man es mit mehr als einer
Spezies zu tun hat, die sich gegenseitig beeinflussen?

Betrachten wir zum Beispiel zwei Populationen z(t) (Beute) und y(¢) (Réuber).
Ohne Réuber wiirde sich die Beute gemifl z'(t) = ax(t) vermehren. Sind aber
Réuber vorhanden, so vermindert sich die Wachstumsrate um einen Term Sy(t),
der proportional zur Anzahl der Réuber ist. Das fithrt uns auf die Gleichung

() = (o = By(t))x(t)

fiir die Beutetiere. Analog konnen wir ansetzen, dass die Rduber ohne Beute mit
einer Sterberate v aussterben wiirden: y'(¢) = —vy(t). Durch das Vorhandensein
von Beutetieren vermindert sich die Sterberate um einen Term dx(t) proportional
zur Anzahl der Beutetiere und wir erhalten die Gleichung

y'(t) = —(v — dx(t)y(t)

fir die Rduber. Beide Gleichungen enthalten sowohl x(¢) als auch y(¢) und kénnen
daher nicht getrennt gelost werden. Sie bilden zusammen ein System von Diffe-
rentialgleichungen erster Ordnung, das sogenannte Volterra-Lotka R&uber-
Beute-Modell:

2'(t) = (a—Byt)x(t),
y(t) = —(y—0x®)y()

Das Modell ist benannt nach dem 6sterreichischen Mathematiker Alfred James Lotka, 1880-1949,
und dem italienischen Mathematiker und Physiker Vito Volterra, 1860-1940.

Es kann nur noch numerisch gelést werden (—CAS). Die Losung (x(t),y(t)) be-
schreibt eine Kurve im R2. Durch numerische Berechnung der Losungen zu verschie-
denen Anfangsbedingungen kann man sich meist einen guten Uberblick beschaffen.
Auf diese Weise erhalten wir zum Beispiel Abbildung 24.9, die den Fixpunkt (I, %)
zeigt, der von geschlossenen Losungskurven umkreist wird.
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Abbildung 24.9. Losungskurven der Volterra-Lotka Gleichungen.

Wie zuvor finden wir die Fixpunkte, indem wir nach konstanten Ldsungen suchen, also Lésungen mit
(z'(t),y'(t)) = (0,0). Die Fixpunkte sind also die Lésungen des Gleichungssystems (o — By)z = 0,
—(y — dz)y = 0. Wir erhalten die beiden Lésungen (z,y) = (0,0) und (z,y) = (%, %)

Die geschlossenen Losungskurven entsprechen periodischen Losungen: Wenn eine
Losung zu ihrem Ausgangspunkt zuriickkehrt, wiederholt sich alles von vorne. Aus
der Biologie ist dieses Verhalten wohl bekannt: Auf Zeiten mit vielen Beutetieren
folgen Zeiten mit vielen Rédubern und umgekehrt.

Dass es zu jeder Anfangsbedingung (x(0),y(0)) = (xo, yo) eine eindeutige Losung
gibt, bedeutet iibrigens, dass durch jeden Punkt im R? genau eine Lésungskurve
geht. Zwei verschiedene Losungskurven kénnen sich also niemals schneiden! In zwei
Dimensionen bedeutet das, dass sich Losungskurven gegenseitig behindern, da sie
nicht aneinander vorbei kénnen. Das erzwingt eine gewisse Regularitéit der Losungs-
kurven und bewirkt, dass zweidimensionale Systeme in der Regel gut verstanden
werden konnen.

Befindet man sich aber im R3, so kénnen die Losungskurven nach oben und
unten ausweichen, und das erméglicht ein viel komplexeres Verhalten: Chaos kann
sich ergeben.

Bei Rekursionen ist Chaos bereits in einer Dimension moglich, wie die diskrete logistische Gleichung
zeigt (siehe Abschnitt ,Iterationsverfahren und Chaos* in Band 1).

Das dreidimensionale System

#(t) = —o(x(t) —y(t)
y'(t) = ra(t) —yt) —z(t)=(t)
Z(t) = at)y(t) —ba(t)

ist als Lorenz-System bekannt.

Es wurde erstmals vom amerikanischen Meteorologen Edward N. Lorenz (1917-2008) als einfaches
Wettermodell untersucht. Er hat auch den Begriff des ,Schmetterlingseffekts® eingefiihrt, der
die sensible Abhéngigkeit der Lésung von den Anfangsbedingungen veranschaulicht: Bereits die
kleinste Anderung in den Anfangsdaten (der Schlag eines Schmetterlings) ergibt eine Losung, die
nach einer gewissen Zeit weit entfernt von der urspriinglichen liegt.
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Es ist ein stark vereinfachtes Modell fiir die Stromung einer Fliissigkeit zwischen zwei
Platten mit verschiedener Temperatur. Eine Losungskurve fiir die Parameter o = 10,
r = 28, b =8/3 ist in Abbildung 24.10 dargestellt. Auf den ersten Blick sieht es nicht

Abbildung 24.10. Losungskurven der Lorenz-Gleichungen.

so schlimm aus, denn die Losungskurve scheint mit einer gewissen RegelméafBigkeit
die beiden eingezeichneten Fixpunkte zu umkreisen. Eine genauere Untersuchung
zeigt aber, dass zum Beispiel die Anzahl der Umrundungen um den rechten oder
auch den linken Fixpunkt vollig zuféllig und ohne erkennbare Regelméfigkeit erfolgt.
Man kann zeigen, dass sich alle Losungskurven immer mehr einer Menge annéhern,
die aber nur sehr schwer zu beschreiben ist. Je ndher man dieser Menge kommt,
umso komplizierter wird die Losungskurve. Diese Menge wird deshalb seltsamer
Attraktor genannt.

In vielen Biichern werden oft nur Systeme von Differentialgleichungen erster Ordnung betrachtet.
Der Fall hoherer Ordnung kann ndmlich immer auf diesen Fall zuriickgefiihrt werden, indem man die

hsheren Ableitungen als neue Variable hinzufiigt. Zum Beispiel kann die Gleichung =’/ (t) = —xz(¢)
durch Hinzunahme von y(t) = z/(¢) als System z’(¢) = y(t), ¥’ (t) = —z(t) geschrieben werden.

24.3 Mit dem digitalen Rechenmeister

Differentialgleichungen

Mit Mathematica konnen wir Differentialgleichungen mit dem Befehl DSolve l6sen:
In[1]:= DSolve[x'[t] == 2/x[t], x, t]

1
out[11= {{x[t] — 2 (4t* + 4tC[1] + C[1]*)}}

Die Parameter in der allgemeinen Losung werden mit C[1], C[2], etc. bezeichnet. Da
unsere Gleichung von der Ordnung eins ist, gibt es genau eine Konstante.
Auch Anfangsbedingungen kénnen angegeben werden:

In[2]:= DSolve[{x'[t] == 2\/x[t],x[0] == x0},x, t]
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out[2]= {{x[t] = t* — 2tvx0 + x0}, {x[t] — t2 + 2tvx0 + x0}}

Beachten Sie, dass die erste von Mathematica ausgegebene Losung keine Losung der
gegebenen Differentialgleichung ist (sie erfiillt z/(t) = —2+/x(¢)). Auflerdem findet
das Programm fiir zg = 0 nicht alle Losungen, die wir in Beispiel 24.9 gefunden
haben. (Es schadet also nie, die Ergebnisse des Computers kritisch zu iiberpriifen;-)

Systeme von Differentialgleichungen

Der DSolve-Befehl kann zwar theoretisch auch Systeme l6sen, meistens ist aber
eine analytische Losung nicht moglich. Man muss dann das System numerisch mit
NDSolve l6sen.

Eine Losungskurve x(t) = (z(t),y(t)) des Volterra-Lotka-Systems zu den An-
fangsbedingungen (x(0),y(0)) = (0.7,0.7) im Intervall ¢ € [0, 7] erhalten wir mit

In[3]:= loesung = {x[t],y[t]} /.
NDSolve[{x'[t] == (1 — y[t])x[t],y'[t] == (x[t] — 1)y[t],
X[O] == 0.7, Y[O} == 0'7}’ {X’ Y}, {t’ 0, 7}][[1“7

Die Kurve kann mit dem Befehl

In[4]:= ParametricPlot[loesung, {t,0,7}];
gezeichnet werden.

In Abbildung 24.9 wurden die Losungskurven zu den fiinf Anfangsbedingungen
(0.3,0.3), (0.5,0.5), (0.7,0.7), (0.9,0.9) und (1,1) in eine Grafik zusammengefiigt
(mit dem Befehl Show). Die Anfangsbedingung (x(0),y(0)) = (1,1) entspricht {ibri-
gens dem Fixpunkt.

Analog kann die Losung der Lorenz-Gleichung mit dem Befehl
In[5]:= 0 =10;p =28;3 =8/3;

loesung = {x[t], y[t],z[t]} /.
NDSoLve[{x'[t] == o (x[t] — y[t]),y'[t] == —x[t]z[t] + px[t] — y[¢],
2/[c] = x[t]y[t] - Bz[t], x]0] — 30, ¥[0] = 10, 2[0] —— 40},
{x.y,2}, {£,0,20}][[1]];

berechnet werden. Abbildung 24.10 erhélt man mit

In[6]:= ParametricPlot3D[loesung,{t,0,20},PlotPoints — 2000,
Axes — False];

24.4 Kontrollfragen

Fragen zu Abschnitt 24.1: Grundlagen

Erklidren Sie folgende Begriffe: Differentialgleichung, Ordnung, autonom, Anfangs-
werte, Losung einer Differentialgleichung, Fixpunkt, asymptotisch stabil, Separation
der Variablen.

1. Welche Anfangswerte miissen vorgegeben werden, um die Losung der folgenden
Differentialgleichungen eindeutig zu bestimmen?

a) 2’(t) +x(t) =0 D) y(@)=y@)? -2 o) 2"(t)=0
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2.

3.

24 Differentialgleichungen

Handelt es sich um eine autonome Differentialgleichung?

a) z”(t) +x(t) =0 b)y'(zx) =zsin(y(z))  c)2"(t) = Fa'(t) + Fx(t)
Finden Sie die Fixpunkte folgender Differentialgleichungen. Welche sind asymp-
totisch stabil?

a) z'(t) = 3x(t) b) 2/(t) = —Fz(t)(1 — z(t))

Ist die Differentialgleichung separierbar?

a) z'(t) = 3x(t) +t b) 2'(t) = tx(t)?

Fragen zu Abschnitt 24.2: Lineare Differentialgleichungen

Erkliren Sie folgende Begriffe: lineare Differentialgleichung, homogen/inhomogen,
konstante /nicht-konstante Koeffizienten, Superpositionsprinzip, charakteristische Glei-
chung.

1.

2.

Welche Form hat eine lineare, autonome, inhomogene Differentialgleichung zwei-

ter Ordnung?

Klassifizieren Sie die Differentialgleichung (Ordnung? linear? homogen? konstan-

te Koeflizienten?)

a) '(t) = '(t) + V3a(t) b)a"(t) =2'(t)(1 —z(t)) c¢) y'(z) = (14)y(z) — e
Q) y(2) = Voy() +2 o) a"(t) = /(0 + Twlt) ) 2 (1) = 22" (1) - a(t)
Welche Losung kommt fiir eine Differentialgleichung der Form z”/(t) = c12/(t) +

cox(t) in Frage?
a) z(t) = e? b) x(t) = 3 - e2t+! c) z(t) = t? d) z(t) = e* + 3¢

Losungen zu den Kontrollfragen

Loésungen zu Abschnitt 24.1

1.
2.
3.

a) x(tp) und z'(tg) b) y(zo) c¢) z(tg), 2'(to) und " (to)

a) autonom  b) nicht autonom  ¢) nicht autonom

a) Es ist f(z) = 3z und der einzige Fixpunkt ist 2o = 0. Wegen f/(0) = 3 ist xg
nicht asymptotisch stabil.

b) Esist f(z) = —1z(1 — z) und es gibt zwei Fixpunkte: zo = 0 und z; = 1.

Wegen f/(0) = f% bzw. f'(1) = % ist o asymptotisch stabil und z; nicht
asymptotisch stabil.
a) nicht separierbar b) separierbar

Lésungen zu Abschnitt 24.2

1.
2.

2" (t) = 12/ (t) + cox(t) + ¢

) Ordnung 2, linear, homogen, konstante Koeffizienten

b) Ordnung 2, nicht linear

¢) Ordnung 1, linear, inhomogen, konstante Koeffizienten

d) Ordnung 1, linear, inhomogen, nicht-konstante Koeffizienten
e) Ordnung 2, nicht linear

f) Ordnung 4, linear, homogen, nicht-konstante Koeffizienten

5
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3. Die Losung kann eine der Formen aus Satz 24.18 annehmen:
a) moglich b) moglich (e?'T1 = e e?)
¢) unméglich d) moglich (3¢ = e(®)t)

24.5 Ubungen

Aufwirmiibungen
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1. Welche Funktionen sind Losungen der Differentialgleichung =" (t) + x(t) = 07

a) z(t) =sin(t + 1) b) xz(t) =t ¢) x(t) = cos(2t)
2. Losen Sie folgende Differentialgleichungen:

a) /() =2t b) y'(x) = y(x) + 1, y(0) = 0
3. Losen Sie das Anfangswertproblem

2" (t) = 32/ (t) — 2x(t), z(0) =0, 2/(0) = 1.

Weiterfithrende Aufgaben

1. Losen Sie die Differentialgleichung

3. Losen Sie das Anfangswertproblem

2'(t) = z(t) + sin(t), z(0)=1.

4. Eine Funktion mit konstanter Elastizitat

f'(x)
/()

T =c, x>0, ceR,

wird in der Wirtschaftsmathematik als Cobb-Douglas-Funktion bezeichnet.

Was ist die allgemeinste Form einer Cobb-Douglas-Funktion?
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5.

10.

24 Differentialgleichungen

Nach dem Newton’schen Abkiihlungsgesetz ist die Temperaturabnahme ei-
nes Korpers proportional zur Temperaturdifferenz mit der Umgebungstempera-
tur Tj:

T'(t) = —k(Ty — T(t)).

Detective Horatio findet das Opfer um Mitternacht und stellt eine Koérpertem-
peratur von 28°C' fest. Eine halbe Stunde spéter sind es nur noch 26°C. Wann
wurde das Opfer ermordet, wenn die Umgebungstemperatur 18°C' betriagt und
die normale Koérpertemperatur 37°C' ist?

Losen Sie das Anfangswertproblem

2 (t) = =22/ (t) — 4z(t), z(0) =1, 2'(0) = 2.

Eine an ihren Enden aufgehingte Kette erfiillt im Gleichgewicht die Differenti-

algleichung
y'(z) = av/1+y'(2)%
Finden Sie die Losung mit Scheitel im Nullpunkt: y(0) = 0, 3/(0) = 0. (Tipp:
Setze z(z) = y'(x).)
Losen Sie die Schwingungsgleichung

2" (t) + w?z(t) = 0, x(0) =z, 2'(0) = 1.

(Freier Fall mit Reibung) Die Hohe eines Kérpers, der nach unten f&llt, wird
durch

2"(t) = —nz'(t) —g, n,9>0,

beschrieben.

Chefarzt Dr. Frank Hofmann liegt vor seiner Klinik unter einer 10 Meter hohen
Palme, als sich zum Zeitpunkt ¢ = 0 eine Kokosnuss 16st (2(0) = 10, 2/(0) = 0).
Finden Sie die Hohe z(t) der Kokosnuss als Funktion der Zeit. Wie viel Zeit
hat Dr. Hofmann ungefihr, bevor ihn die Kokosnuss erreicht, falls n = 0.1 und
g = 9.81. (Tipp: Kleingedrucktes nach Satz 24.21.)

Losen Sie das Anfangswertproblem

2 (t) = 22/ (t) — x(t) — ¢, z(0) =0, 2/(0) = 1.

Loésungen zu den Aufwirmiibungen

1.

b) 2”(t) = 0 # —t = —x(t), also keine Losung.
¢)

a) 2/ (t) = —sin(t + 1) = —xz(¢), also Losung.
)
T

"(t) = —4 cos(2t) # — cos(2t) = —x(t), also keine Losung.

. a) Separation der Variablen liefert

dzx 1
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und Auflésen nach x ergibt

)= — . i<C

V2(0C =ty

b) Wiederum verwenden wir Separation der Variablen,

u(@) g z
/0 P In(y(z) +1) —In(1) = /0 du =z,

und 18sen nach y(x) auf:
y(z) =e” — 1.

3. Die charakteristische Gleichung lautet A> = 3\ — 2. Ihre Nullstellen sind \; = 2,
Ao = 1. Somit lautet die allgemeine Losung

I(t) = k1€2t + k’get.

Die Anfangsbedingungen ergeben z(0) = k; + ko = 0 und 2/(0) = 2k + ko =1
und die gesuchte Losung ist damit

z(t) = e — e

(Losungen zu den weiterfithrenden Aufgaben finden Sie in Abschnitt B.24)
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Beschreibende Statistik und
Zusammenhangsanalysen

25.1 Grundbegriffe

Eine grundlegende Aufgabe der Statistik besteht darin, Informationen iiber be-
stimmte Objekte zu gewinnen, ohne dass dabei alle Objekte untersucht werden
miissen. Es werden also Daten iiber eine Stichprobe erhoben und in der Folge aus-
gewertet, um daraus Schlussfolgerungen ziehen zu konnen. Man unterscheidet die
folgenden drei Teilbereiche:

Deskriptive Statistik (auch beschreibende Statistik): Thre Aufgabe ist die
Beschreibung (,,Deskription) und iibersichtliche Darstellung von Daten, die Er-
mittlung von Kenngroflen und die Datenvalidierung (d.h., das Erkennen und
Beheben von Fehlern im Datensatz).

Explorative Statistik: Sie ist eine Weiterfithrung und Verfeinerung der be-
schreibenden Statistik. Thre Aufgabe ist insbesondere die Suche (,,Exploration®)
nach Strukturen und Besonderheiten in den Daten.

Induktive Statistik (auch schlielende Statistik, inferentielle Statistik,
beurteilende Statistik): Sie versucht mithilfe der Wahrscheinlichkeitsrechnung
iiber die erhobenen Daten hinaus allgemeinere Schlussfolgerungen zu ziehen.

Man hat es also zunéchst mit einer Grundgesamtheit zu tun, aus der eine Stichpro-
be gezogen wird, um bestimmte Merkmale zu untersuchen. Dabei werden folgende
Grundbegriffe verwendet:

Statistische Einheiten: Objekte, an denen interessierende Grofien beobachtet
und erfasst werden (z. B. Wohnungen, Menschen, Unternehmen, ... ).
Grundgesamtheit: alle statistischen Einheiten, iiber die man Aussagen gewin-
nen moéchte (z.B. alle Mietwohnungen in Wien, alle Wahlberechtigten, alle im
Vorjahr gegriindeten Unternehmen, ...). Eine Grundgesamtheit kann aus end-
lich vielen oder aus unendlich vielen Elementen bestehen. Sie kann real oder
hypothetisch (z. B. alle potentiellen Kundinnen und Kunden) sein.

Stichprobe: tatsichlich untersuchte Teilmenge der Grundgesamtheit. Sie soll ein
moglichst getreues Abbild der Grundgesamtheit sein, diese also moglichst genau
reprisentieren (reprisentative Stichprobe). Meist handelt es sich daher um
eine Zufallsstichprobe. Diese ist dadurch gekennzeichnet, dass jede statistische
Einheit dieselbe Chance hat, in die Stichprobe zu gelangen.

G. Teschl, S. Teschl, Mathematik fiir Informatiker, eXamen.press,
DOI 10.1007/978-3-642-54274-9_8, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2014
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Umfang der Stichprobe: Anzahl der Einheiten in der Stichprobe.
Merkmal (auch Variable): interessierende Grofie, die an den statistischen Ein-
heiten in der Stichprobe beobachtet (gemessen, erhoben) wird. Statistische Ein-
heiten heiflen in diesem Zusammenhang auch Merkmalstriger. In der Regel
wird an einem Objekt mehr als ein Merkmal erhoben (z. B. werden die Merkma-
le ,Nettomiete“, ,,Baualter®, ,Grofe“ fiir eine Wohnung ermittelt).

e (Merkmals)Ausprigungen: die verschiedenen Werte, die jedes Merkmal an-
nehmen kann (z.B. hat das Merkmal ,,Geschlecht“ die Auspriigungen , minn-
lich“/,,weiblich*).

Merkmalstypen kénnen auf unterschiedliche Weise eingeteilt werden. Grundsétzlich
unterscheidet man qualitative und quantitative Merkmale:

Definition 25.1 Ein Merkmal heifit

e qualitatives Merkmal, wenn die Ausprigungen eine Qualitit wiedergeben (und
nicht ein Ausmaf). Insbesondere gibt es nur endlich viele Ausprigungen. Beispie-
le: Geschlecht, Staatsangehorigkeit oder Studienrichtung.

e quantitatives Merkmal, wenn die Auspragungen ein Ausmaf§ bzw. eine Inten-
sitit widerspiegeln. Die Ausprigungen sind in diesem Fall Zahlen (mit oder ohne
MaSBeinheit). Beispiele: Alter, Gewicht oder Einkommen.

Quantitativen Merkmale teilt man weiters in diskrete und stetige Merkmale ein:

Definition 25.2 Ein quantitatives Merkmal heif3t

e diskret, wenn es endliche viele oder abzidhlbar unendlich viele Ausprigungen
hat. Diskret sind jegliche Art von Zihldaten, zum Beispiel: Einwohneranzahl,
Geldbetrige.

e stetig, wenn es alle Werte in einem reellen Intervall als Ausprigungen annehmen
kann. Stetig sind alle Merkmale, die gemessen werden. Beispiel: Korpergrofle,
Abfiillgewicht.

Die Unterscheidung ist nicht immer ganz eindeutig. Einerseits werden gewisse Merkmale zwar
diskret gemessen, es gibt aber eine sehr feine Abstufung, sodass sie wie stetige Merkmale behandelt
werden kénnen (quasi-stetige Merkmale). Beispiele: Miete, Einkommen. Andererseits kann man
die Auspriagungen eines stetigen Merkmals so zusammenfassen, dass es als diskret angesehen werden
kann. Man spricht dann von einer Klasseneinteilung. Beispiel: 70kg Korpergewicht bedeutet, dass
das Gewicht zwischen 69.5kg und 70.5kg liegt.

Hinsichtlich der méglichen Operationen (auszihlen, ordnen, Differenzen bilden, Quo-
tienten bilden), die fiir die Merkmalsausprigungen Sinn machen, unterscheidet man
vier Skalierungen (Skalenniveaus):

Definition 25.3 Ein Merkmal heifit

e nominalskaliert, wenn seine Ausprigungen Namen (im Gegensatz zu Zahlen)
sind, fiur die es keine natiirliche Reihenfolge gibt. D.h., alle Auspragungen sind
gleichberechtigt. Beispiele: Farbe, Religionszugehorigkeit, Geschlecht. Fiir die
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bessere Verarbeitung der Daten werden in der Regel Zahlen zugewiesen (Co-
dierung). Es sind aber keine Rechenoperationen (Summe, Differenz, ...) moglich,
auch hat die Ordnung der Zahlen keine Bedeutung.
e ordinalskaliert, wenn seine Ausprigungen Namen oder Zahlen sind, die geord-
net werden konnen (im Sinn von ,grofer als“, , besser als®, usw.), aber Abstinde
nicht interpretierbar sind. Beispiele: Dienstgrad, Tabellenplétze in der Fussball-
liga, Schulnoten.
e kardinalskaliert (auch metrisch skaliert), wenn seine Ausprigungen Zahlen
sind und Absténde interpretiert werden kénnen. Und zwar
— intervallskaliert, wenn der Nullpunkt willkiirlich angenommen ist und daher
keine Verhéltnisse sinnvoll sind. Beispiel: Temperatur in Celsius (hier hat es
keinen Sinn, ein Verhiltnis wie etwa ,es ist doppelt so warm® zu bilden),
Kalenderzeitrechnung.

— verhéltnisskaliert, wenn es einen natiirlichen absoluten Nullpunkt gibt und
daher Verhéiltnisse sinnvoll sind. Beispiele: Korpergrofie, Alter, Einkommen.

25.2 Haufigkeitsverteilung einer Stichprobe

Wir besprechen nun grundlegende statistische Methoden, mit denen univariate
Daten (d.h., Daten, die aus der Beobachtung eines einzigen Merkmals entstehen)
dargestellt, beschrieben und untersucht werden kénnen. Diese Methoden bilden die
Grundlage fiir multivariate (d.h., mehrere Merkmale werden gleichzeitig unter-
sucht) statistische Fragestellungen.

Zunichst werden die n beobachteten Stichprobenwerte (Messwerte) nacheinan-
der notiert. Die so entstehende Liste x1,...,x, bezeichnet man als Urliste. Im
Allgemeinen werden dabei gewisse Werte mehrmals auftreten. Bezeichnen wir diese
verschiedenen Werte mit ai,as,...,ar und zéhlen wir, wie oft jeder dieser Werte
in der Stichprobe auftritt. Diese Anzahl h; nennt man die absolute H&aufigkeit
von a; (i =1,...,k). Die relative Hiufigkeit f; von a; erhiilt man, wenn man die
absolute Haufigkeit durch den Stichprobenumfang dividiert:

Die Summe der absoluten Hiufigkeiten ergibt den Umfang der Stichprobe, d.h. es ist
hi+ ...+ hx = n. Die Summe der relativen Haufigkeiten ist f; +...4+ fx = 1. Durch
die Angabe der verschiedenen in der Stichprobe auftretenden Werte a; und ihrer
absoluten Héufigkeiten h; bzw. ihrer relativen Haufigkeiten f; wird die Stichprobe
vollstandig beschrieben.

Beispiel 25.4 Absolute und relative Haufigkeiten

Bei einem Abfiillprozess wird eine Stichprobe vom Umfang n = 20 genommen.
Folgende Abfiillmengen (in Gramm) werden dabei notiert (Urliste): 400, 399, 398,
400, 398, 399, 397, 400, 402, 399, 401, 399, 400, 402, 398, 400, 399, 401, 399, 399.
Geben Sie die absoluten und die relativen Haufigkeiten der Messwerte an.
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Losung zu 25.4 Die geordnete Urliste ist: 397, 398, 398, 398, 399, 399, 399, 399,
399, 399, 399, 400, 400, 400, 400, 400, 401, 401, 402, 402. Es kommen darin k = 6

verschiedenen Werte aq,...,ag vor:
397, 398, 399, 400, 401, 402.

Der Wert 397 wurde einmal gemessen, daher ist seine absolute Haufigkeit h; = 1 und
seine relative Haufigkeit ist f; = % = 0.05. Der Wert 398 wurde dreimal gemessen,
daher ist hy = 3 und fy = % = 0.15, usw. Absolute und relative Hiufigkeiten aller
Werte sind in der folgenden Tabelle angefiihrt. Oft ermittelt man dabei die absoluten

H#ufigkeiten zunéchst mithilfe einer Strichliste:

Héufigkeitsverteilung der Stichprobe aus Beispiel 25.4
Abfiillgewicht a; 397 | 398 | 399 | 400 | 401 | 402

Strichliste | AL ]
absolute Haufigkeit h; 1 3 7 5 2 2 | > h;=20

relative Haufigkeit f; | 0.05 [ 0.15]0.35 [0.25] 0.1 | 0.1 | >  fi=1

Zur Kontrolle haben wir in der letzten Spalte die Summe iiber alle absoluten Haufig-
keiten (sie muss gleich dem Stichprobenumfang sein) bzw. die Summe iiber alle re-
lativen Hiaufigkeiten (sie muss gleich 1 sein) berechnet. |

Die Haufigkeitsverteilung einer Stichprobe ldsst sich graphisch durch ein so genanntes
Stabdiagramm darstellen. Dabei werden auf der horizontalen Achse die verschiede-
nen vorkommenden Werte a; aufgetragen und dariiber jeweils ein ,,Stab* gezeichnet,
dessen Hohe proportional der zugehorigen (absoluten oder relativen) Hiufigkeit ist.
Die Breite des Stabes spielt dabei keine Rolle (siehe Abbildung 25.1, -CAS).

o relative Haufigkeit in %

40 35
30 25
20 15
1045
0
397 398 399 400 401 402
Abfiillgewichte a;

Abbildung 25.1. Stabdiagramm zum Abfiillprozess aus Beispiel 25.4

10 10

Die Haufigkeitsverteilung einer Stichprobe kann auch durch die empirische Ver-
teilungsfunktion
Fz)= Y fi

ira; <z

dargestellt werden (siehe Abbildung 25.2). Sie ist eine Stufenfunktion, die monoton
von 0 bis 1 wichst, und an den Stellen a; genau um f; springt. Dazwischen ist sie
konstant.

Bei Stichproben mit vielen verschiedenen Messwerten betrachtet man Intervalle, so
genannte Klassen, und zahlt, wie viele Messwerte in die einzelnen Klassen fallen.
Die Anzahl h; der Messwerte, die in die i-te Klasse fallen, nennt man die (absolute)
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F(x)
1 ————
~—
0.5 c
~—
——— 1 1 1 1
397 398 399 400 401 402 T

Abbildung 25.2. Empirische Verteilungsfunktion zum Abfiillprozess aus Beispiel 25.4:
Beim ersten gemessenen Wert, x = a1 = 397, springt der Funktionswert auf 0.05. Beim
zweiten Messwert, © = a2 = 398, springt er um 0.15, usw. Die Hohen der Spriinge sind
gleich wie die Stabhthen aus dem zugehorigen Stabdiagramm.

Haiufigkeit der i-ten Klasse. Dividiert man diese Anzahl durch die Gesamtanzahl
n aller Messwerte, so erhilt man die relative Haufigkeit f; = % der i-ten Klasse.

Beispiel 25.5 Klassenbildung bei umfangreicher Stichprobe

Gegeben ist folgende (bereits geordnete) Urliste einer Stichprobe vom Umfang
n = 20: 3,7, 12, 18, 19, 20, 25, 25, 27, 28, 29, 31, 32, 34, 37, 38, 40, 41, 45, 47.
Gruppieren Sie die Stichprobenwerte in geeignete Klassen und bestimmen Sie die
absoluten und die relativen Haufigkeiten der Klassen.

Losung zu 25.5 Die Klassen miissen alle vorkommenden Stichprobenwerte iiber-
decken. Der kleinste Stichprobenwert ist 3, der grofite ist 47. Wir kénnen daher zum
Beispiel die Intervalle [0, 10), [10,20), [20, 30), [30,40), [40,50) als Klassen wéhlen.
Zur ersten Klasse [0,10) zihlen alle Stichprobenwerte x; mit 0 < x; < 10. Damit
fallen die Stichprobenwerte 3 und 7 in diese Klasse, also ist ihre absolute Haufigkeit
hi = 2. In die zweite Klasse [10,20) fallen die Stichprobenwerte mit 10 < z; < 20,
also 12, 18, und 19; damit ist Ao = 3. In der dritten Klassen liegen die Stichproben-
werte 20, 25, 25, 27, 28 und 29, daher ist hg = 6, usw. Die relative Haufigkeit der
ersten Klasse ist f; = 22—0 = 0.1, usw. Alle absoluten und relativen Hiufigkeiten sind
in der folgenden Tabelle zusammengefasst:

Héufigkeitsverteilung der klassierten Stichprobe

Klasse [0,10) | [10,20) | [20,30) | [30,40) | [40,50)
Strichliste I |l HH H ]
absolute Haufigkeit h; 2 3 6 5 4
relative Haufigkeit f; 22—0 % % % %

Damit bedeutet jede Klasseneinteilung natiirlich einen Informationsverlust, da nur
noch angegeben wird, wie viele Werte in einer Klasse liegen, jedoch nicht mehr, wo
sie zwischen den Klassengrenzen liegen. Viele Klassen bedeuten weniger Informati-
onsverlust, weniger Klassen bedeuten eine grofere Ubersicht. Hier muss man also
einen Kompromiss finden. Fiir die Klassenbildung gibt es daher gewisse Faustre-
geln, unter anderem:
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e Die Klassen sollten gleich breit gewihlt werden (im obigen Beispiel war jedes
Intervall 10 Einheiten lang).

e Die Anzahl der Klassen sollte etwa zwischen 5 und 20 liegen, jedoch /n nicht
wesentlich iberschreiten (wobei n der Umfang der Stichprobe ist). Das stellt bis
zu einem gewissen Grad sicher, dass alle Klassen ,,gut gefiillt“ sind.

Eine klassierte Stichprobe wird graphisch dargestellt, indem man iiber den einzelnen
Klassen Rechtecke zeichnet, deren Fliche ein Maf3 dafiir ist, wie viele Stichproben-
werte in der zugehorigen Klasse liegen. Das wird dadurch erreicht, indem man als
Hohe eines Rechtecks einen Wert proportional Ah;/, bzw. Afz wahlt (wobei Az; die
Breite der i-ten Klasse bezeichnet). Diese graphische Darstellung von klassierten
Stichproben nennt man ein Histogramm. Abbildung 25.3 zeigt das Histogramm

der klassierten Stichprobe aus Beispiel 25.5 (—CAS).

10+
8_
6
6 5 4
4 9 3
2
0 |/‘% T T T
5 15 25 35 45

Abbildung 25.3. Histogramm einer klassierten Stichprobe.

Dass die Fliche des Rechtecks ein Ma$ fiir die Anzahl der Messwerte ist, die in die
Klasse fallen, hat den Vorteil, dass sich die graphische Darstellung kaum &ndert,
wenn Klassen zusammengelegt werden.

Wenn alle Klassen gleich breit sind, dann kénnen wir die Hohen der Rechtecke proportional h; bzw.

fi wihlen (so wie in Beispiel 25.5). In diesem Fall sind sowohl die Hoéhe als auch die Flédche des
Rechtecks ein Ma$B fiir die Belegung der zugehorigen Klasse.

25.2.1 Anwendung: Benford’sches Gesetz

Intuitiv wiirde man vermuten, dass bei statistisch erhobenen Zahlen die Haufigkeit
von Zahlen, die mit 1 beginnen, gleich der Haufigkeit von Zahlen ist, die mit 9
beginnen. Fiir Zahlen, die mit einem Zufallsgenerator erzeugt wurden, ist das auch
so. Fiir viele andere Fille stellt sich diese Annahme aber als falsch heraus.

Der amerikanische Astronom Simon Newcomb (1835-1909) hat bemerkt, dass in
Logarithmentafeln (zu Zeiten, zu denen es noch keine Taschenrechner gab, musste
man die Funktionswerte des Logarithmus in Tabellen nachschlagen) die Seiten, in
denen die Werte mit 1 starten, am stéirksten abgenutzt waren. Seine darauf folgende
Untersuchung hat folgende Werte fiir die relativen Héufigkeiten der ersten Ziffer
ergeben:

1 | 2 |3 4 |5 |6 |7 [8 |9
30.1% | 17.6% | 12.5% | 9.7% | 7.9% | 6.7% | 5.8% | 5.1% | 4.6%

Seine Beobachtung geriet jedoch in Vergessenheit und wurde erst ca. 60 Jahre spéter
vom Physiker Frank Benford (1883-1948) neu entdeckt. Sie ist heute unter dem
Namen Benford’sches Gesetz bekannt.
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Mathematisch ergibt sich als Haufigkeit fiir n als erste Ziffer:

1
n =1 1+ —).
f Oglo( + n)

In der Praxis stellt sich heraus, dass nicht nur die Werte in Logarithmentafeln dem
Benford’schen Gesetz gehorchen, sondern praktisch alle Zahlen, die eine Einheit
haben (Langen, Geldbetrige, etc.).

Wie erklért sich diese seltsame Héaufigkeitsverteilung? Die Haufigkeiten fiir z. B. Geldbetrige sollten
unabhéngig von der verwendeten Wahrung sein. Betrdgt der Umrechnungsfaktor zwischen Euro
und Dollar 1€ = 1.2%, so sollte ein Geldbetrag zwischen 1€ und 10€ genauso hiufig wie ein
Geldbetrag zwischen 1.28 und 12$ sein. Bei gleichméBig verteilten Haufigkeiten wire die Haufigkeit
der Euro-Betrége proportional zu 10 — 1 = 9 und die Héufigkeit der Dollar-Betréige proportional zu
12 — 1.2 = 10.8. Gehen wir aber davon aus, dass nicht die Zahlen selbst, sondern ihre Logarithmen
gleichmiBig verteilt sind, so erhalten wir die gewiinschte Unabhéngigkeit: In(10) —In(1) = ln(l—lo) =
In(+2) = In(12) — In(1.2).

Interessieren wir uns nur fiir die erste Ziffer, so schreiben wir jede Zahl als M - 10¥ mit einem
Exponenten E € Z und einer Mantisse M € [1,10). Dann ist die erste Stelle der Mantisse gleich n,
wenn M € [n,n + 1), und die relative Haufigkeit ist

_In(n+1)—In(n) In(l+ %) _ 1
= o)~y oy e

Die Normierung wurde so gewéhlt, dass f1 +---+ fg = 1.

Das Benford’sche Gesetz kann in der Praxis verwendet werden, um (umfangrei-
chen) gefillschten Daten auf die Spur zu kommen. Die wenigsten Filscher kennen
ndmlich das Benford’sche Gesetz, und Zahlen, die man sich zuféllig ausdenkt, erfiillen
das Benford’sche Gesetz leider nicht. Auf diese Art und Weise kénnen bei Wirt-
schaftspriifungen gefilschte Bilanzen oder aufpolierte Steuererkldrungen gefunden
werden.

25.2.2 Anwendung: Simpson-Paradoxon

Die University of California, Berkeley (USA), wurde wegen Diskriminierung weib-
licher Studierender verklagt, weil die Zulassungsstatistiken fiir das Wintersemester
1973 zeigten, dass 44% der Bewerber aufgenommen wurden, aber nur 35% der Bewer-
berinnen. Eine solche Differenz lief3 sich nicht mehr durch statistische Schwankungen
erkliaren. Bei einer genaueren Untersuchung erkannte man aber den wahren Grund
fiir die unterschiedlichen Zulassungszahlen: Die Frauen bewarben sich iiberwiegend
fiir Studienrichtungen mit (fiir beide Geschlechter) geringen Aufnahmezahlen, die
Ménner fiir Studien mit generell hoheren Aufnahmezahlen! Wir illustrieren dies an-
hand eines vereinfachten Beispiels mit fiktiven Zahlen:

Ménner Frauen
aufgenommen ‘ Quote | aufgenommen ‘ Quote
Studium A | 10 von 20 50% 2 von 2 100%

Studium B 2 von 10 20% 4 von 18 22%
Gesamt 12 von 30 40% 6 von 30 20%

Da sich die Mehrzahl der Frauen beim Studium B mit der geringeren Gesamtaufnah-
mezahl beworben haben, erreichen sie insgesamt eine niedrigere Aufnahmezahl; und
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das, obwohl sie in diesem Beispiel sogar bei jedem einzelnen Studium eine hohere
Aufnahmezahl haben! Ein solcher, auf den ersten Blick widerspriichlicher, Sachver-
halt ist als Simpson-Paradoxon bekannt.

Es ist nach dem britischen Statistiker Edward Hugh Simpson (geb. 1922) benannt, dhnliche Sach-
verhalte waren aber auch schon vor ihm beschrieben worden.

25.3 Kennwerte einer Stichprobe

Statt eine Stichprobe vollsténdig (z. B. durch Angabe ihrer relativen Héufigkeiten)
zu beschreiben, kann man wesentliche Eigenschaften der Stichprobe bereits durch
einige Kennwerte angeben. Besonders gebrauchlich sind zwei Arten von Kennwerten:
Lagekennwerte geben Information dariiber, wo die Werte der Stichprobe im Mittel
liegen und Streuungskennwerte sagen etwas dariiber aus, ob die Stichprobenwerte
an einer Stelle konzentriert sind oder ob sie stark streuen. Beginnen wir mit den
Lagekennwerten.

Wenn man kurz vom Mittelwert oder durchschnittlichen Wert einer Stich-
probe spricht, dann meint man in der Regel ihr arithmetisches Mittel:

Definition 25.6 Sei x4, ..., 2, eine Stichprobe mit Umfang n, in der die verschie-
denen Werte ag,...,a; mit den absoluten H#ufigkeiten hq,...,hy bzw. relativen
Héufigkeiten f1,..., fx auftreten. Das arithmetische Mittel der Stichprobe ist

1 n 1 k k
T = ;Zml = Ethaz = Zfiai.
=l i=1 =1

Beispiel 25.7 (—CAS) Arithmetisches Mittel einer Stichprobe
Gegeben ist die Stichprobe 1,2,2,2,3,3,3,3,3,4,4. Berechnen Sie ihr arithmeti-
sches Mittel.

Losung zu 25.7 Das arithmetische Mittel dieser 11 Stichprobenwerte ist

30
143-245-3+24) = 2 =273,
|

T =

77

In manchen Situationen sind oft auch andere Mittelwerte sinnvoll: Das geometrische Mittel ist

definiert durch
n
Tgeom = H$z
1=1

Wenn Sie zum Beispiel ein Kapital Ko im ersten Jahr mit ¢ = 1.05 (d.h., mit Zinssatz 5%)
und im zweiten Jahr mit g2 = 1.07 verzinsen, so haben Sie nach zwei Jahren ein Kapital von
K2 = q2q1 Ko = 1.1235K¢. Nur das geometrische Mittel gyoom = 1/q1q2 = 1.05995 liefert nach zwei
Jahren das gleiche Kapital: Ko = ageomKo. Daraus ergibt sich der mittlere Zinssatz 0.05995 =
5.995%. Das geometrische Mittel ist immer kleiner als das arithmetische Mittel.

Das harmonische Mittel ist definiert durch
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11\ 7!
Thar = =Y — .
= (327)

Wenn Sie zum Beispiel die erste Hilfte einer Strecke mit der Geschwindigkeit v1 durchfahren und die
zweite Halfte mit der Geschwindigkeit v2, so ist Thre Durchschnittsgeschwindigkeit das harmonische
Mittel Upar = 2 Jifg? der beiden Geschwindigkeiten. Wird daher in einem Tunnel, in dem 80 km/h
erlaubt sind, die Durchschnittsgeschwindigkeit gemessen (Section Control), und fahren Sie die erste
Hilfte mit 60 km/h, so konnten Sie die zweite Hélfte mit 120 km/h fahren ohne einen Strafzettel

zu bekommen.

Ein anderer Lagekennwert ist der Median:

Definition 25.8 Der Median (auch Zentralwert) einer geordneten Stichprobe
Tlyeeos Xy i8St
- TBpdeil , n=2m+1
%(xm—&—xmﬂ), n=2m

T wird als ,x Schlange“ oder ,,x Tilde*“ gelesen.

Um ihn zu ermitteln, ordnet man zunéchst die Stichprobenwerte ihrer Gréfie nach:
Ist der Stichprobenumfang n eine ungerade Zahl, dann gibt es einen Wert in der
Mitte dieser geordneten Liste, und das ist der Median. Ist der Stichprobenumfang
n eine gerade Zahl, dann gibt es in der Mitte der Liste zwei Stichprobenwerte. Der
Median ist dann das arithmetische Mittel dieser beiden Werte.

Beispiel 25.9 (+CAS) Median einer Stichprobe
a) Berechnen Sie den Median der Stichprobe aus Beispiel 25.7.
b) Berechnen Sie den Median der Stichprobe 1,2,2,2,3.3,3,3,3,4.

Loésung zu 25.9
a) Wir schreiben die Stichprobenwerte der Grofie nach geordnet an und bestimmen
den Wert in der Mitte
1,2,2,2,3,3,3,3,3,4,4.

Der Median ist also £ = 3.
b) Da die Anzahl der Stichprobenwerte nun 10, also eine gerade Zahl ist, gibt es
zwei Werte in der Mitte
1,2,2,2,3,3,3,3,3,4.

Der Median ist das arithmetische Mittel dieser beiden Werte, also gleich 3. g

Das arithmetische Mittel beriicksichtigt alle Stichprobenwerte, insbesondere auch
»Ausreifiler. Der Median hingegen ist unempfindlich gegeniiber Ausreiflern.

Das statistische Zentralamt berechnet daher zum Beispiel fiir das mittlere Einkommen in Oster-
reich nicht das arithmetische Mittel aller Einkommen, sondern das Medianeinkommen. Das ist also
jener Wert, iiber bzw. unter dem genau die Hélfte aller erzielten Einkommen liegt. Im Unterschied
zum arithmetischen Mittel gibt das Medianeinkommen einen unverzerrten sozialen Uberblick iiber
die Gehaltsstruktur, da die Ausreifler nach oben — also extrem hohe Gehélter — nicht so stark
beriicksichtigt werden.

Fiir nominalskalierte Merkmale verwendet man den Modalwert als Lagekennwert.
Er ist der am héaufigsten auftretende Stichprobenwert. Beispiel: In der Stichprobe
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,rot, rot, griin, blau, blau, blau, blau, blau, blau® ist , blau“ der Modalwert. Der
Modalwert ist nur dann ein sinnvoller Kennwert, wenn er deutlich 6fter auftritt als
alle anderen Werte.

Weitere Lagekennwerte sind:

Definition 25.10 Wenn z, ..., z, die geordneten Stichprobenwerte sind, und 0 <

p < 1, so heifit
Bo= L T np|+1 , np ¢ N
P 7(%np + Tnpt1), mpEN

das p-Quantil. Dabei bezeichnet |[k| den ganzzahligen Anteil einer Zahl k (z. B.
[3.2] = |3.8] =3).

Das 0.5-Quantil ist genau der Median, Zg5 = &, und die Werte Zg.25, T , Zo.75
werden als Quartile bezeichnet. Die Werte Zg.1, Zo.2, - . - , £o.9 heiflen Dezile und die
Werte .’1?0.01, fo,og, 000 ,.f().gg Perzentile.

Die Definition des p-Quantils (bzw. der Quartile) ist nicht immer ganz einheitlich (oft wird im
Fall np € N z.B. &) = xnp gesetzt). Dieser Unterschied ist fiir praktische Zwecke unerheblich und
verschwindet mit wachsendem n.

Ein p-Quantil zerlegt die geordnete Stichprobe in zwei Teile: Mindestens ein Anteil
p der Stichprobenwerte ist kleiner oder gleich Z,. Zugleich ist mindestens ein Anteil
1 — p grofer oder gleich &,. Beispiel: Wenn p = 0.15 ist, so gibt Zo.15 (das kann
ein Stichprobenwert oder der Mittelwert zwischen zwei Stichprobenwerten sein) eine
Stelle an, so dass mindestens 15% der Werte < Z(.15 sind, und mindestens 85% der
Werte Z 530,15 sind.

Beispiel 25.11 (—+CAS) p-Quantil einer Stichprobe
Geben Sie die Quartile der Stichprobe aus Beispiel 25.7 an.

Lésung zu 25.11 Da n = 11 ist, folgt np = 11 -0.25 = 2.75 ¢ N, also Zg.o5 =
T|2.75/+1 = 3 = 2. Analog erhalten wir 9.5 = 7|5.5/41 = 6 = 3 (= der Median )
und Zg.75 = |g.25)+1 = 9 = 3. Die drei Quartile lauten somit 2, 3, 3. |

Als Néchstes suchen wir ein geeignetes Streuungsmafl, das die ,,Breite* der Stich-
probe angibt.

Was koénnten wir als Streuungsmafl verwenden? Betrachten wir zum Beispiel die Stichproben A:
1,1,5,9,9 und B: 3,4,5,6,7. Beide haben denselben Mittelwert T = 5, trotzdem streuen die Werte
unterschiedlich um . Intuitiv wiirde man sagen, dass die Daten A stirker streuen, weil hier die
Stichprobenwerte ,,im Durchschnitt® weiter von = 5 entfernt sind als bei den Daten B. Versuchen
wir, das durch eine Kennzahl auszudriicken:

a) Berechnen wir z. B. das arithmetische Mittel der Differenzen x; — T der Stichprobenwerte vom
Mittelwert:

A:

Il
o

(1-5)4+1=5)4+(B—-5)+(9-5)+(9—15)]

B:=[(3=5)+4—-5)+(-5)+(6-5+(T—5)] = 0

QU] = O] =

Fiir beide Stichproben erhalten wir also das Ergebnis 0 (das wird bei jeder Stichprobe so sein, da
% > (w—T) = % S — % S T=T— %nf = 0). Die mittlere Differenz z; — T sagt also
nichts {iber die Streuung aus.

b) Probieren wir als Néchstes das arithmetische Mittel der Abstéinde |z; — Z|:
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[y

Al =5+ 1 =5+ 55 +[9-5[+[9-5] = 32

1
B:g[|3—5\+\4—5\+\5—5|+|6—5|+|7—5|] 1.2

Mit diesem Maf} streuen also die Daten A tatséchlich starker als die Daten B.
¢) Versuchen wir nun noch das arithmetische Mittel von (z; — Z)2, die so genannte mittlere qua-
dratische Abweichung:

A:%[(1—5)2+(1—5)2+(5—5)2+(9—5)2+(9—5)2] = 128
Bifl3-52+ (=57 + (57 + 652 +(T-5% = 20

Also haben die Daten A auch mit diesem Maf} eine grolere Streuung als die Daten B. Es sprechen
nun einige Griinde dafiir, eher dieses Streuungsmafl zu verwenden als den mittleren Abstand:

e Quadrieren ,bestraft“ groe Abweichungen, da das Quadrat einer Zahl (d.h. hier eines Abstands)
grofler ist als die Zahl selbst (vorausgesetzt, die Zahl ist > 1).

e Wenn man einen optimalen ,Reprédsentanten“ a der Stichprobenwerte sucht in dem Sinn, dass
S(a) = (a—z1)%2+...+ (a—x,)? minimal sein soll, dann kann man leicht nachrechnen, dass dieses
a gerade das arithmetische Mittel T ist.

Definition 25.12 Betrachten wir eine Stichprobe z1,...,z, vom Umfang n. Ein
Ma#f3 dafiir, wie sehr die Stichprobenwerte x; um ihren Mittelwert T streuen, ist die
(Stichproben-)Varianz (auch empirische Varianz)

1 n
2 _ 2
] ;:I(xl T)“.

Man schreibt die Varianz symbolisch s2, da man als Ma8 fiir die Streuung ofters
auch ihre Wurzel

1 n
= § . — )
"TAln-1 (2 —7)

i=1

verwendet, die so genannte (Stichproben-)Standardabweichung (auch empiri-
sche Standardabweichung).

Die Standardabweichung hat den Vorteil, dass sie dieselbe Einheit hat wie die ein-
zelnen Stichprobenwerte (z. B. Gramm anstelle von Gramm?).

Wenn wir wieder die verschiedenen Werte der Stichprobe mit a, ..., ax bezeich-
nen, dann koénnen wir die Varianz auch mithilfe der absoluten bzw. relativen Héufig-
keiten ausdriicken:

k

k
9 1 P B L =2
s _nflzhl(al T) _nfliz:;fl(al z)~.

i=1

Sie haben sich vielleicht gewundert, warum man bei s2 durch n — 1 dividiert anstelle durch n.
Der Grund dafiir ist, dass die durch n — 1 dividierte Summe bessere Schditzeigenschaften fiir die
schliefende Statistik hat. Dort schdtzt man die Varianz einer Grundgesamtheit mithilfe der Stich-
probenvarianz s2. Wiirde man diese mit n im Nenner definieren, dann wiirde die Schitzung im
Mittel zu klein ausfallen. Wir werden in Abschnitt 30.2 darauf zuriickkommen.
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Die Standardabweichung sagt folgendes aus: Je kleiner s (bzw. s?) ist, umso stérker
sind die Messwerte um den Mittelwert T konzentriert.

Fiir die praktische Berechnung der Varianz ist oft die folgende Formel effizient:
(siehe Ubungsaufgabe 1):

Satz 25.13 Sei 21, ..., 2, eine Stichprobe mit Umfang n, in der die verschiedenen
Werte aq,...,ar mit den absoluten Haufigkeiten hq, ..., hi auftreten. Dann ist die
Varianz gleich

1 - 1 a
2 _ 2 =2 | _ 2 =2
S—n_1<g :I:i—n-x)_n_l(E hia; nx)

i=1 i=1

Beispiel 25.14 (—CAS) Standardabweichung einer Stichprobe
Berechnen Sie die Standardabweichung der Stichprobe 1,1,2,2,3,3,3,3,4,4,7.

Losung zu 25.14 Der Umfang der Stichprobe ist n = 11, das arithmetisches Mittel
ist T = 3. Es kommen die k = 5 verschiedenen Werte 1,2,3,4,7 vor. Wir berechnen
die Varianz mithilfe der Formel in Satz 25.13

1 14
s? = E(2~12+2-22+4-32+2-42+72—11-32):322.8.
Die Standardabweichung ist s = v/2.8 = 1.7. |

Ein weiteres, eher grobes Streuungsmaf ist die Spannweite R = Tj40 — Tmin
(engl. range), wobei X4, der grofte und x,,;, der kleinste Stichprobenwert ist. R
ist zwar leichter zu berechnen als s, enthélt aber weniger Information (R beriicksich-
tigt nur den kleinsten und den grofiten, s hingegen alle Stichprobenwerte). Aufler-
dem wird R durch , Ausreifler” stirker beeinflusst. Auch der Interquartilsabstand
dg = Zo.75 — Zo.25 wird verwendet. Er ist resistent gegen Ausreifler.

Die Verteilung von Stichprobendaten kann iibersichtlich in einem so genannten Box
Plot (auch: Box-Whisker-Plot) dargestellt werden. Ein Box-Plot besteht aus ei-
nem Rechteck (,Box“), dessen untere bzw. obere Kante durch die Quartile &g o5
bzw. Zg.75 gegeben sind, und zwei Strichen (,, Antennen® oder ,,Whiskers“), die das
Rechteck bis zum kleinsten bzw. grofiten Stichprobenwert verlangern. Der Median
wird als Strich innerhalb des Rechtecks eingezeichnet. Der Box-Plot fiir die Daten
aus Beispiel 25.5 ist in Abbildung 25.4 dargestellt (—CAS).

25.3.1 Ausblick: Lorenz-Kurve und Gini-Koeffizient

Die meisten Dinge im Leben sind nicht gleichméflig verteilt. Dies ist zum Beispiel
der Fall, wenn der Markt von wenigen Herstellern beherrscht wird oder ein hoher
Prozentsatz des Gesamteinkommens auf einen kleinen Prozentsatz der Bevolkerung
fallt. Man spricht in diesem Fall von absoluter bzw. relativer Konzentration.
Wie kann man eine Ungleichverteilung veranschaulichen beziehungsweise messen?
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Abbildung 25.4. Box Plot fiir die Daten aus Beispiel 25.5: Innerhalb der Box befinden
sich 50% aller Stichprobendaten (zwischen Zo.25 = 19.5 und Zo.75 = 37.5). Die Whiskers
zeigen die Spannweite der Daten (Zmin = 3 biS Zmae = 47). Der Median liegt bei & = 28.5.

Auf der Webseite der ,,Statistik Austria® findet man z.B. die Anzahl der Autos
der zehn beliebtesten Hersteller in Osterreich im Jahr 2012:!

187244, 204044, 210476, 222903, 225007, 227863, 275077, 323840, 344505, 942268.
Wir haben hier einfachheitshalber nur die (aufsteigend sortierten) Autoanzahlen
ohne die zugehorigen Hersteller aufgelistet. Nun berechnet man daraus eine neue
Liste, deren i-ter Eintrag die Summe der ersten i Werte ist:

187244, 391288, 601764, 824667, 1049674, 1277537, 1552614, 1876454, 2220959,
3163227.

Beginnt man nun bei 0 und verbindet die entsprechenden Punkte in einer Graphik
durch gerade Linien, so erhiilt man die Lorenz-Kurve (nach Max Otto Lorenz,
1876-1959, US-amerikanischer Statistiker und Okonom), die in Abbildung 25.5 dar-
gestellt ist. Zusétzlich zur Lorenz-Kurve haben wir noch die Gerade vom Ursprung

3.0x 100 -
25%10°
2.0x10°
1.5%10° -
10X 10° -

500000 -

I I L I I
2 4 6 8 10

Abbildung 25.5. Lorenz-Kurve fiir die Verteilung von Automarken in Osterreich.

bis zum Maximum der Lorenz-Kurve eingezeichnet. Hatten wir eine Gleichvertei-
lung (jeder Hersteller verkauft gleich viel), so wiirden alle Punkte genau auf dieser
Geraden liegen und die Lorenz-Kurve wiirde mit ihr zusammenfallen. Die Steigung
dieser Geraden ist die Gesamtautoanzahl aller Hersteller geteilt durch die Anzahl

! http://wuw.statistik.at/web_de/static/kfz-bestand_2012_070180.pdf
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der Hersteller und entspricht somit der durchschnittlich hergestellten Autoanzahl.
Herrscht (so wie in unserem Beispiel) eine Ungleichverteilung, so fiillt die Steigung
am Anfang unterdurchschnittlich aus (wir haben die Liste ja aufsteigend sortiert
und am Anfang sind die kleineren Hersteller), withrend am Ende die Steigung iiber-
durchschnittlich ist. Insbesonders sehen wir, dass die Lorenz-Kurve konvex (,,Links-
kurve”) ist (da die Steigungen in jedem Abschnitt zunehmen) und immer unter der
Gleichverteilungs-Geraden liegt. Wie weit die Lorenz-Kurve unter dieser Geraden
liegt, ist somit ein Maf} fiir die Ungleichverteilung. Eine einfache Kenngrofle dafiir
ist die Flache zwischen der Geraden und der Lorenzkurve, geteilt durch die Fliche
Ay unter der Geraden
A, — Ay

A,
Hier bezeichnet A, die Fldche unter der Lorenzkurve. Das ist der Gini-Koeffizient,
benannt nach dem italienischen Statistiker Corrado Gini (1884-1965). Er liegt immer
zwischen 0 und 1, wobei G = 0 eine Gleichverteilung bedeuten wiirde. In unserem
Beispiel ist G = 0.3.

Konkret berechnet sich der Gini-Koeffizient so: Sind 0 < z; < ... < z,, die
geordneten Werte und X; = Y ;_, z die zugehorigen aufsummierten Werte, so
erhélt man fiir die Flichen die Formeln

G:

nX, X1 X+ X
A, = 5 Au:—+zf.

=2

Der grofitmogliche Gini-Koeffizient bei 10 Herstellern wére 0.9, bei n Herstellern allgemein G =
1-— % Das wiirde der Situation entsprechen, dass alles nur von einem einzigen Hersteller kommt.

Denn dann wére 1 = -+ = xp—1 = 0, z, > 0, und somit X; =--- = X,,—1 = 0, X, = xn, also
Xn - _nXn _ Xn Xny\ _ 1
Ay = 5%, Das ergibt G = (752 — =) /("52) =1~ ..

Oft normiert man beide Koordinatenachsen, indem man statt ¢ die Werte % und statt X; die Werte

;((i auftragt. Der Gini-Koeffizient éndert sich dabei nicht, da er als Verhéltnis invariant unter dieser

n

Normierung ist.

Mochte man die Einkommensverteilung in einem Land mit der Lorenzkurve veran-
schaulichen, so wird es schwieriger, da der Index ¢ nun iiber alle Erwerbstéitigen
laufen miisste. Auflerdem werden dafiir die Daten eventuell gar nicht im Detail
vorliegen. Als Abhilfe kénnen wir Klassen betrachten und fiir die i-te Klasse das
arithmetische Mittel als x; verwenden (sind die Klassen verschieden grof, so miisste
man das durch entsprechende Gewichtung beriicksichtigen). Die Information iiber
die Konzentration innerhalb der Klassen geht dadurch natiirlich verloren (sie wird
durch eine Gleichverteilung innerhalb der Klassen ersetzt) und die wahre Lorenz-
Kurve liegt unter der erhaltenen Kurve.

Auf der Webseite der ,,Statistik Austria“ findet man z.B. die Dezile fiir das Net-
tomonatseinkommen des Jahres 2011:2

667,1049, 1317, 1540, 1733, 1933, 2182, 2537, 3200.

2 http://www.statistik.at/web_de/statistiken/soziales/personen-einkommen/
nettomonatseinkommen/057212.html
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Also 10% der Erwerbstétigen verdienen weniger als 667 €, 20% weniger als 1049 €,
etc. Wir haben also die bendtigte Klasseneinteilung, aber das Durchschnittseinkom-
men in den Klassen ist leider nicht offentlich zugénglich. Wir kénnen es aber ein-
fachheitshalber durch den Mittelwert der Klassengrenzen schitzen. Fiir die unterste
Klasse verwenden wir als Untergrenze 370€ (das Nettomonatseinkommen bei ge-
ringfiigiger Beschéftigung) und fiir die oberste Klasse als Obergrenze 5444 €, da-
mit als Gesamtmittelwert das ebenfalls veroffentlichte Durchschnittseinkommen von
1906 € erhalten wird. Daraus ergibt sich fiir die geschatzten Klassenmittelwerte: 518,
857.5, 1182.5, 1428, 1636, 1832.5, 2057, 2359, 2868, 4321.5. Mit diesen konnen wir
die Lorenz-Kurve zeichnen (Abbildung 25.6) und den Gini-Koeffizienten berechnen:
G =0.3.
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Abbildung 25.6. Lorenz-Kurve fiir das Nettomonatseinkommen 2011 in Osterreich

25.4 Lineare Korrelation

In den bisherigen Beispielen wurde immer nur ein Merkmal der Stichprobe beob-
achtet (gemessen). Misst man zwei Merkmale in derselben Stichprobe, so spricht
man auch von einer zweidimensionalen Stichprobe. Man kann nun fragen, ob es
zwischen den beiden beobachteten Merkmalen einen Zusammenhang gibt.

Die Seitenldnge und die Fliche eines Quadrats stehen zum Beispiel in einem exakten Zusammen-
hang. Zwischen Werbeausgaben und Umsatz eines Unternehmens besteht auch ein Zusammenhang,
dieser ist aber ein statistischer Zusammenhang: Man kann sagen, dass ein Unternehmen eher mehr
Umsatz machen wird, wenn es mehr fiir Werbung ausgibt, aber man kann den Zusammenhang
zwischen diesen beiden Merkmalen nicht exakt durch eine Gleichung ausdriicken. Andere Beispiele
fiir einen statistischen Zusammenhang sind: Gewicht und Grofe einer Person (eine gréfiere Person
ist eher schwer), Aulentemperatur und Verbrauch an Mineralwasser, usw.

Stellen wir die Stichprobenwerte der beiden Merkmale graphisch als Punkte in der
(z,y)-Ebene dar. Die so entstehende Punktwolke nennt man ein Streudiagramm.

Beispiel 25.15 (—CAS) Streudiagramm von zwei zusammenhiingenden
Merkmalen

Von 15 zufillig ausgewéhlten erwachsenen Personen werden Koérpergréfie z und
Gewicht y gemessen. Es ergeben sich folgende Wertepaare (z;,y;) in cm bzw. kg:
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(163,59), (165,62), (166,65), (169,69), (170,65), (171,69), (171,76), (173,73),
(174,75), (175,73) , (177,80) , (177,71), (179,82),(180,84), (185,81). Stellen Sie
diese Daten graphisch durch ein Streudiagramm dar.

Lésung zu 25.15 Wir tragen in z-Richtung die Kérpergrofe auf und in y-Richtung
das Gewicht. Die Daten der ersten Person werden also durch den Punkt (163, 59)
dargestellt, usw. Man erhélt das Streudiagramm aus Abbildung 25.7. Aus dieser

Gewicht y
85

80 . °
75F S .

70F o . °

65F . .

60F

‘ ‘ ‘ ‘  Kéroerards
60 165 170 175 180 183 Rorpergrobiex

Abbildung 25.7. Streudiagramm

Abbildung kann man gut die Tendenz ,,je grofler, umso schwerer herauslesen. W

Nun ein Beispiel fiir zwei Merkmale, von denen man nicht erwartet, dass sie zusam-
menhéngen:

Beispiel 25.16 Streudiagramm von zwei nicht-zusammenhingenden
Merkmalen

Von 15 zufillig ausgewdhlten erwachsenen Personen wird deren Korpergrofie x
und ihr monatliches Einkommen y ermittelt. Es ergeben sich folgende Werte-
paare (x;,y;) in cm bzw. €: (163,2900), (165,1100), (166,3600), (169,2300),
(170,4000), (171,5600), (171,2100), (173,5100), (174,3400), (175,1800),
(177,2100), (177,2600), (179,4600), (180,3600), (185,2300). Stellen Sie diese
Daten durch ein Streudiagramm dar.

Losung zu 25.16 Das Streudiagramm ist nun in Abbildung 25.8 dargestellt. Die
Einkommen y
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3000F o
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Abbildung 25.8. Streudiagramm
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Punkte liegen ziemlich regellos verteilt. Es unterstiitzt die Vermutung, dass es zwi-
schen Grofle und Einkommen einer Person keinen Zusammenhang gibt. ]

Ein letztes Beispiel:

Beispiel 25.17 Streudiagramm von zwei ,gegensinnig®“ zusammen-
hingenden Merkmalen

Die Messung von zwei Merkmalen x bzw. y ergab folgende zehn Wertepaare
(xi,9:): (30,6), (45,5), (45,3), (60,4), (75,3), (80,5), (90,2), (100,4), (110,2),
(120, 3). Stellen Sie diese Daten durch ein Streudiagramm dar.

Losung zu 25.17 Das Streudiagramm ist in Abbildung 25.9 dargestellt. Es ldsst

1 I I
20 40 60 80 100 120

Abbildung 25.9. Streudiagramm

eine gewisse Tendenz erkennen, dass mit groffler werdenden x-Werten die y-Werte
kleiner werden. Ein Beispiel fiir einen solchen , gegensinnigen* Zusammenhang wéren
Trainingszeit  und Laufzeit y eines Léufers. |

Im ersten Beispiel liel das Streudiagramm einen deutlichen Zusammenhang, im zwei-
ten Beispiel keinen, und im dritten einen gewissen, aber nicht starken Zusammenhang
vermuten.

Uber das AusmaB des linearen Zusammenhangs gibt die folgende Kennzahl Aus-
kunft:

Definition 25.18 Gegeben seien die Wertepaare (21,91), - ., (Zn,Yn), wobei nicht
alle z; gleich sind bzw. nicht alle y; gleich sind. Die Zahl

s

Ty = —2—
Sz + Sy

heifit (empirischer) Korrelationskoeffizient. Dabei ist

Sxy = ! Z(wl - T)(yl - y)
i=1

n—1
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die (empirische) Kovarianz, z, 7 sind die arithmetischen Mittelwerte und

1 < 1 <
_ C_\2 _ 2
Sz — iE=1($z T)2, 5y p— ;Zl(yz v)

sind die (empirischen) Standardabweichungen der z; bzw. der y;-Werte.

Das Wort ,,empirisch® driickt — wie schon bei der empirischen Varianz — aus, dass es sich um eine
Kennzahl fiir eine Stichprobe handelt. Die schliefende Statistik verallgemeinert mithilfe der em-
pirischen Kennwerte auf die entsprechenden Parameter der Grundgesamtheit. Er wird nach dem
englischen Mathematiker Karl Pearson (1857-1936) auch Pearson’scher Korrelationskoeffizi-
ent genannt.

Der Korrelationskoeffizient 7, ist so definiert, dass seine Werte immer zwischen —1
und +1, liegen, also
—1<ry < +1.

Satz 25.19 Je ndher 7,, bei —1 oder bei 1 liegt, umso besser liegen die Punkte
(24,9;) um eine Gerade konzentriert. Dabei bedeutet

e 75 > 0: Die Punkte liegen tendenziell um eine Gerade mit positiver Steigung
(gleichsinniger linearer Zusammenhang, positive Korrelation).

e 1y, < 0: Die Punkte liegen tendenziell um eine Gerade mit negativer Steigung
(gegensinniger linearer Zusammenhang, negative Korrelation).

e 1y, nahe bei 0: kein linearer Zusammenhang zwischen den beiden Merkmalen.

Die Werte +1 bzw. —1 nimmt r,, an, wenn alle Punkte (z1,y1),..., (zn,yn) genau
auf einer Geraden liegen, und zwar ist 7, = +1 genau dann, wenn alle Punkte auf
einer Geraden mit positiver Steigung liegen und r,, = —1, wenn alle Punkte auf
einer Geraden mit negativer Steigung liegen.

\/%(xl—i,...,xn—i) und y = \/%(yl—@,...,yn—y), so gilt

se = ||x||, sy = |lyll und szy = (x,y). Aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung (siche Abschnitt
»Skalarprodukt und orthogonale Projektion“ in Band 1) folgt nun |rzy| < 1, mit Gleichheit genau
dann, wenn y = kx gilt, wenn also y; = kx; + (¥ — k) fiir alle 4 gilt.

Warum? Setzen wir x =

Beispiel 25.20 (—CAS) Empirischer Korrelationskoeffizient
Berechnen Sie den Korrelationskoeffizienten der Stichprobe aus
a) Beispiel 25.17 b) Beispiel 25.15 ¢) Beispiel 25.16

Loésung zu 25.20

a) Der Mittelwert der x;-Werte ist T = 75.5, der Mittelwert der y;-Werte ist 5 =
3.7. Die Standardabweichung der x;-Werte ist s,, = 30.134, die der y;-Werte ist
sy = 1.3375. Die Kovarianz sg, ist
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Sy = g D~ T55) (i~ 37) = 5 (B0~ T55)(6 —37) + ...
=1

L+ (120 — 75.5)(3 — 3.7)) = —25.389

Damit ist der Korrelationskoeffizient

—95.389
ey = 3013413375 0030

Er ist betragsméflig nicht nahe bei 1, was einen gewissen, aber nicht starken
linearen Zusammenhang der beiden Merkmale bedeutet. Das negative Vorzeichen
von 1, sagt aus, dass tendenziell mit zunehmenden z;-Werten die y;-Werte fallen
(sieche Abbildung 25.9).

b) Mit dem Computer (—CAS) berechnen wir r,, = 0.898. Wir erhalten also eine
stiirkere Korrelation als in Beispiel a), da der Wert néher bei 1 liegt. Das positive
Vorzeichen von 74, bedeutet, dass tendenziell mit wachsenden x;-Werten auch
die y;-Werte zunehmen (vergleiche Abbildung 25.7).

c) Wieder mit dem Computer berechnen wir r;, = 0.0605. Der Korrelationskoeffi-
zient liegt nun nahe bei 0. Das weist darauf hin, dass die beiden Merkmale nicht
linear korreliert sind (siehe Abbildung 25.8). n

Der Korrelationskoeffizient misst nur den Grad der linearen Abhéngigkeit. Wenn
rzy = 0, so kann trotzdem ein Zusammenhang zwischen den Wertepaaren beste-
hen! Betrachten wir zum Beispiel (—-2,5), (—1,2), (0,1), (1,2), (2,5). Obwohl die
Wertepaare die Beziehung y = 2% + 1 erfiillen, ist rzy = 0. Der Zusammenhang ist
allerdings nichtlinear.

Aber auch, wenn zwischen zwei Grofien eine lineare Korrelation besteht (d.h. 7,
ist signifikant von Null verschieden), so muss das noch lange nicht einen kausalen
Zusammenhang bedeuten! Oder wiirden Sie zur Steigerung der Geburtenrate
Storche ansiedeln, nur weil man nachweisen kann, dass die Anzahl der Stérche und
die Anzahl der Geburten korreliert sind? Man spricht in einem solchen Fall von
einer Scheinkorrelation. Das bedeutet, dass man eine Korrelation zwischen zwei
Merkmalen beobachtet, die aber inhaltlich nicht sinnvoll ist. So ein scheinbarer Zu-
sammenhang kann dadurch entstehen, dass ein drittes Merkmal {ibersehen wird, das
aber mit den beiden anderen Merkmalen inhaltlich im Zusammenhang steht. Zum
Beispiel konnte eine Scheinkorrelation zwischen Storchen und Geburten dadurch
zustande kommen, dass mit zunehmender Industrialisierung (= dritte, unberiick-
sichtigte Grofe) sowohl die Storchenpopulation als auch die Geburtenrate sinkt.

25.5 Lineare Regression

Aufgabe von linearen Korrelationsanalysen ist, das Ausmaf$ des linearen Zusammenhangs zwi-
schen zwei Merkmalen z und y zu untersuchen. Dabei sieht man die beiden Merkmale als gleich-
rangig an, d.h., sowohl gemessene x-Werte als auch gemessene y-Werte kénnen streuen.

Bei so genannten Regressionsanalysen untersucht man die Art des Zusammen-
hangs zwischen zwei Merkmalen x und y. Dabei sind z und y nicht mehr gleich-
rangig, sondern man betrachtet y als abhéngig von x. Man geht davon aus, dass z



228 25 Beschreibende Statistik und Zusammenhangsanalysen

festgehalten und exakt messbar ist und nur die y-Werte streuen. Zum Beispiel ist x
eine bestimmte Korpergrofle, und y sind die verschiedenen Gewichte von Personen
mit dieser Grofle. Man interessiert sich nun dafiir, wie sich y in Abhéngigkeit von z
dndert.

Dazu beobachtet man zu vorgegebenen Werten x4, ...,x, die Werte y1,...,yn,
erhilt also die Wertepaare (z1,41), (x2,92), .- ., (Zn, yn). Gesucht ist nun eine Funk-
tion, die die Abhéngigkeit der y;-Werte von den z;-Werten moglichst gut beschreibt.
Um diese zu finden, betrachtet man die durch die Stichprobe gegebene Punktwolke
und macht einen geeigneten Ansatz fiir den funktionellen Zusammenhang zwischen
x und y.

Man kann zum Beispiel versuchen, die Punkte (x;,y;) durch eine Gerade an-
zundhern. In diesem Fall macht man den Ansatz

y=flx)=kax+d

und spricht von linearer Regression. Die Gerade heiffit Ausgleichsgerade oder
Regressionsgerade. Die Steigung k£ und der Achsenabschnitt d der Regressionsge-
raden werden iiblicherweise aus der Forderung bestimmt, dass der mittlere quadra-
tische Fehler (d.h., die mittlere quadratische Abweichung der Messwerte y; von den
Funktionswerten f(z;)) minimal wird. Man spricht von der Gauf3’schen Methode
der kleinsten Quadrate.

Satz 25.21 (Regressionsgerade) Die Gerade f(x) = kz + d, fiir die

n

> (i — f@:))?

i=1
minimal wird, ist gegeben durch

S
k=ryy—2, d=7— kz.
SZC
Hier ist 75, der empirische Korrelationskoeflizient, =, 7 sind die arithmetischen Mit-

telwerte und s, s, die Standardabweichungen der Stichprobenwerte z; bzw. y;.

Warum das so ist, haben wir uns in Beispiel 23.30 in Abschnitt 23.3 iiberlegt.

Beispiel 25.22 Regressionsgerade
Geben Sie die Regressionsgerade fiir die Stichprobe aus Beispiel 25.15 an.

Losung zu 25.22 Wir miissen k£ und d der Regressionsgerade y = kx+d berechnen.
Zunichst finden wir den Mittelwert T = 173 der z;-Werte und den Mittelwert § =
72.3 der y;-Werte. Die Standardabweichungen sind s, = 6.05 bzw. s, = 7.56. Den
Korrelationskoeffizienten haben wir bereits in Beispiel 25.20 berechnet: r;, = 0.898.
Damit ist

ko= 1yt =112,

Sz

d = y—kT=—122.02.
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Die Regressionsgerade lautet also y = 1.12z — 122.02. Sie ist in Abbildung 25.10
dargestellt. ]
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Abbildung 25.10. Regressionsgerade

In vielen Féllen legt die Punktwolke einen nichtlinearen Ansatz nahe, zum Beispiel
eine Parabel y = az?+bx + ¢, Polynomfunktionen héheren Grades oder Exponential-
und Logarithmusfunktionen. Auch dann werden die im Ansatz enthaltenen Parame-
ter mithilfe der Gaufi’schen Methode der kleinsten Quadrate bestimmt, und man
spricht von nichtlinearer Regression.

Wir beenden diesen Abschnitt mit vier warnenden Beispielen des englischen Sta-
tistikers Francis Anscombe (1918-2001), die in Abbildung 25.11 dargestellt sind.
Alle Datensétze haben den gleichen Korrelationskoeffizienten von 0.816, aber nur
beim ersten Datensatz ist das Berechnen der Regressionsgerade sinnvoll! Beim zwei-
ten liegt offensichtlich ein nichtlinearer Zusammenhang vor, beim dritten fithrt ein
Ausreifler zu einer verfilschten Regressionsgerade, und beim letzten fiihrt wiederum
ein Ausreifler zu einem zu hohen Korrelationskoeffizienten. Diese Beispiele zeigen,
wie wichtig es ist, Daten zu visualisieren und keine voreiligen Schlussfolgerungen zu
ziehen.

25.5.1 Ausblick: Multivariate lineare Regression

Bei der multivariaten linearen Regression gibt es statt einer Variablen x mehrere
Variablen z1,..., z,,. Fir gegebene n Punkte der Stichprobe,

Tlyiy--sTmyis Yis 1§7/Sna
wird eine Funktion
y:f(xl,...,xm) =ko+kix1+ -+ knrtm

gesucht, fiir die der mittlere quadratische Fehler

n

Z |f(@1i,- @) — yil?

i=1

minimal wird. Fihren wir die Matrix
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Abbildung 25.11. Anscombe-Quartett

1 T1,1 e Tl

1 T1,2 e T2
_A =

1 21 . Tman

und die Vektoren
k=(koy.. .. km), y= W1, - YUn);

ein, so kann der Fehler iibersichtlich in Matrixnotation geschrieben werden:

n

Z |f(@1, - wmy) — yil* = || Ak — y ||

i=1

Das Minimum erhalten wir mit einer QR-Zerlegung (siche Abschnitt ,,Losung von
Gleichungssystemen mit QR-Zerlegung* in Band 1).

Das konnen wir iibrigens auch bei der univariaten Regression anwenden: Wenn
ein nichtlinearer Ansatz in Form eines Polynoms

f(x) = ko + kx4 + kpa™

gemacht wird und die Datenpaare
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TiyYi, 1<:< n,

gegeben sind, so konnen die optimalen Koeffizienten des Polynoms bestimmt werden,
indem man einfach

2 m
Tl =Ty, T2 ==T;5 ..y Tmyg = Ty

setzt und wie eben beschrieben vorgeht. Natiirlich kann man die Monome x’ auch
durch beliebige Funktionen f;(x) ersetzen.

25.6 Mit dem digitalen Rechenmeister

Stabdiagramm

Ein Stabdiagramm kann mit dem Befehl

In[1]:= BarChart[{1/20,3/20,7/20,1/4,1/10,1/10},
BarSpacing — 0.5
ChartLabels — {"3977,7398”,7399”,7400”,7401”,7402" },
AxesLabel — {7a;”,7£;"}]

fi
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gezeichnet werden.

Histogramm und Verteilungsfunktion

Ein Histogramm erhalten wir so:

In[2]:= Histogram[{3,7,12,18,19,20,25,25,27,28,29,31,32,34,37,38,40,41,
45,47},7”Count”, {{0, 10, 20, 30, 40,50} },
Ticks — {{5, 15,25,35,45},{2,4,6}}]

6L

Das erste Argument enthélt die Urliste und das zweite (optional) die Klassengren-
zen. Mit Count wird fiir die Hohe h; genommen, mit Probability f; und mit PDF
4. Verwendet man CDF, so erhélt man die Verteilungsfunktion:
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In[3]:= Histogram[{3,7,12,18,19,20,25, 25,27, 28,29, 31, 32,34, 37, 38, 40, 41,
45,47},7CDF”, {{0, 10, 20, 30, 40, 50}},
Ticks — {{5,15,25,35,45},{2,4,6}}]

1of

08k

06

04k

02b

Arithmetisches Mittel
Das arithmetische Mittel kann mit dem Befehl Mean berechnet werden:
Inf4]:= Mean[{1,2,2,2,3,3,3,3,3, 4,4}

Out [4]= 30
" 11

Median

Den Median berechnen wir so:

In[5]:= data=1,2,2,2,3,3,3,3,3,4,4;
Median|data]
3

Out [6]

Ein p-Quantil (bzw. mehrere gleichzeitig, wenn man die verschiedenen p-Werte als
Liste iibergibt) erhalten wir mit:

In[7]:= Quantile[data, {0.25,0.5,0.75}]
out[71= {2,3,3}

(Achtung: Mathematica verwendet eine leicht abweichende Definition fiir das p-
Quantil.)
Den Box Plot aus Abbildung 25.4 erbélt man mit:

In[8]:= BoxWhiskerChart[{3,7,12,18,19,20, 25 25, 27,28,29, 31,32,
34,37,38,40,41,45,47}]

Standardabweichung
Varianz und Standardabweichung kénnen mit Variance bzw. StandardDeviation
berechnet werden:

In[9]:= data={1,1,2,2,3,3,3,3,4,4,7};
{Variance[datal, StandardDeviation[data]}
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14 /14
Uut[10]={€, E}

Streudiagramm

Ein Streudiagramm erhélt man leicht auf folgende Weise: Die Stichprobendaten wer-
den als Liste eingegeben (z. B. mit dem Variablennamen data),

In[11]:=data = {{163,59}, {165,62},{166,65}, {169,69},{170,65}, {171, 69},
{171,76},{173,73},{174,75},{175,73},{177,80}, {177, 71},
{179, 82}, {180, 84}, {185,811} };

Danach wird mit dem Befehl ListPlot die Graphik in Abbildung 25.7 erzeugt:

In[12]:=ListPlot[data,PlotRange — {{160,187},{55,85}},

AxesLabel — {Groesse x,Gewicht y},PlotStyle — PointSize[0.016]]
(Hier wurde — was nicht unbedingt notwendig ist — der dargestellte z, y-Bereich mit
PlotRange gewihlt, die Achsen wurden beschriftet und die Punkte vergrofert.)

Korrelationskoeffizient

Nach dem Laden des Zusatzpakets

In[13]:=Needs[’MultivariateStatistics®’];

kann der empirische Korrelationskoeffizient mit dem Befehl Correlation berechnet
werden:

In[14] :=xdata = {163, 165, 166, 169,170, 171, 171,173,174, 175, 177,
177,179, 180, 185};
ydata = {59, 62, 65, 69, 65, 69, 76, 73, 75, 73,80, 71,82, 84, 81};
Correlation[xdata, ydata]//N

Out[16]=0.897914

Regressionsgerade

Der Befehl Fit gibt uns eine Regressionsgerade aus:

In[17] :=data = {{1637 59}, {165, 62}, {166, 65}, {169, 69}7 {170, 65}, {1717 69},
{171, 76}, {173, 73}, {174, 75}, {175, 73}, {177, 80}7 {177, 71},
{1797 82}, {1807 84}, {185, 81}};
g = Fit[data, {1, x},%]

Out [18]=—122.02 4+ 1.12305x

Die Syntax ist Fit [Daten, Funktionen, Variablen]. Dadurch werden Daten mithilfe der Gaufy’schen

Methode der kleinsten Quadrate durch eine Linearkombination der Funktionen gen&dhert. Hier
mochten wir eine Gerade, also eine Linearkombination der Funktionen 1 und z.
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25.7 Kontrollfragen

Fragen zu Abschnitt 25.1: Grundbegriffe

Erkldren Sie folgende Begriffe: deskriptive/explorative/induktive Statistik, Grund-
gesamtheit, Stichprobe, Umfang einer Stichprobe, Merkmalsauspriagung, diskre-
tes/stetiges Merkmal, nominal-, ordinal-, intervall- bzw. verhéltnisskaliertes Merk-
mal, metrische Skala, qualitatives/quantitatives Merkmal.

1. Wenn Sie einen Menschen beschreiben, welche quantitativen und welche quali-
tativen Merkmale fallen Thnen ein?

2. Welches Merkmal ist (zumindest) ordinalskaliert?
a) Giiteklasse b) Schulnote c¢) Einwohnerzahl d) Augenfarbe

Fragen zu Abschnitt 25.2: Haufigkeitsverteilung einer Stichprobe

Erkldren Sie folgende Begriffe: Urliste, Strichliste, absolute /relative Hiufigkeit, Stab-
diagramm, Klassenbildung, absolute/relative Hiufigkeit einer Klasse, Histogramm.

1. Welchen Wert hat die Summe {iber alle
a) relativen Héaufigkeiten b) absoluten Hiufigkeiten
einer Stichprobe?

2. Richtig oder falsch?
a) Bei einem Stabdiagramm ist die Hohe eines Stabes ein Maf fiir die relative
Hiufigkeit der Auspriagung.
b) Bei einem Histogramm ist die Hohe eines Rechtecks ein Maf fiir die relative
Haufigkeit der zugehorigen Klasse.

Fragen zu Abschnitt 25.3: Kennwerte einer Stichprobe

Erkldren Sie folgende Begriffe: Lagekennwert, Streuungskennwert, arithmetisches
Mittel, Median, p-Quantil, Quartile, Modalwert, Varianz, Standardabweichung, In-
terquartilsabstand, Spannweite.

1. Geben Sie den Median, den Modalwert und die Spannweite der folgenden Stich-
probe an: 1,2,3,4,5,6,6,6,6.

2. Welcher Lagekennwert ist fiir ein nominalskaliertes Merkmal geeignet?
a) Modalwert b) Median ¢) arithmetisches Mittel

3. Welcher Lagekennwert ist fiir ein ordinalskaliertes Merkmal geeignet?
a) Modalwert b) Median ¢) arithmetisches Mittel

Fragen zu Abschnitt 25.4: Lineare Korrelation

Erklidren Sie folgende Begriffe: zweidimensionale Stichprobe, Streudiagramm, empi-
rischer Korrelationskoeffizient, Kovarianz, positive/negative/keine Korrelation.
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1. Richtig oder falsch?
a) Der empirische Korrelationskoeflizient r kann nur Werte im Intervall [—1, 1]
annehmen.
b) Wenn r = 1 ist, dann liegen alle Punkte der Stichprobe auf einer Geraden
mit positiver Steigung.
¢) Wenn r = 0, dann besteht zwischen den Wertepaaren der Stichprobe kein
Zusammenhang.

2. Welcher Korrelationskoeffizient kommt fiir das Streudiagramm in Frage? Be-
griinden Sie!

a)r=0868 b)r=-0915 ¢)r=00128  d)r=1.370

Fragen zu Abschnitt 25.5: Lineare Regression

Erklidren Sie folgende Begriffe: Regression, Gaufi’sche Methode der kleinsten Qua-
drate.

1. Was ist der Unterschied zwischen linearer und nichtlinearer Regression?

2. Welcher Zusammenhang besteht zwischen dem Korrelationskoeffizienten und der
Steigung der Regressionsgeraden?

3. In welcher Hinsicht ist eine Ausgleichsgerade eine optimale Ausgleichung der
Stichprobenwerte?

Losungen zu den Kontrollfragen

Lésungen zu Abschnitt 25.1

1. Quantitative Merkmale: Korpergrofie, Gewicht, Alter, ...
Qualitative Merkmale: Augenfarbe, Beruf, Wohnort, ...
2. a) ordinalskaliert ~ b) ordinalskaliert
¢) ordinalskaliert (sogar verhiltnisskaliert)
d) nicht ordinalskaliert (nur nominalskaliert)

Losungen zu Abschnitt 25.2
1. a)l b) n
2. a) richtig
b) Im Allgemeinen falsch. Das gilt nur, wenn alle Klassen gleich breit sind.
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Loésungen zu Abschnitt 25.3

1. Median: 5; Modalwert: 6; Spannweite: 5
2. Nur der Modalwert (denn die Auspriigungen konnen nicht geordnet bzw. addiert

werden).
3. Modalwert und Median

Lésungen zu Abschnitt 25.4

1. a) richtig
b) richtig
¢) Falsch. Wenn r = 0, dann besteht zwischen den Wertepaaren der Stichprobe
kein linearer Zusammenhang. Es kann aber ein nichtlinearer Zusammenhang
vorliegen.
2. a) kommt als einziger Wert in Frage.
b) kommt nicht in Frage (negative Korrelation).
¢) kommt nicht in Frage (keine Korrelation).
d) kann kein Korrelationskoeffizient sein, da der Wert grofier 1 ist.

Loésungen zu Abschnitt 25.5

1. Bei der linearen Regression setzt man als Ausgleichsfunktion eine Gerade an.
Bei der nichtlinearen Regression setzt man eine nichtlineare Ausgleichsfunktion
(z.B. eine Parabel oder eine Exponentialfunktion) an.

2. Sie sind proportional, k = T"ﬁy% Insbesondere haben beide dasselbe Vorzeichen.

3. Die Ausgleichsgerade ist jene Gerade f(z) = kx + d, fiir die die Summe der
quadratischen Abweichungen > ;" | (f(2;) —y;)? minimal wird, wobei (;,y;) die
Stichprobendaten sind.

25.8 Ubungen

Aufwirmiibungen

1. Die Urliste einer Stichprobe lautet: 3,5,6,2,4,5,5,4,3,4,6,1,3,5,4. Geben Sie
die absoluten und die relativen Haufigkeiten an und stellen Sie die Hiufigkeits-
verteilung durch ein Stabdiagramm dar.

2. 20 Personen wurden nach der Anzahl der Zimmer in ihrer Wohnung gefragt. Es
ergab sich folgende Urliste: 2,4,3, 4,5,4, 4,3,1, 3,3,5,1,2,3, 4,4,3, 3,2.
Geben Sie an, wie viele Prozent der Befragten
a) maximal 4 Zimmer zur Verfiigung haben.

b) mindestens 2 und maximal 4 Zimmer zur Verfiigung haben.

3. Vier Zimmerleute Anton, Berta, César und Dora zimmern eine Schalung. Alleine
wiirde Anton 12 Tage, Berta 14 Tage, Cédsar 30 Tage und Dora 18 Tage brauchen.
a) Wie lange brauchen sie gemeinsam?

b) Wie grof} ist dabei die durchschnittliche Arbeitszeit einer Person fiir eine
Schalung?



25.8 Ubungen 237

4. Die Messung der Lebensdauer von 30 Gliithbirnen ergab folgende Werte:

Lebensdauer einer Glithbirne (in 100 Tagen)
46 | 47 | 48 | 51 | 53 | 57 | 58 | 58 | 59 | 59
60 | 60 | 61 | 61 | 62|62 |63 |63]|64| 64
66 | 66 | 68 |69 | 71| 71| 75| 77|81 83

Bilden Sie Klassen gleicher Breite, bestimmen Sie deren relative und absolute
Héufigkeiten und zeichnen Sie ein Histogramm.

5. Gegeben ist die folgende (bereits geordnete) Urliste einer Stichprobe vom Um-
fang 25: 1,2,2,3,3,3,4,4,4,5,5,6,6,6,7,7,7,7,7,8,8,8,9,9, 10.

Bilden Sie Klassen, bestimmen Sie deren relative und absolute Haufigkeiten und
zeichnen Sie ein Histogramm. Wie dndert sich das Histogramm, wenn Sie zwei
Klassen zusammenlegen?

6. Drei Personen entnehmen derselben Lieferung von Bauteilen je eine Stichprobe
mit folgenden Stichprobenumféngen und arithmetischen Mittelwerten (in cm):
a)n=20,T =73 b)n=30,T="175 ¢)n=>50,T="74.

Die drei Stichproben werden zu einer einzigen vereinigt. Wie grof} ist der Mit-
telwert der vereinigten Stichprobe?

7. Geben Sie das arithmetische Mittel, den Median, die Quartile, den Modalwert,
die Varianz, die Standardabweichung und die Spannweite der folgenden Stich-
proben an:

a) 2,2,3,3,3,3,4,4,4,5
b) 2,2,3,3,3,3,4,4,4,5,8

8. Skizzieren Sie die folgenden zweidimensionalen Stichproben und bestimmen Sie
den Korrelationskoeffizienten:

a) (2,2), (3,1), (5,3), (6,4)  b) (1,5), (2,2), (3,1), (4,2), (5,5)
¢) (1,5), (2,3), (3,4), (5,2)

9. Bestimmen Sie die Gleichung der Regressionsgeraden fiir die Daten aus Aufga-

be 8, die einen gewissen linearen Zusammenhang nahe legen.

Weiterfithrende Aufgaben

1. Zeigen Sie, dass

I <« _ 1 = _
e = iy ().
=1 1=1

2. Gegeben sind die Stichprobenwerte z1, ..., x,. Berechnen Sie jenen stellvertre-
tenden Wert a fiir diese Werte, auf den bezogen die mittlere quadratische Ab-
weichung S(a) = L[(z1 — a)? + (z2 — a)? + ... 4 (z, — )] minimal ist.

3. Bei 15 PKWs desselben Typs wurde der Benzinverbrauch pro 100 km gemessen.
Dabei ergab sich folgende Urliste (Liter pro 100 km): 10.8, 9.9, 10.2, 10.4, 11.1,
9.3, 9.1, 10.4, 10.1, 11.7, 10.9, 10.4, 10.8, 11.3, 11.5.

a) Berechnen Sie das arithmetische Mittel, den Median, die Quartile, die Stan-
dardabweichung und die Spannweite.
b) Welcher Prozentsatz hatte einen Benzinverbrauch von héchstens 10.5 Liter?

¢) Welcher Benzinverbrauch wurde von 50% der PKW nicht iiberschritten?
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4. Gegeben sind Hohe und Stammdurchmesser von sechs Nussbdumen. Geben
Sie den empirischen Korrelationskoeffizienten und die Regressionsgerade an.
Welchen Stammdurchmesser wiirden Sie fiir einen 14 Meter hohen Nussbaum
schétzen?

Baumhéhe [m] 133 111 64 3.6 151 83
Stammdurchmesser [cm] | 31.9 30.2 15.7 10.0 40.9 23.1

5. Bei 5 Frauen und 5 Ménnern wurden Schuhgréfie und Einkommen ermittelt: Bei
den Frauen ergaben sich folgende (vereinfachte) Daten F: (1,4), (2,6), (2,3),
(3,5), (3,3); die Daten der Ménner waren M: (4, 6), (5,8), (5,4), (6,7), (6,5).
a) Stellen Sie die Stichprobendaten M und F im selben Streudiagramm dar,
markieren Sie aber, welche Punkte zu F und welche zu M gehoren.

b) Ermitteln Sie die Korrelationskoeffizienten von M und von F.

¢) Vereinigen Sie nun die Stichprobendaten M und F zu einer einzigen Stichprobe
und ermitteln Sie nun den Korrelationskoeffizienten. Bedeutet das Ergebnis, dass
es eine Korrelation zwischen Schuhgréie und Einkommen gibt?

6. Bei 10 PKWs wurden Gewicht und Benzinverbrauch pro 100 km gemessen.
Es ergaben sich folgende Daten (Tonnen, Liter): (1.5,7.7), (1.8,9.1), (1.4,8.3),
(2.2,10.0), (1.3,7.7), (1.7,8.3), (1.5,9.1), (1.7,8.3), (1.4,8.3), (1.2,7.1). Bestim-
men Sie den Korrelationskoeffizienten und die Regressionsgerade.

Loésungen zu den Aufwirmiibungen

L. Wert a; 1[2[3[4[5]6
Strichliste RN
absolute Haufigkeit h; | 1 | 1 | 3| 4 | 4| 2 |> h; =15
relative Haufigkeit f; % %5 % % % 1% Y fi=1
h; (absolute Hiufigkeit)
4 4
3
2

O, N WO,

1 1 l
1 2 3 4 5 6
Stichprobenwerte x;

2.
Stichprobenwert x; 1123|415
absolute Haufigkeit h; | 2 | 3 | 7 | 6 | 2 | > h; =20
relative Hiufigkeit fi | & | 55 | o5 | 15 | 15 | 2ofi =1

a) fi+ f2+ fs+ f1= 15 = 90% der befragten Personen.
b) f2 + fs+ f1 = 35 = 80% der befragten Personen.
3. a) Anton schafft 5 Schalung pro Tag, Berta schafft ﬁ Schalung pro Tag, etc.
Gemeinsam schaffen sie (ﬁ + ﬁ + % + %) = %%70 Schalung pro Tag. Nach z
Tagen ergibt sich eine ganze Schalung;: f’z—%x = 1, somit brauchen sie gemeinsam

T = % = 4.1 Tage.
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b) Zu viert brauchen sie 4.1 Tage, daher braucht eine/einer im Schnitt 4 - 4.1 =
16.4 Tage fiir eine Schalung. Die durchschnittliche Arbeitsdauer einer Person
fiir eine Schalung ist gerade das harmonische Mittel der einzelnen Arbeitszeiten:
A5+ 14+ 35 + 15) " = 16.4 Tage.
4. Die Anzahl der Klassen sollte etwa gleich /n = V30 = 5.477 sein. Wir wihlen
daher 5 Klassen, zum Beispiel:

Klasse [45,53) | [53,61) | [61,69) | [69,77) | [77,85)
abs. Klassenhaufigkeit h; 4 8 11 4 3
rel. Klassenhaufigkeit f; % % % % %

Da alle Klassen gleich breit sind, kann man im Histogramm fiir die Hohen der
Rechtecke die relativen Klassenhdufigkeiten wéahlen:

7 85

Klasse [1,3) | [3,5) | [5,7) | [7,9) | [9,11)
abs. Klassenh#ufigkeit h; 3 6 5 8 3
rel. Klassenh#dufigkeit f; % 2% 25—5 % %

Histogramm: Das Rechteck iiber der Klasse 7 hat die Héhe 4*

fi

-, wobei Azx; die

Klassenbreite ist. Da alle Klassen gleich breit sind (Axz; = 2), ist die Hohe der i-
ten Klasse % (Abbildung 25.12 links). Wenn nun zum Beispiel die Klassen [7,9)

Abbildung 25.12. Klassenzusammenlegung

und [9,11) zu einer Klasse [7,11) zusammengelegt werden, so ist die zugehori-
, die Klassenbreite ist 4. Daher wird das

ge relative Klassenhaufigkeit f4 =

11

Rechteck dariiber mit der Hohe £ =

4

25

100

Ll oezeichnet. Die Fliche des Rechtecks

iiber der neuen Klasse ist damit gleich der Summe der Rechteckfldchen iiber den
beiden urspriinglichen Klassen.
6. Die Summe der Stichprobenwerte ist n - T. Somit ist die Summe der Stichpro-
benwerte der drei Personen gleich 20 - 73, 30 - 75 bzw. 50 - 74. Alle drei Per-
sonen haben insgesamt 20 + 30 + 50 = 100 Werte, deren Mittelwert gleich
(2073430 - 75+ 50 - 74) = 74.1 ist.

100
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T=3.3,%005 =3 =3,Tg5 =T = %(x5 +CL‘6) = 3; To.75 = xg = 4, Modalwert
=3, 52=0.90, s=0095 R=3.
b) T = 3.7, To.25 = 3 = 3, To5 = & = ¥ = 3, To.75 = T9 = 4, Modalwert = 3,

8. a) Wir berechnen = =4, s, = 1.83, ¥ = 2.5, s, = 1.29 und s, = 2. Daraus folgt
Toy = —2% = ().85.

TY 7 sgsy

b) Wir berechnen = = 3, s, = 1.58, ¥ = 3, s, = 1.87 und s, = 0. Daraus folgt
T;cy = sirsyy = U.

c) Wir berechnen z = 2.75, s, = 1.7, § = 3.5, s, = 1.29 und s, = —1.83.
Daraus folgt 75, = == = —0.83.

S5y

5 6

o W s w o
.

9. a) Mit 7 =4, s, = 1.83, § = 2.5, s, = 1.29 und r,, = 0.85 aus Aufgabe 8 folgt
k=ry=06undd=7y—kz =0.1, also f(z) = 0.1+ 0.6z.
c) Mit 7= 2.75, s, = 1.7,y = 3.5, sy, = 1.29 und r,, = —0.83 aus Aufgabe 8
folgt k = rwy:—i = —0.63 und d =y — kZ = 5.23, also f(z) = 5.23 — 0.63x.

(Losungen zu den weiterfithrenden Aufgaben finden Sie in Abschnitt B.25)
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Elementare Wahrscheinlichkeitsrechnung

26.1 Zufallsexperimente und Ereignisse

Wenn Sie eine Miinze werfen, so bestimmt der ,,Zufall“, ob das Ergebnis ,, Kopf“
oder ,,Zahl“ sein wird. Wenn aus einer Warenlieferung 100 Gliihbirnen zuféllig ent-
nommen werden, so kann man ebenfalls nicht vorhersagen, wie grof§ die Anzahl der
defekten Glithbirnen darunter sein wird. Wir haben es in beiden Féllen mit einem
Zufallsexperiment zu tun:

Definition 26.1 Ein Zufallsexperiment ist ein Vorgang, der

e beliebig oft unter gleichartigen Bedingungen wiederholt werden kann und
e dessen Ergebnis nicht mit Sicherheit vorhergesagt werden kann.

Die Menge aller méglichen (sich gegenseitig ausschlieBenden) Ergebnisse des Zu-
fallsexperiments wird Ergebnismenge (oder Ereignismenge, Ergebnisraum)
genannt und iiblicherweise mit 2 bezeichnet (griechischer Buchstabe ,,Omega®).

Beispiel 26.2 Zufallsexperiment, Ergebnismenge

a) Wenn ein Wiirfel geworfen und die Augenzahl abgelesen wird, so sind die
verschiedenen moglichen Ergebnisse die Augenzahlen 1, 2, ..., 6, also 2 =
{1,2,3,4,5,6}.

b) Wenn die Anzahl der defekten Glithbirnen in einer Stichprobe vom Umfang
100 gezahlt werden, so ist als Ergebnis eine Zahl von 0 bis 100 moglich, also
2=1{0,1,2,...,100}.

In der Praxis ist man meist nicht so sehr an den einzelnen Ergebnissen interessiert,
sondern zum Beispiel daran, ob die Anzahl der defekten Glithbirnen in der Stichprobe
unter 3 liegt. Dieses Ereignis ist dann eingetreten, wenn die ermittelte Anzahl der
defekten Glithbirnen 0, 1 oder 2 ist. Um das mathematisch einfach beschreiben zu
konnen, nimmt man wieder Mengen zuhilfe:

G. Teschl, S. Teschl, Mathematik fiir Informatiker, eXamen.press,
DOI 10.1007/978-3-642-54274-9_9, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2014
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Definition 26.3 Ein Ereignis A ist eine Teilmenge von (2, also A C (2. Es ist ein-
getreten, wenn das Ergebnis des Experiments ein Element von A ist. Die einelemen-
tigen Teilmengen von {2 enthalten gerade die méglichen Ergebnisse des Experiments.
Man nennt sie auch die Elementarereignisse. Die Menge (2 stellt das Ereignis dar,
das in jedem Fall eintritt, denn {2 besteht ja gerade aus allen moglichen Ergebnissen
des Experiments. Man nennt {2 daher auch das sichere Ereignis. Die leere Menge
{} (die ja auch eine Teilmenge von {2 ist) bedeutet ein Ereignis, das nie eintritt: das
unmdogliche Ereignis.

Beispiel 26.4 Zufallsexperiment, Ereignis

a) Wurf eines Wiirfels: Geben Sie die Ereignisse A = Wurf einer geraden Augen-
zahl und B = Wurf von Augenzahl 2 an.

b) Anzahl der defekten Gliihbirnen in einer Stichprobe: Geben Sie die Ereignisse
A = keine defekte Glihbirne, B = hdochstens zwei defekte Glithbirnen an.

¢) Wurf von zwei Miinzen: Geben Sie die Ergebnismenge {2, sowie die Ereignisse
A = Wurf von mindestens einem Kopf, B = Wurf von genau einer Zahl an.

d) Messung der Koérpergrofie von zehn zufiillig ausgewéihlten Personen: Geben Sie
die Ergebnismenge (2 an, und das Ereignis C' = grdfler als 160 cm und kleiner
als 170 cm.

Lésung zu 26.4

a) A ist eingetreten, wenn entweder 2, 4 oder 6 gewiirfelt wird. Daher ist A =
{2,4,6}. Analog ist B = {2}. Es ist insbesondere ein Elementarereignis.

b) A={0}, B=1{0,1,2}.

¢) Werden zwei Miinzen geworfen, dann sind die verschiedenen méglichen Ergeb-
nisse die Wurffolgen 2 = {KK,KZ,ZK,ZZ} (wobei K fir Kopf und Z fiir
Zahl steht). Dann ist A = Wurf von mindestens einem Kopf={KK,KZ, ZK},
B = Wurf von genau einer Zahl = {KZ, ZK}.

d) Nimmt man einfachheitshalber an, dass theoretisch jede positive reelle Zahl fiir
eine Korpergrofie moglich ist, so ist £2 = (0, 0o). Weiters ist C' gleich dem Intervall
(160, 170). [

Wirklich interessant wird es aber erst, wenn Ereignisse miteinander verkniipft wer-
den:

Im letzten Beispiel haben wir nach dem Ereignis C' = grifler als 160 cm und kleiner als 170 cm
= (160, 170) gefragt. Man kann sich C aus einem Ereignis A = grdfer als 160 ¢m = (160, co) und
einem Ereignis B = kleiner als 170 ¢cm = (0, 170) zusammengesetzt denken. Das heiflt, fiir C' miissen
sowohl A als auch B zutreffen, das Ergebnis des Zufallsexperiments muss also im Durchschnitt von
A und B liegen: C = AN B.

Definition 26.5 Gegeben sind die Ereignisse A, B C (2:

e Das Ereignis A und B entspricht dem Durchschnitt A N B.
e Das Ereignis A oder B entspricht der Vereinigung A U B.
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e Das Gegenereignis von A ist jenes Ereignis, das eintritt, wenn A nicht eintritt.
Es wird mit A bezeichnet und entspricht dem Komplement A = 2\ A.

Wenn der Durchschnitt von zwei Ereignissen leer ist, also AN B = {}, sie also nicht
gleichzeitig eintreten kénnen, dann nennt man sie unvereinbar. Ist der Durchschnitt
von zwei Ereignissen hingegen nichtleer, so heiflen sie vereinbar.

Beispiel 26.6 Unvereinbarkeit, Gegenereignis
Das Experiment sei wieder der Wurf eines Wiirfels mit 2 = {1,2,...,6}. Betrach-
ten wir die Ereignisse

A = gerade Augenzahl = {2,4,6}, B ={2,3,5}, C ={1,3}.

Geben Sie an:a) A b) AUB ¢) ANB d) AnC

Loésung zu 26.6

a) Das Gegenereignis zu A ist A = {1,3,5} = ungerade Augenzahl.

b) AUB = {2,3,4,5,6}.

c) AnB={2}.

d) ANC = {}, denn es ist nicht moglich, dass sowohl A als auch C eintritt. A und
C sind also unvereinbar. n

26.2 Wahrscheinlichkeit

Der n#chste Schritt ist, unseren Ereignissen Wahrscheinlichkeiten zuzuordnen. Im
einfachsten Fall kann das geschehen, indem man ,,giinstige Falle“ z&hlt. Dazu miissen
folgende Voraussetzungen erfiillt sein:

Definition 26.7 Ein Laplace-Experiment ist ein Zufallsexperiment mit folgen-
den Eigenschaften:

e Das Zufallsexperiment hat nur endlich viele mogliche Ergebnisse (Fille).
e Jedes dieser Ergebnisse ist gleich wahrscheinlich.

Beispiele: Beim Wurf eines fairen Wiirfels (d.h., nicht gezinkten Wiirfels) sind
alle Augenzahlen gleich wahrscheinlich. Oder: Bei der zufélligen Entnahme einer
Stichprobe haben alle Artikel dieselbe Wahrscheinlichkeit, gezogen zu werden.

Die Wahrscheinlichkeitsrechnung entstand aus dem Versuch Gliicksspiele zu analysieren und viele
Mathematiker glaubten anfinglich, dass eine strenge mathematische Behandlung der Wahrschein-
lichkeit nicht méglich sei. Im Jahr 1812 verdffentlichte jedoch der franzésische Mathematiker, Phy-
siker und Astronom Pierre-Simon Laplace (1749-1827) seine Théorie Analytique des Probabilités
und widerlegte damit diese damals weit verbreitete These.
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Satz 26.8 Bei einem Laplace-Experiment mit n moéglichen Ergebnissen hat jedes
dieser Ergebnisse die Wahrscheinlichkeit % Wenn ein Ereignis A in k£ von diesen
,Fallen* eintritt, dann ist die Wahrscheinlichkeit von A gleich

P(A) = k  Anzahl der fiir A giinstigen Fille
~n Anzahl der mdglichen Fiille

Beispiel 26.9 Laplace-Experiment

a) Es wird ein fairer Wiirfel geworfen. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit der
Ereignisse A = gerade Augenzahl sowie B= Augenzahl durch 3 teilbar.

b) Eine Warenlieferung von 100 Glithbirnen enthilt 15 defekte Birnen. Der Lie-
ferung wird wahllos eine Gliithbirne entnommen. Bestimmen Sie die Wahr-
scheinlichkeit der Ereignisse A = defekte Glihbirne sowie B = keine defekte
Gliihbirne.

Lésung zu 26.9

a) Da der Wiirfel fair ist, ist jede Augenzahl gleich wahrscheinlich mit der Wahr-
scheinlichkeit %. Das Ereignis A tritt ein, wenn 2 oder 4 oder 6 geworfen wird
(drei giinstige Félle von sechs mdglichen Fillen), daher ist P(A) = 2 = 0.5. Das
Ereignis B tritt ein, wenn 3 oder 6 geworfen wird, daher ist P(B) = % =0.33.

b) Es gibt 100 mogliche (gleich wahrscheinliche) Gliihbirnen, davon sind 15 defekt
(also fiir das Ereignis A giinstig). Die Wahrscheinlichkeit, eine defekte Glithbirne
zu ziehen ist daher P(A) = & = 0.15. Die Wahrscheinlichkeit, eine einwandfreie
Gliihbirne zu ziehen, ist (da B das Gegenereignis zu A ist) P(B) =1 — P(A) =
0.85. m

Die Bestimmung der Wahrscheinlichkeiten durch Zahlen der giinstigen Fille ist nur
unter den speziellen Laplace’schen Voraussetzungen (endlich viele gleich wahrschein-
liche Ergebnisse) moglich. Man spricht auch von der klassischen Wahrscheinlich-
keitsdefinition bzw. der Laplace’schen Wahrscheinlichkeitsdefinition.

Was ist aber zu tun, wenn die moglichen Ergebnisse nicht alle gleich wahrschein-
lich sind? Die Erfahrung zeigt, dass die meisten Zufallsexperimente eine gewisse
statistische RegelmifBigkeit aufweisen. Das heifit, wenn man ein Zufallsexperiment
oftmals wiederholt, so scheinen sich die relativen Hiufigkeiten eines Ereignisses mit
zunehmender Versuchsanzahl um einen bestimmten Wert zu ,stabilisieren®.

Ein Beispiel: Eine neue Untersuchungsmethode soll die Krankheit Tuberkulose diagnostizieren.
Dazu werden verschiedene Gruppen von n Tuberkulosepatienten getestet und es wird festgehalten,

wie grofl jeweils der Anteil k£ der richtigen Testresultate ist. Die Daten kénnten so wie in folgender
Tabelle aussehen:

n k | relative Haufigkeit hy, = %
50 48 | 0.96
100 97 | 0.97
500 | 492 | 0.984
1000 | 981 | 0.981

Auf lange Sicht gesehen scheint das Ereignis richtiges Testresultat mit einer relativen Haufigkeit
von etwa 0.98 einzutreten.




26.2 Wahrscheinlichkeit 245

In der Praxis wird daher die relative Haufigkeit eines Ereignisses in einer grofien
Anzahl von Versuchen als Nidherungswert fiir die Wahrscheinlichkeit dieses
Ereignisses verwendet:

Definition 26.10 Ist h,(A) die relative Haufigkeit bei n Versuchen, so nennt man

P(A) = lim hy(A)

n—roo

die statistische Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A.

In manchen Situationen ist es aber nicht einmal moglich Wahrscheinlichkeiten durch
relative Haufigkeiten zu ndhern. Man ist dann auf subjektive Schiatzungen angewie-
sen und spricht von subjektiven Wahrscheinlichkeiten: Was ist z.B. die Wahr-
scheinlichkeit, dass die Zinsen im néchsten Monat steigen? Eine Bank muss sich
dariiber Gedanken machen, wenn sie Thnen ein festverzinstes Sparbuch anbietet.

Wir halten also fest, dass es in vielen Fillen keine Moglichkeit gibt, exakte Wahr-
scheinlichkeiten zuzuordnen. Das ist aber auch gar nicht das Ziel der Wahrschein-
lichkeitsrechnung. Wie der Name schon sagt, geht es nicht darum, Wahrscheinlich-
keiten zu definieren, sondern mit ihnen zu rechnen. Dazu miissen wir zunichst ein-
mal grundsétzliche Eigenschaften festlegen, die Wahrscheinlichkeiten in jedem Fall
erfiillen miissen:

Definition 26.11 Um iiber ein Zufallsexperiment Aussagen machen zu koénnen,
muss fiir jedes Ereignis A C (2 die Wahrscheinlichkeit P(A) (engl. probability)
festgelegt sein, mit der das Ereignis A eintritt. Dabei miissen folgende Eigenschaften
erfiillt sein:

a) Die Wahrscheinlichkeit von A ist eine reelle Zahl zwischen 0 und 1, also
0< P(A)<1.
b) Das sichere Ereignis {2 hat die Wahrscheinlichkeit 1:
P(2)=1.

¢) Additionsregel: Fiir zwei unvereinbare Ereignisse A und B ist die Wahrschein-
lichkeit, dass das Ereignis ,,A oder B* eintritt, gleich der Summe der Wahr-
scheinlichkeiten von A und B:

P(AUB) = P(A) + P(B), falls AN B = {}.

Setzen wir in der Additionsregel A = {2 und B = {}, so folgt
P({}) =0.

Dem unméglichen Ereignis ist also die Wahrscheinlichkeit 0 zugeordnet.

Diese Eigenschaften sind als Wahrscheinlichkeitsaxiome bekannt und wurden im Jahr 1933
vom russischen Mathematiker Andrey Kolmogorov (1903-1987) aufgestellt. Er hat damit die Wahr-
scheinlichkeitstheorie auf eine solide mathematische Basis gestellt.




246 26 Elementare Wahrscheinlichkeitsrechnung

Hat das Zufallsexperiment unendlich viele mégliche Ereignisse, ist §2 also unendlich, so ist eine
Verschirfung dieser Axiome notwendig: Es kann dann passieren, dass fiir pathologische Teilmengen
von {2 keine Wahrscheinlichkeit festgelegt werden kann. In diesem Fall ist die Wahrscheinlichkeit
nur fiir ,verniinftige Mengen aus einer Ereignisalgebra (eine Menge von Teilmengen, die abge-
schlossen unter abzidhlbaren Vereinigungen und Komplementbildung ist) definiert, und die Additi-
onsregel wird fiir abzéhlbar viele disjunkte Ereignisse gefordert. Wir wollen hier aber nicht ndher
darauf eingehen.

Aus diesen Eigenschaften folgen weitere:

Satz 26.12 a) Die Wahrscheinlichkeit des Gegenereignisses von A ist
P(A)=1-P(A).

b) Additionsregel fiir vereinbare Ereignisse:
Fiir beliebige (also nicht notwendigerweise unvereinbare) Ereignisse A und B
gilt:
P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(AN B).

c) Additionsregel fiir mehr als zwei unvereinbare Ereignisse:
Fiir mehr als zwei Ereignisse Ay, die paarweise unvereinbar sind, gilt:

P(A;UAU...UA,) =P(A;) + P(A2) + ...+ P(4,).

Mit paarweise unvereinbar ist gemeint, dass je zwei verschiedene Ereignisse
Aj, Ay, unvereinbar sind: A; N A, = {} fiir alle j # k.
d) Die Wahrscheinlichkeit ist monoton:

P(A) < P(B) fiir AC B.

Wenn also A eine Teilmenge von B ist, so ist die Wahrscheinlichkeit von A kleiner
oder gleich als jene von B.

Hier folgt a) aus der Additionsregel, indem man B = A setzt. b) iiberlassen wir Thnen als kleine
Knobelaufgabe (Ubungsaufgabe 2). c) folgt wieder aus der Additionsregel mit Induktion, indem
man A = A1 U...UA, und B = A,41 setzt. d) folgt ebenfalls aus der Additionsregel P(B) =
P(AU(B\A)) = P(A) + P(B\A)).

Nun kommen wir zu einem Beispiel zur empirischen Festlegung von Wahrscheinlich-
keiten:

Beispiel 26.13 Verkehrsaufkommen

An 300 Wochentagen wird wihrend der Hauptverkehrszeit von 17 bis 18 Uhr die
Anzahl der Autos gezihlt, die an einem bestimmten Kontrollpunkt vorbeifahren.
Es ergeben sich dabei die folgenden Daten:

Anzahl der Autos | beobachtete Haufigkeit k

< 1000 21
1001 — 3000 48
3001 — 5000 144
5001 — 7000 72

> 7000 15
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Wenn an einem Tag also zum Beispiel 2543 Autos gezéhlt wurden, dann wur-
de die Zahl k in der Kategorie 1001 — 3000 um eins erhoht. Die Ereignisse,
die man beobachtet, sind hier A = bis inkl. 1000 Autos = {0,...,1000}, B =
{1001, ...3000}, C' = {3001, ...5000}, D = {5001, ...7000} und E = mehr als 7000
Autos = {7001,...}. Wenn man nun davon ausgeht, dass die 300 Beobachtungen
,reprasentativ® sind, dann ordnet man diesen Ereignissen ihre relativen H&ufig-
keiten als Wahrscheinlichkeit zu, also P(4) = 25 = 0.07, P(B) = & = 0.16,

P(C) = £82 = 048, P(D) = +2 = 0.24 und P(E) = 33 = 0.05. Das Ereignis,

dass weniger als 3001 Autos den Kontrollpunkt passieren, ist dann A U B (,4
oder B“). Die Wahrscheinlichkeit dafiir ist nach der Additionsregel (da A und B

unvereinbar sind) P(AU B) = P(A) + P(B) = 2% = 0.23.

Das néchste Beispiel dreht sich um einen gezinkten, d.h. nicht fairen, Wiirfel:

Beispiel 26.14 Gezinkter Wiirfel

Ein gezinkter Wiirfel wird geworfen. Man hat fiir die einzelnen Augenzahlen (em-
pirisch) folgende Wahrscheinlichkeiten gefunden: P(1) = 45, P(6) = ; und die
Wahrscheinlichkeit fiir jede der iibrigen Augenzahlen ist jeweils gleich %.

Wir lassen hier einfachheitshalber die Mengenklammern weg, schreiben also zum Beispiel P(1)
statt P({1}).

Wie grof§ ist die Wahrscheinlichkeit
a) eine gerade Augenzahl D) eine ungerade Augenzahl zu wiirfeln?

Lésung zu 26.14

a) Das Ereignis A = gerade Augenzahl tritt ein, wenn 2, 4 oder 6 gewiirfelt wird. Da
diese Ereignisse paarweise unvereinbar sind (es kann z. B. nicht gleichzeitig 2 und
4 gewiirfelt werden), ist nach Satz 26.12 ¢) P(A) = P(2) 4+ P(4) + P(6) = 15 =
0.58. Das heifit, bei sehr vielen Wiirfen kann man bei diesem Wiirfel erwarten,
dass in etwa 58% aller Fiille die Augenzahl gerade ist.

b) Das gesuchte Ereignis ist das Gegenereignis zu A = gerade Augenzahl. Die Wahr-
scheinlichkeit, eine ungerade Augenzahl zu werfen, ist daher nach Satz 26.12 a)

P(A)=1—- P(A) = 0.42 (ist gleich P(1) + P(3) + P(5)). [

Im letzten Beispiel des gezinkten Wiirfels war 2 = {1,2,3,4,5,6} und die Wahr-
scheinlichkeiten der einzelnen Augenzahlen waren bekannt. Daher konnte die Wahr-
scheinlichkeit fiir A = {2,4, 6} leicht berechnet werden: P(A) = P(2) + P(4) + P(6).
Allgemein gilt: Wenn es nur endlich viele mogliche Ergebnisse gibt, also 2 =
{w1,wa,...,wy}, dann reicht es, die Wahrscheinlichkeiten P(w;) der Elementarer-
eignisse zu kennen. Dabei muss

n

> Plw) =1

i=1

gelten. Die Wahrscheinlichkeit irgendeines Ereignisses A ist dann einfach die Summe
der Wahrscheinlichkeiten aller Elementarereignisse, die zu A gehoren:

P(A) =) P(w).

w; €A
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Wir wollen uns nun néher mit ,,zusammengesetzten“ Ereignissen befassen, also mit
Ereignissen der Form AU B bzw. AN B. Wir wissen bereits (Satz 26.12 b)), dass

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B),

wobei der letzte Term P(A N B) genau dann gleich null ist, wenn beide Ereignisse
unvereinbar sind.

Beispiel 26.15 Vereinbare und unvereinbare Ereignisse

Aus einem Spielkartenpaket (32 Karten) wird zufillig eine Karte gezogen:

a) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit eine Herz-Karte oder eine Kreuz-Karte zu
ziehen?

b) Wie grofl ist die Wahrscheinlichkeit, eine Herz-Karte oder einen Kénig zu
ziehen?

Loésung zu 26.15 Die Laplace’schen Bedingungen sind erfiillt, daher wird jede Kar-
te mit der gleichen Wahrscheinlichkeit 3—12 gezogen.

a) A = Herz-Karte, B=Kreuz-Karte. Sowohl fiir A als auch fiir B sind 8 Fille
giinstig, daher P(A) = 3%, P(B) = 3%. Da nicht gleichzeitig eine Herz- und eine
Kreuz-Karte gezogen werden kann, sind die Ereignisse A und B unvereinbar. Aus
der Additionsregel fiir unvereinbare Ereignisse (Definition 26.11 c¢) folgt P(A U
B)=P(A)+ P(B) =18 =1

b) A = HerzKarte, B=Kénig; P(A) = &, P(B) = 35. Nun kann aber gleichzeitig
eine Herz-Karte und ein Konig gezogen werden (der Herz-Koénig)! Die Wahr-
scheinlichkeit dafiir ist P(AN B) = 35 (ein Herz-Konig unter 32 Karten). Daher

folgt aus der Addiitonsregel fiir vereinbare Ereignisse (Satz 26.12 b) folgt

8 4 1 11

P(AUB)=PA)+P(B)—P(ANB)= —+ — — — = —.

( ) (4) + P(B) ( ) 32 32 32 32
Das Ergebnis hétten wir natiirlich auch bekommen, wenn wir die giinstigen von
den 32 moglichen Fillen gezéhlt hétten: Herz-Sieben bis Herz-As (hier ist der
Konig schon einmal dabei!), Pik-Konig, Kreuz-Konig, Karo-Konig. |

26.2.1 Anwendung: Geburtstagsparadoxon und Kollisionen bei
Hashfunktionen

Beim Umgang mit Wahrscheinlichkeiten kann man oft nicht auf Alltagserfahrun-
gen zuriickgreifen. Deshalb verschétzt man sich leicht und ,,Bauchentscheidungen®
fiihren dann zu einem falschen Ergebnis. Ein typisches Beispiel ist das so genannte
Geburtstagsparadoxon:

Wiirden Sie auf einer Party mit 23 Personen darauf wetten, dass zumindest zwei
davon am gleichen Tag Geburtstag haben? Dem Gefiihl nach eher nicht, denn dieser
Fall scheint ,,recht unwahrscheinlich“ zu sein, oder?

Was meint die Wahrscheinlichkeitsrechnung dazu? Zunéchst muss man sich klar
machen, dass wir die Wahrscheinlichkeit dafiir suchen, dass zwei beliebige (oder mehr)
unter den 23 Personen an einem beliebigen gleichen Tag Geburtstag haben. Diese
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Wahrscheinlichkeit berechnen wir nun als Gegenwahrscheinlichkeit davon, dass alle
23 Personen an verschiedenen Tagen Geburtstag haben:

Stellen wir die Personen der Reihe nach auf, dann gibt es 36523 Moglichkeiten
fiir die Liste der Geburtstage. Soll die Liste der Geburtstage keine gleichen Tage
enthalten, so entspricht das einer (geordneten) Auswahl von 23 (verschiedenen) Ge-
burtstagen aus den 365 moglichen. Dafiir gibt es (3%75;3), = % Moglichkeiten
(siehe Abschnitt ,, Permutationen und Kombinationen“ in Band 1). Die Wahrschein-
lichkeit dafiir, dass alle 23 Personen an verschiedenen Tagen Geburtstag haben,
ist somit % (,Anzahl der giinstigen Félle / Anzahl der méglichen Fille®).
Daher ist die Wahrscheinlichkeit, bei 23 Personen die Wette zu gewinnen, gleich
1-— % = 0.507, also iiber 50%!

Wenn Sie also bei einer Party mit mindestens 23 Personen wetten, dass irgend-

welche zwei der Anwesenden am gleichen Tag Geburtstag haben, sind Thre Chancen
zu gewinnen grofer als 50%!
Wetten Sie aber darauf, dass jemand am gleichen Tag wie Sie Geburtstag hat (es wird also nun eine
bestimmte Person vorgegeben und eine zweite Person mit demselben Geburtstag gesucht), dann ist
diese Wahrscheinlichkeit bei 23 Personen nur 1 — (1 — 36571)22 = 0.0586 = 5.86%, also wohl kaum
eine Wette wert. Daher nennt man das Beispiel oben ,,Geburtstagsparadoxon*, weil die dortige
Fragestellung oft mit dieser verwechselt wird.

Das Geburtstagsparadoxon hat auch wichtige praktische Konsequenzen. Bei Has-
hverfahren (siehe Abschnitt ,Hashverfahren“ in Band 1) gibt es die Wahrschein-
lichkeit einer Kollision an, also die Wahrscheinlichkeit, dass zwei Datensdtzen der
gleiche Hashwert zugeordnet wird. Insbesondere bei kryptographischen Hashfunk-
tionen muss man deshalb die Anzahl der méglichen Hashwerte (das entspricht der
Anzahl der Geburtstage) so grofi wihlen, dass eine Kollision hinreichend unwahr-
scheinlich ist, um darauf basierende Angriffe zu verhindern: Angenommen, es gibt
N mogliche Hashwerte und der Angreifer wihlt n zufillige Dokumente. Unter der
Annahme, dass alle Hashwerte gleich wahrscheinlich sind, ist die Wahrscheinlichkeit
fiir keine Kollision gleich
N! N-(N-1)---(N—-n+1)

P = =
(N —n)IN® N© ’

wie wir uns gerade iiberlegt haben. Wie grofi muss n sein, damit P zumindest 50%
wird?

Da es nicht moglich ist, die Gleichung P = % nach n aufzuldsen, schreiben wir P
etwas um,

N-(N=1)---(N—-n+1) 1 2 n—1

P - —1 (=) (- ) (=),

und verwenden die N&herung (Taylorreihe)

e ' x~1—u,

N

die fiir kleine z giiltig ist. Damit kénnen wir 1 — % durch e~V usw., nihern, und

erhalten

Pred. e l/N . o=(=D/N _ =142+ (n=1)/N _ o=n(n-1)/(2N)
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wobei wir Formel 1 +2+ -+ (n—1) = @ fiir die (n-1)-te Partialsumme der
arithmetischen Reihe verwendet haben (siehe Abschnitt ,, Vollstdndige Induktion®
in Band 1). Diese Néherung gilt, solange % geniigend klein ist. Die Gleichung

—nm-1)/eN) _ 1
2

(§]

kénnen wir nun nach n aufldsen und erhalten (nur die positive Wurzel ist fir uns
interessant)
_ 1 L 2In(2)N

n=g+yg T n(2)N.
Fiir N = 365 (verschiedene Geburtstage bzw. Hashwerte) erhalten wir zum Beispiel
n = 23.0, also ab ca. 23 zufillig gewéihlten Personen bzw. Dokumenten ist die Wahr-
scheinlichkeit fiir eine Kollision zumindest 50%. Eine handlichere Formel (die daher
meist in dieser Form verwendet wird) erhalten wir durch eine weitere Niherung

n= % + i +2In(2)N = y/2In(2)N,
die fiir grole N giiltig ist (in diesem Fall kénnen wir die Konstanten % und % ver-
nachlédssigen). Diese Ndherungsformel liefert fiir N = 365 den Wert n ~ 22.5.
Wiéhrend man zum Auffinden eines Dokuments mit einem vorgegebenen Hash-
wert O(N) Versuche benétigt (sieche Aufwirmiibung 7 in Kapitel 20), so braucht
man zum Auffinden einer Kollision also nur O(v/N) Versuche.

26.3 Bedingte Wahrscheinlichkeit

Oft ist die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses B gesucht, unter der Bedingung (dem
Wissen), dass ein Ereignis A bereits eingetreten ist:

Definition 26.16 Die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses B unter der Bedingung,
dass Ereignis A eingetreten ist, ist definiert als
P(ANB)

P(BIA) = =55

Man spricht von der bedingten Wahrscheinlichkeit P(B|A).

Die urspriingliche Ergebnismenge {2 reduziert sich also auf A, und von B sind nur
jene Ergebnisse zu zdhlen, die auch in A liegen.

Beispiel 26.17 Bedingte Wahrscheinlichkeit

Zwei faire Wiirfel werden geworfen.

a) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, die Augensumme 5 zu werfen unter der
Bedingung, dass wenigstens einmal die Augenzahl 1 geworfen wird?

b) Wie grofl ist die Wahrscheinlichkeit wenigstens einmal die Augenzahl 1 zu
werfen unter der Bedingung, dass die Augensumme 5 geworfen wird?
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Losung zu 26.17 Es gibt insgesamt 36 mogliche Wurffolgen. Ereignis A = zumin-
dest einmal 1 tritt bei den Wurffolgen (1,1), (1,2), (1,3), (1,4), (1,5), (1,6), (2,1),
(3,1), (4,1), (5,1) oder (6, 1) ein. Ereignis B = Augensumme 5 tritt bei den Wurffol-
gen (1,4), (2,3), (3,2) oder (4,1) ein. Da A bei 11 Wurffolgen eintritt, ist P(A) = &t
Da B bei 4 Wurffolgen eintritt, ist P(B) = ;—6 Beide Ereignisse A und B treten bei
zwei Wurffolgen ein ((1,4) und (4,1)), also ist P(AN B) = 2.

a) Gesucht ist

P(ANB) & 2
P BA = —— = ﬁ = —.
(B4) P(A) % 11
b) Gesucht ist

P(ANB)

2
3 1
P(AB) = ————, =30 =

P(B) ;—6 2 m
Wenn man die Definitionsgleichung fiir die bedingte Wahrscheinlichkeit umformt, so
erhélt man den

Satz 26.18 (Multiplikationssatz) Gegeben sind Ereignisse A und B mit Wahr-
scheinlichkeiten ungleich null. Dann gilt:

P(AN B) = P(A)P(B|A) = P(B)P(A|B).

Dass auch P(AN B) = P(B)P(A|B) gilt, sechen wir, indem wir die Rollen von A und B in der
Definition 26.16 vertauschen.

Beispiel 26.19 Multiplikationssatz

In einer Lade befinden sich 5 alte und 10 neue Batterien. Alte und neue Batterien
sind von auflen nicht unterscheidbar. Man entnimmt nun hintereinander zuféllig
zwei Batterien. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit,

a) zwel neue Batterien b) zuerst eine alte und dann eine neue Batterie

¢) insgesamt eine alte und eine neue Batterie zu ziehen?

Losung zu 26.19 Fiihren wir die Ereignisse A = erste Batterie ist neu und B =
zweite Batterie ist neu ein.

a) Gesucht ist P(ANB). Es ist P(A) = 12 und P(B|A) = &, da nach dem Eintreten
von A nur noch 9 neuwertige unter den zuriickbleibenden 14 Batterien in der Lade

sind. Daher ist
10 9

P(ANB)=P(A)-P(BJA) = 5 14 0.43.
b) Die Wahrscheinlichkeit, zuerst eine alte und dann eine neue Batterie zu ziehen,
ist
: PANB) = P(A)- P(B[A) = - 2 _ g4
B S15 14 T

denn zuerst sind es 5 alte unter insgesamt 15 moglichen Batterien, beim zweiten
Zug sind es (noch alle) 10 neuen unter den noch verbleibenden 14 Batterien.




252 26 Elementare Wahrscheinlichkeitsrechnung

c) Das gewiinschte Ereignis tritt ein, wenn entweder die erste Batterie alt und die
zweite neu ist (A N B), oder wenn die erste Batterie neu und die zweite alt ist
(ANB). Da diese beiden Varianten unvereinbar sind, ist die gesuchte Wahrschein-
lichkeit (Additionssatz)

P(ANB)+ P(ANB) P(A) - P(B|A) + P(A) - P(B|A) =

15 14 15 14 m
Ereignisse und ihre Wahrscheinlichkeiten kénnen oft gut mithilfe eines Wahrschein-
lichkeitsbaums veranschaulicht werden. Abbildung 26.1 zeigt den Baum zu einem
Zufallsexperiment, das sich aus zwei Experimenten zusammensetzt (zum Beispiel
zwei Ziehungen hintereinander): Beim ersten gibt es die beiden méglichen Ausgiinge
A und A (mogliche Ergebnisse der ersten Ziehung), und im Anschluss gibt es jeweils
die moglichen Ergebnisse B und B (mogliche Ergebnisse der zweiten Ziehung). An
den Kanten des Baumes sind die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten angeschrie-
ben. Nun lassen sich leicht die verschiedenen zusammengesetzten Wahrscheinlich-
keiten vom Baum ablesen: Der Weg ausgehend von der ,, Wurzel“ des Baumes nach
A und weiter nach B entspricht dem Ereignis A N B. Die Wahrscheinlichkeit fiir
dieses Ereignis erhalten wir, indem wir die Wahrscheinlichkeiten entlang des Weges
multiplizieren: P(A) - P(B|A) = P(AN B).

P(A) P(A)
A a
P(B|A) P(B|A) P(B[A) P(B[A)
B B B B

Abbildung 26.1. Wahrscheinlichkeitsbaum

Beispiel 26.20 Wahrscheinlichkeitsbaum
Stellen Sie den Wahrscheinlichkeitsbaum fiir Beispiel 26.19 auf und lésen Sie das
Beispiel nochmal mit seiner Hilfe.

Lésung zu 26.20 Der Baum ist in Abbildung 26.2 dargestellt. In a) finden wir die
Wahrscheinlichkeit P(A N B), indem wir von der Wurzel weg iiber A nach B gehen.
Die Wahrscheinlichkeiten entlang des Weges multipliziert ergeben:

10 9
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Analog nehmen wir in b) den Weg iiber A nach B:

— 5 10

In ¢) gibt es zwei mogliche Wege: Wir bilden fiir jeden Weg die zugehorige Wahr-
scheinlichkeit, und summieren diese dann auf:

5 10 10 5

P(AmB)+P(AmB):E-ﬂ+1—5-ﬂ:0.48.
]
10 5
15 15
A
10 4
14 14
B B

Abbildung 26.2. Wahrscheinlichkeitsbaum zum Batteriebeispiel 26.20.

Die Wahrscheinlichkeit, dass beim zweiten Mal eine alte/neue Batterie gezogen wird,
war hier abhéngig davon, ob beim ersten Mal eine alte oder eine neue Batterie gezo-
gen worden ist. In vielen Situationen ist aber die Wahrscheinlichkeit, dass ein Ereig-
nis B eintritt, vollig unabhéngig davon, ob ein Ereignis A eintritt und umgekehrt.
In diesem Fall vereinfacht sich auch der Multiplikationssatz:

Definition 26.21 Zwei Ereignisse A und B heiflen unabhiingig, wenn eine (und
damit alle drei) der folgenden Eigenschaften erfiillt ist:

P(B|A) = P(B) mit P(A) > 0 bzw.
P(A|B) = P(4) mit P(B) > 0 bzw.
P(ANB) = P(A)-P(B).

Die letzte Beziehung heifit Multiplikationssatz fiir unabhéingige Ereignisse.

In der Praxis geht man oft den Weg, dass die Unabhéngigkeit aufgrund der Versuchs-
beschreibung als gegeben angenommen wird und daher P(AN B) aus den bekannten
Wahrscheinlichkeiten P(A) bzw. P(B) berechnet werden kann.
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Man nimmt zum Beispiel an, dass zwei Schalter unabhingig voneinander arbeiten. Damit kann
man mithilfe des Multiplikationssatzes leicht die Wahrscheinlichkeit ermitteln, dass zum Beispiel
beide Schalter ausfallen, indem man die Ausfallswahrscheinlichkeiten beider Schalter multipliziert.

Beispiel 26.22 Unabhiingige Ereignisse
Ein Wiirfel wird zweimal geworfen. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, beim
ersten Wurf 1 und beim zweiten Wurf 2 zu wiirfeln?

Lésung zu 26.22 (Das Beispiel kann natiirlich auch wieder mithilfe eines Wahr-
scheinlichkeitsbaums veranschaulicht werden.) Gesucht ist A N B, mit A = beim
ersten Wurf 1, B = beim zweiten Wurf 2. Die Ereignisse A und B sind unabhéngig,
da das Ergebnis des ersten Wurfes keinen Einfluss auf das Ergebnis des zweiten
Waurfes hat. Daher ist

P(ANB)=P(A)-P(B) =

Dasselbe Ergebnis hétten wir natiirlich auch bekommen, wenn wir gez&hlt hétten: Sechsundreilig

mogliche Wurffolgen, eine giinstige, daher P((1,2)) = %. ]

Kommen wir wieder zu einem Beispiel mit bedingten Wahrscheinlichkeiten:

Beispiel 26.23 Totale Wahrscheinlichkeit, Formel von Bayes

Ein Computerhersteller bezieht Festplatten von genau drei verschiedenen Lieferan-
ten, in unterschiedlichen Anteilen und in unterschiedlicher Qualitéit (siehe Tabelle
unten).

a) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine gelieferte Festplatte fehlerhaft
ist?

b) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine defekte Festplatte vom Lieferan-
ten 1 stammt?

Lieferant 1

Lieferant 2

Lieferant 3

Anteil:

40%

25%

35%

Ausschuss:

2%

1%

3%

Lésung zu 26.23

a) Wieder kann ein Wahrscheinlichkeitsbaum zu Hilfe genommen werden: Von der
Wurzel weg gibt es drei Verzweigungen, die Lieferant 1, 2 bzw. 3 entsprechen. Im
Anschluss gibt es jeweils die beiden Verzweigungen Ausschuss/nicht Ausschuss
(4, A).
Die Wahrscheinlichkeit, dass eine gelieferte Festplatte fehlerhaft (Ausschuss) ist,
ist

P(A) = P(1)-P(A1)+ P(2)- P(A|2) + P(3)- P(A|3) =

0.4-0.02+40.25-0.01 +0.35-0.03 = 0.021,

da sie ja entweder fehlerhaft von Lieferant 1 oder von Lieferant 2 oder von Liefe-
rant 3 kommen kann. Dabei haben wir die bedingten Wahrscheinlichkeiten aus
der obigen Tabelle entnommen: P(A|1) = 0.02 ist z. B. die Wahrscheinlichkeit,
dass wir aus der Lieferung von Lieferant 1 eine defekte Festplatte ziehen.
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b) Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit P(1]A) (= die Wahrscheinlichkeit, dass wir
aus allen Ausschuss-Festplatten eine von Lieferant 1 ziehen). Wir kennen: P(1) =
0.4, P(2) = 0.25, P(3) = 0.35, P(A[1) = 0.02, P(A|2) = 0.01, P(A|3) = 0.03.
Aus a) kennen wir weiters P(A) = 0.021. Mithilfe des Multiplikationssatzes 26.18
konnen wir nun P(1]A) durch bekannte Wahrscheinlichkeiten ausdriicken:

P(1)- P(A[1) = P(A) - P(1]4),
daher

P(1) - P(A[1) _04-002 .0

Pal4) = P(A) 0021 -

In diesem Beispiel stecken zwei Formeln, die wir nun etwas allgemeiner angeben.
Voraussetzung fiir beide Formeln ist, dass die Ereignismenge (2 in unvereinbare Er-
eignisse Fq, Fs, ..., E, zerteilt wird:

Q=FU---UE,, E;NE, ={}.

Man nennt eine solche Zerteilung eine Partition von (2. Im einfachsten Fall hat
man nur zwei Ereignisse 1 = F und Fy = E.
Aus dem Additionssatz folgt

Satz 26.24 (Formel fiir die totale Wahrscheinlichkeit) Fiir eine beliebige
Partition F1, ..., F, und ein beliebiges Ereignis A C (2 gilt

P(A) = iP(A NEy) =
k=1

M=

P(Ey)P(A|Ex).

>
Il

1

Mithilfe dieses Satzes kann man die unbedingte (,totale“) Wahrscheinlichkeit P(A)
berechnen, wenn man die Wahrscheinlichkeiten P(Ejy) und die bedingten Wahr-
scheinlichkeiten P(A|FE}) kennt.

Im Festplatten-Beispiel 26.23 hatten wir als unvereinbare Ereignisse E1, F2, E3 die drei Lieferanten

1,2,3, und A war das Ereignis, dass eine Festplatte Ausschuss ist. In a) haben wir P(A) mithilfe
der Formel fiir die totale Wahrscheinlichkeit berechnet.

Aus dem Multiplikationssatz und der Formel fiir die totale Wahrscheinlichkeit ergibt
sich die folgende Beziehung, die wir auch schon in Beispiel 26.23 gefunden haben. Sie
ist nach Thomas Bayes, einem englischen Geistlichen und Mathematiker, benannt
(ca. 1702-1761):

Satz 26.25 (Formel von Bayes) Gegeben ist eine beliebige Partition Ey, ..., E,
und ein beliebiges Ereignis A C (2. Die Wahrscheinlichkeit, dass eines der Ereignisse
E; unter der Bedingung von A eintritt, ist

P(E;)P(AIE;) _ P(E;)P(A|E;)
P(A) Y1 P(ER)P(A|EL)

P(E;|4) =
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Sie erlaubt, aus der Kenntnis von P(A|E)) und P(Ey) fiir alle k, sofort irgendeine
der bedingten Wahrscheinlichkeiten P(E;|A) zu berechnen. Im Spezialfall von nur
zwei Ereignissen £; = E und Ey = F lautet die Formel von Bayes:

P(E)P(A|E)
P(E)P(A|E) + P(E)P(A|E)

P(E|A) =

In Beispiel 26.23 b) haben wir mithilfe der Formel von Bayes P(1]|A) berechnet.

Beispiel 26.26 Formel von Bayes

Ein Test erkennt mit 99%-iger Sicherheit, ob eine Person mit Tuberkulose infiziert
ist oder nicht. Man weifl weiters, dass insgesamt 0.1% der Bevolkerung infiziert
sind. Eine Person ldsst sich testen, der Test fillt positiv aus. Wir grof} ist die
Wahrscheinlichkeit, dass sie trotzdem nicht mit TBC infiziert ist?

0.001 0.999
K G
0.99 0.01 0.01 0.99
pos neg pos neg

Abbildung 26.3. Wahrscheinlichkeitsbaum zum TBC-Test-Beispiel

Loésung zu 26.26 Der Ereignisraum (2 ist die gesamte Bevolkerung. Laut Angabe
ist die Wahrscheinlichkeit, krank zu sein (TBC zu haben), P(K) = 0.001. Daher ist
die Wahrscheinlichkeit, gesund zu sein (d.h. hier, kein TBC zu haben), P(G) = 0.999.
Weiters liegt der Test mit Wahrscheinlichkeit 0.99 richtig. Mit anderen Worten:

P(pos|K) = P(neg|G) = 0.99 bzw. P(neg|K) = P(pos|G) = 0.01.

Alle diese Wahrscheinlichkeiten sind im Wahrscheinlichkeitsbaum in Abbildung 26.3
dargestellt. Gesucht ist nun P(G|pos). Das kann nicht so einfach am Wahrschein-
lichkeitsbaum abgelesen werden, aber dafiir gibt es ja die Formel von Bayes:

P(pos|G) - P(G)
P(pos|G) - P(G) + P(pos|K) - P(K)
0.01-0.999

= = 0.909.
0.01-0.999 + 0.99 - 0.001

Die Wahrscheinlichkeit, dass eine Person mit positivem Testresultat gesund ist, ist
also iiber 90%) [ |

P(Glpos) =
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Manche Arzte geben einer positiv getesteten Person filschlicherweise die Auskunft, dass das Er-
gebnis zu 99% sicher sei!l Das ist falsch, wie wir gerade gesehen haben. Falls Thnen das Ergebnis
trotzdem unlogisch vorkommt, dann kénnen Sie es auch so verstehen: Von 1000 getesteten Perso-
nen ist statistisch gesehen eine krank. Diese wird vom Test in der Regel auch als krank erkannt
(eben mit 99%iger Sicherheit). Von den 999 gesunden Personen werden aber in der Regel auch
zehn als krank diagnostiziert (denn eine gesunde Person wird mit 99%iger Wahrscheinlichkeit als
gesund erkannt, also mit 1%iger Wahrscheinlichkeit als krank: Daher werden von 999 Gesunden
999 - 0.01 = 10 als krank diagnostiziert). Zehn der elf als krank diagnostizierten Personen sind also
gesund, womit wir wieder bei unseren 91% sind.

Wir haben in unserem Beispiel einfachheitshalber angenommen, dass P(pos|K) =
P(neg|G) gilt. Grundsiitzlich bezeichnet man bei medizinischen Tests die Wahr-
scheinlichkeit P(pos|K) als Sensitivitit (also die Féhigkeit tatséichlich Kranke als
krank zu erkennen) und P(neg|G) als Spezifitit (also die Féhigkeit tatséchlich
Gesunde als gesund zu erkennen) des Tests. Im Allgemeinen sind diese Werte ver-
schieden.

26.3.1 Anwendung: Bayes’scher SPAM-Filter

Die Formel von Bayes kann in der Praxis zur Klassifizierung von Daten verwendet
werden. Ein bekanntes Beispiel ist der Bayes’sche SPAM-Filter. Stellen Sie sich dazu
folgendes Szenario vor:

Durch statistische Untersuchung Ihrer Mailbox haben Sie herausgefunden, dass
25% davon SPAM-Nachrichten (unverlangte Werbe-Emails) sind. Die Wahrschein-
lichkeit, dass eine SPAM-Nachricht das Wort ,,Gewinn® enthilt, ist 19%. Die Wahr-
scheinlichkeit, dass eine nicht-SPAM-Nachricht dieses Wort enthiilt, ist 1%. Wenn
Sie nun eine neue Nachricht mit dem Wort ,, Gewinn* erhalten, so folgt aus der For-
mel von Bayes, dass es sich bei der Nachricht mit einer Wahrscheinlichkeit von 86.4%
um SPAM handelt (rechnen Sie nach!).

Nun ist die Strategie klar: Sie teilen Ihre Mailbox in die Kategorien SPAM und
HAM (= nicht SPAM) ein und berechnen fiir jedes Schliisselwort (z.B. Gewinn)
die Wahrscheinlichkeiten, dass es in einer SPAM- bzw. HAM-Nachricht zu finden
ist. Mit diesem Wissen kann nun von jeder eintreffenden Nachricht die SPAM-
Wahrscheinlichkeit errechnet werden. Wenn diese einen Schwellenwert iiberschreitet,
so wird die Nachricht aussortiert. Damit Thr SPAM-Filter zuverlissig bleibt, sollten
die Wahrscheinlichkeiten laufend aktualisiert werden. Sie sollten Ihren Filter also
laufend trainieren.

Natiirlich funktioniert das gleiche Prinzip auch mit mehr als zwei Kategorien. Es
ist schon lange vor der Verwendung in SPAM-Filtern als Bayes’sche Klassifizie-
rung bekannt gewesen.

26.3.2 Anwendung: Optimale Stoppstrategie

Eine weitere Anwendung der Wahrscheinlichkeitsrechnung ist die Berechnung einer
optimalen Stoppstrategie. In seiner einfachsten Form kann das Problem wie folgt
beschrieben werden:

Angenommen, wir suchen dringend einen Mitarbeiter und schalten ein Inserat.
Welchen Bewerber stellen wir ein, d.h., ab wann hat es keinen Sinn mehr, auf einen
besseren zu warten? Unsere Strategie sieht wie folgt aus: Wir legen eine Zahl j fest
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und sehen uns die ersten j Bewerber an, ohne einen davon einzustellen (,, Abwarte-
Phase*). Danach stellen wir den ersten Bewerber ein, der besser ist als alle Vorgénger.

Wie finden wir diese optimale Anzahl j der Bewerber, die wir abwarten? Bezeich-
nen wir mit P; die Wahrscheinlichkeit, mit diesem j den besten Bewerber zu finden.
Diese Wahrscheinlichkeit miissen wir maximieren:

Aus Erfahrung wissen wir, dass mit n Bewerbern zu rechnen ist. Nehmen wir
also an, es gibt genau n Bewerber. Die Wahrscheinlichkeit, dass der beste Bewerber
an der k-ten Stelle kommt, ist daher P(B = k) = 1. Mit welcher Wahrscheinlichkeit
wird er an dieser Stelle ausgewihlt? Ist £ < j, so sind wir noch in der Abwarte-Phase
und er wird wieder weggeschickt: P(A = k|B = k) = 0. Ist k > j, so wird er genau
dann ausgewéhlt, wenn sich der beste der ersten kK — 1 Bewerber unter den ersten
j Bewerbern befindet (d.h., wenn unter seinen Vorgéngern der beste noch in der
Abwarte-Phase gekommen ist): P(A = k|B = k) = ;Z5. Insgesamt ist somit nach
dem Multiplikationssatz die Wahrscheinlichkeit, dass der beste Bewerber an k-ter
Stelle kommt und dass dieser k-te Bewerber ausgewéhlt wird,

oy
P(B:k:ﬂAZk)ZP(BZk)P(A:k|B:k):{ l'oi Z;j

n k-1

Daraus folgt nun die gesuchte Wahrscheinlichkeit mit der Additionsregel:

- j (1 1
P; = PB=kNA=k)===+--- .
=3 P =L (54t )
k=1
Wir miissen also nur noch diese Werte berechnen und das Maximum suchen.

Da P; — Pj41 = %(1 — ZZ;}+1 %) monoton fallend ist, nimmt P; zundchst zu und ab einem
bestimmten Wert nur noch ab. Genau dieser Wert ist das gesuchte Maximum.

Fiir n = 12 Bewerber erhalten wir zum Beispiel (—CAS):

P | P | Ps| P | P | P | P | Ps| P | Po| Py
0.25 0.34 | 0.38 | 0.40 | 0.39 | 0.37 | 0.33 | 0.28 | 0.23 | 0.16 | 0.08

Das Maximum liegt also bei P,. Wenn wir also vier Bewerber abwarten, so finden
wir den besten mit einer Wahrscheinlichkeit von 40%.

Fithrt man diese Rechnung fiir verschiedene Bewerberanzahlen n durch, so sieht
man, dass fiir grofles n der Wert % ungefiahr bei 36.8% liegt. Als Faustregel fiir dieses
und analoge Probleme folgt also, dass man ca. die ersten 37% Bewerber abwarten
sollte, bevor man sich entscheidet.

Um das zu verstehen, approximieren wir die Summe durch ein Integral:

n

1 " dx . n
Z P z/] . =1In(n) —In(j) = ln(;).

k=j+1

Dann erhalten wir )
Pj =~ —zIn(x), x:l,
n

und das Maximum von f(z) = —zIn(x) liegt bei = é = 0.367879 (aus f'(z) = —1—In(z) =0

folgt x = é, und aus f"(z) = f% folgt, dass es sich um ein Maximum handelt).
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26.4 Mit dem digitalen Rechenmeister

Optimale Stoppstrategie

Die Wahrscheinlichkeiten fiir die optimale Stoppstrategie

—11
In[1]:= P[n., j ] l E
n
k=7

PT'

koénnen mit Mathematica leicht berechnet werden:

In[2]:= Table[N[P[12,]],2],{j,11}]
out[2]= {0.25,0.34,0.38,0.40, 0.39, 0.37,0.33, 0.28,0.23, 0.16, 0.083}

26.5 Kontrollfragen

Fragen zu Abschnitt 26.1: Zufallsexperimente und Ereignisse

Erkldren Sie folgende Begriffe: Zufallsexperiment, Ergebnismenge, Ereignis, Ele-
mentarereignis, sicheres Ereignis, unmogliches Ereignis, Gegenereignis, vereinba-
re/unvereinbare Ereignisse.

1.
2.

3.

Geben Sie die Ereignismenge (2 fiir die Augensumme zweier Wiirfel an.
Wir betrachten den Wurf eines Wiirfels und die folgenden Ereignisse:

A = ungerade Augenzahl; B = {2}; C = {2,3}.

a) Sind A und B vereinbar?

b) Sind B und C vereinbar?

¢) Wie lauten die Gegenereignisse?

Wenn A und B Ereignisse sind, was ist mit a) AUB b)) AN B gemeint?

Fragen zu Abschnitt 26.2: Wahrscheinlichkeit

Erkliaren Sie folgende Begriffe: Laplace-Experiment, klassische Wahrscheinlichkeit,
Additionsregel.

1.

2.

Was bedeutet es, wenn man sagt, dass die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses
32% ist?

Kann die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses immer als , giinstige Fille/ mogli-
che Fille“ festgelegt werden?

Welche Eigenschaft miissen die Ereignisse A, B haben, damit P(AUB) = P(A)+
P(B) gilt?

Bei einem gezinkten Wiirfel wurden (empirisch) folgende Wahrscheinlichkeiten
gefunden: P(1) = P(3) = &5, P(2) = P(4) = &, P(5) = P(6) = . Wie grof
ist die Wahrscheinlichkeit

a) eine gerade Augenzahl b) 3 oder 5 ¢) eine ungerade Augenzahl

zu wiirfeln?
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Fragen zu Abschnitt 26.3: Bedingte Wahrscheinlichkeit

Erkldren Sie folgende Begriffe: Bedingte Wahrscheinlichkeit, Multiplikationssatz,
Wahrscheinlichkeitsbaum, unabhéngige Ereignisse, Formel fiir die totale Wahrschein-
lichkeit, Formel von Bayes.

1. Die Wahrscheinlichkeit, dass zwei zufiillig ausgewéhlte Personen am 24. Dezem-
ber Geburtstag haben, ist:
1 1 1.1 1
) g5 T35 Dlaes s ) l- g
2. Wann ist P(AN B) = P(A) - P(B)?

Loésungen zu den Kontrollfragen

Lésungen zu Abschnitt 26.1

1. 2={2,3,...,12}.

2. a) A und B sind unvereinbar, da nicht gleichzeitig eine ungerade Augenzahl und
die Augenzahl 2 geworfen werden kann.
b) B und C sind vereinbar, denn beim Wurf von 2 treten beide Ereignisse ein.
c) A = gerade Augenzahl; B = {1,3,4,5,6}; C = {1,4,5,6}.

3. a) Das Ereignis ,A oder B“. b) Das Ereignis ,A und B*.

Lésungen zu Abschnitt 26.2

1. Wenn man dieses Zufallsexperiment sehr oft durchfithrt, dann ist es praktisch
sicher, dass in etwa 32% der Versuchsdurchfithrungen das Ereignis eintritt.

2. Nein, das ist nur moglich, wenn
(1) es nur endlich viele Elementarereignisse gibt (denn £ wiirde keinen Sinn
ergeben) und wenn
(2) alle Elementarereignisse gleich wahrscheinlich sind.

3. Sie miissen unvereinbar sein.

4. a) P(gerade) = P(2) + P(4) + P(6) = -5
b) P(3 oder 5) = P(3) + P(5) = &
¢) P(ungerade) = 1 — P(gerade) = 3

Lésungen zu Abschnitt 26.3

1. Die zuf#llige Auswahl entspricht unabhingigen Ereignisse, damit kann die Pro-
duktregel angewendet werden und deshalb ist die richtige Antwort b).

2. Wenn die Wahrscheinlichkeit, dass A eintritt, nicht vom Eintreten von B abhéingt
und umgekehrt (die Ereignisse miissen unabhéngig voneinander sein).
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26.6 Ubungen

Aufwirmiibungen

1.

10.

Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, mit einem fairen Wiirfel

a) die Augenzahl 4 b) eine ungerade Augenzahl

¢) eine Augenzahl von mindestens 5 d) Augenzahl 3 oder 4 zu werfen?

Ein Wiirfel wird zweimal geworfen. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit,

a) beidemal 5 b) wenigstens einmal 1 ¢) Augensumme 4 zu werfen.
Wir grof} ist die Wahrscheinlichkeit, beim Wurf von drei fairen Miinzen

a) genau einmal b) héchstens einmal ¢) mindestens einmal ,,Zahl“ zu
werfen?

In einer Schublade sind 6 rote und 8 blaue Socken. Wenn Sie in der Dunkelheit
(also zufillig) zwei Socken aus der Schublade ziehen, wie grof} ist die Wahrschein-
lichkeit

a) zwei rote  b) zwei blaue c¢) zwei verschiedene d) zwei zueinander pas-
sende Socken zu treffen?

Bei der Fertigung von Bolzen ist die Wahrscheinlichkeit fiir einen fehlerhaften
Durchmesser gleich 6% und die Wahrscheinlichkeit fiir eine fehlerhafte Lénge
gleich 3%. Es wird angenommen, dass die Fehler unabhéngig voneinander auf-
treten. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit,

a) einen fehlerfreien Bolzen

b) einen fehlerhaften Bolzen

¢) einen Bolzen mit fehlerhaftem Durchmesser und fehlerfreier Linge

zu fertigen?

In einem Behiilter befinden sich 5 rote und 3 griine Kugeln. Es werden hinterein-
ander zufillig 2 Kugeln entnommen (ohne Zuriicklegen der ersten Kugel). Wie
grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens eine rote Kugel darunter ist?
Ein Multiple-Choice Test besteht aus 4 Fragen, bei jeder stehen drei Antworten
zur Auswahl. Nur eine davon ist jeweils richtig. Wie grof} ist die Wahrscheinlich-
keit, durch zufélliges Raten

a) alle vier Fragen b) nur eine Frage richtig zu beantworten?

In einer Warenpackung befinden sich 60 Stiick, davon sind 9 fehlerhaft. Man
entnimmt eine Stichprobe vom Umfang 5 (ohne Zuriicklegen). Wie grof} ist die
Wahrscheinlichkeit,

a) kein b) genau ein c¢) hochstens zwei fehlerhafte Stiicke zu ziehen?

. In den ersten zehn Spieljahren wurden beim Lotto ,,6 aus 45“ insgesamt 8.3 Milli-

arden Tipps (je sechs Zahlen) abgegeben. 1024 Spieler haben die sechs Richtigen
getroffen.

a) Legen Sie aufgrund dieser Erfahrungstatsache empirisch die Wahrscheinlich-
keit, sechs Richtige zu tippen, fest.

b) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit fiir sechs Richtige unter der Laplace-
Annahme.

Geburtstagsparadoxon: Wie grofl ist die Wahrscheinlichkeit, dass unter 30
Studierenden (mindestens) zwei am selben Tag Geburtstag haben?
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11. HIV-Test in einer Risikogruppe: Ein Test erkennt mit 99.9%-iger Wahr-
scheinlichkeit, ob eine HIV-Infektion vorliegt oder nicht. Wenn man einer HIV-
Risikogruppe angehort, so ist die Wahrscheinlichkeit, mit HIV infiziert zu sein,
statistisch gleich 1%. Gehért man keiner HIV-Risikogruppe an, so ist die Wahr-
scheinlichkeit statistisch gleich 0.01%.

Eine Person lisst einen HIV-Test machen. Das Testergebnis ist positiv. Wie grof3
ist die Wahrscheinlichkeit, dass sie tatsédchlich HIV-infiziert ist, wenn sie
a) einer Risikogruppe angehort?  b) keiner Risikogruppe angehért?

Weiterfithrende Aufgaben

1. In einer Warenpackung befinden sich 50 Stiick, davon sind 5 fehlerhaft. Man
entnimmt eine Stichprobe vom Umfang 2 (ohne Zuriicklegen). Wie grof} ist die
Wahrscheinlichkeit,

a) kein fehlerhaftes Stiick b) ein fehlerhaftes Stiick c) zwei fehlerhafte
Stiicke zu ziehen?

2. Leiten Sie die Additionsregel fiir vereinbare Ereignisse, P(AU B) = P(4) +
P(B)—P(ANB), aus der Definition der Wahrscheinlichkeit her. (Tipp: Zerlegen
Sie AU B in die drei disjunkten Mengen A\B, B\A und AN B.)

3. Eine Anlage besteht aus zwei unabhéngigen Teilen. Die Wahrscheinlichkeit, dass
Teil A wihrend eines Zeitraums stérungsfrei arbeitet, ist 80%, fiir Teil B ist
diese Wahrscheinlichkeit gleich 90%. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass

a) beide Teile stérungsfrei arbeiten b) nur Teil B storungsfrei arbeitet
¢) beide Teile ausfallen d) wenigstens einer der beiden Teile storungsfrei ar-
beitet?

4. Ziege oder Mercedes?: In einer Quizsendung wird folgendes Spiel gespielt:
Ein Kandidat steht vor drei geschlossenen Tiiren. Es ist bekannt, dass sich hinter
einer ein Mercedes, hinter den anderen beiden aber jeweils eine Ziege befindet.
Der Kandidat wihlt eine Tiir, die aber geschlossen bleibt. Daraufhin 6ffnet der
Quizmaster eine der beiden verbleibenden Tiiren, hinter denen sich eine Ziege
befindet. Nun hat der Kandidat die Moglichkeit, bei seiner gewéhlten Tiir zu
bleiben, oder die andere noch verschlossene Tiir zu wéihlen. Was ist die beste
Strategie:

a) Der Kandidat entscheidet nach Zufall, welche der beiden noch verschlossenen
Tiiren er wahlt.

b) Der Kandidat bleibt bei der Tiir, die er zu Beginn gewihlt hat.

¢) Der Kandidat wechselt zur anderen verschlossenen Tiir.

5. HIV Test: Ein Test gibt mit 99.9%-iger Wahrscheinlichkeit bei einer mit HIV
infizierten Person ein positives Testresultat. Mit 99.8%-iger Wahrscheinlichkeit
gibt der Test bei einer nicht mit HIV infizierten Person ein negatives Testresultat.
Man weil weiters, dass insgesamt 0.05% der Menschen in Osterreich infiziert
sind.

a) Wie viele von 1000 getesteten HIV-positiven Personen erhalten filschlicher-
weise ein negatives Testresultat (falsch negativ)?

b) Wie viele von 1000 getesteten nicht HIV-positiven Personen erhalten féilsch-
licherweise ein positives Testresultat (falsch positiv)?
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¢) Eine zufillig ausgewéihlte Person (nicht aus einer Risikogruppe) lidsst sich tes-
ten und der Test fillt positiv aus. Wir grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass sie
trotzdem nicht mit HIV infiziert ist?

DNA-Test: Am Tatort wird eine DNA-Probe sichergestellt. Von 1 Million Men-
schen hat statistisch gesehen nur einer ein DNA-Profil, das mit dieser Probe
iibereinstimmt. Nun wird ein DNA-Test an n Verdachtigen durchgefiihrt. Die
Wahrscheinlichkeit, dass der Test irrt, ist 0.001%.

a) Bei wie vielen von 10 Millionen Menschen wiirden Sie ein positives Testergeb-
nis erwarten?

b) Der Test bei Mr. X ist positiv, und er ist einer von n = 20 moglichen Tétern.
Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass Mr. X unschuldig ist?

Lésungen zu den Aufwirmiibungen

1.

2.

10.

© ® N>

a) P(4) = ¢ )
d) ]i’(?) oder 4) = %
) L
b) %)ie Wahrscheinlichkeit fiir eine der Wurffolgen (1, nicht 1), (nicht 1,1) oder
(1,1)18t'1 5+5 6+6 7:11

¢) 3, denn gunstlg sind dafur dle Wurffolgen (1, 3), (2,2), (3,1).
Es gibt 8 mogliche Wurffolgen: ZZZ, KZZ, ..., K K K. Die gesuchte Wahrschein-

lichkeit ist jeweils , giinstige Félle / mogliche Félle“:

P(ungerade Augenzahl) = 3 ¢) P(mindestens 5) = %

5
>

a) 2 b) & ¢) P(mindestens einmal Z) =1—P(nie Z) =%
a) P(erster und zweiter Socken rot) = £ - & = 0.165

(= P(erster Socken rot) - P(zweiter Socken rot | erster Socken rot))
b) P(erster und zweiter Socken blau) 184 13 =0.308

c) P(verschiedene Socken) = & - & + & - & = 0.527
d) P(passende Socken) =1 — P(verschiedene Socken) = 0.473

Mithilfe des Multiplikationssatzes fiir unabhéngige Ereignisse erhalten wir:
a) 0. 94 0 97 = 0.912 b) 1 —0.94-0.97 = 0.088 ¢) 0.06 - 0.97 = 0.058

£ =289.3%

a) ) =1.2% b) 4-

5 9 51 51\ (9 51 51

a) )() = 0.430 b) ( ) ) = 0.412 C) (56)0(0) + (46)0(1) + (360( )_ 0.979
@) (%) (%) (%) (%)

a) P(sechs Richtige) ~ relative Haufigkeit = 12235 =1.234.1077

b) Es gibt (nach der Ziehung) 6 Richtige und 39 Falsche. Die Wahrscheinlichkeit,

in einer Stichprobe vom Umfang 6 genau 6 Richtige zu haben, ist daher

Wl oolw

-
¥

L~

1.(2)° = 39.5%
@

@) (§) 6 5 2 1 7
P(sechs Richtige) = (465) TRy TR 1.228 -107".
A...,mindestens 2 Studenten haben am selben Tag Geburtstag®. Dann ist A=
,»Es gibt keinen Tag, an dem 2 oder mehr Stud. gleichzeitig Geburtstag haben“ =
»Alle Stud. haben an verschiedenen Tagen Geburtstag®. Liste alle Geburtstage
der Studentengruppe auf, z. B.: {5.Jdnner, 30.August, ..., 24.Dezember}. Es gibt
365" solcher Listen (n...Anzahl der Studenten). A bedeutet, dass alle Eintriige
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der Liste verschieden sind, dafiir gibt es 365 -364 - ... (365 —n + 1) , giinstige®
Félle. Damit:

P(A) = 365~364-...(365—n+1).
365™
Fiir n = 30 ergibt sich: P(A) =1 — P(A) = 0.706.
11.
P(HIV) - P(pos|HIV)

P(HIV) - P(pos|HIV)+ P(HIV) - P(pos|HIV)

a) P(HIV) = 0.01, P(HIV) = 0.99, P(pos|HIV) = 0.999 und P(pos|HIV) =
0.001 liefern P(HIV |pos) = 90.98%.

b) P(HIV) = 0.0001, P(HIV) = 0.9999, P(pos|HIV) = 0.999 und P(pos|HIV)
= 0.001 liefern P(HIV |pos) = 9.08%.

P(HIV|pos) =

(Losungen zu den weiterfithrenden Aufgaben finden Sie in Abschnitt B.26)
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Zufallsvariablen

27.1 Diskrete und stetige Zufallsvariablen

In vielen Zufallsexperimenten sind die Ereignisse durch reelle Zahlen gegeben oder kénnen auf
einfache Weise durch reelle Zahlen codiert werden (zum Beispiel beim Miinzwurf: Kopf = 1, Zahl
= 0). Das fiihrt auf den Begriff der Zufallsvariablen.

Wenn wir zwei Wiirfel werfen, dann wissen wir, dass ihre Augensumme X zwischen
2 und 12 liegen muss. Es hidngt aber vom ,,Zufall* ab, welchen Wert X bei einem
Wurf annimmt. Oder: Wenn wir auf einen Zug warten, so kann die Verspatung X
eine beliebige Zahl > 0 sein, die vom Zufall abhéngt. Zufallsvariablen beschreiben
Ereignisse mithilfe von reellen Zahlen:

Definition 27.1 Eine Zufallsvariable X ist eine Funktion, die zu einem bestimm-
ten Zufallsexperiment gehort und die jedem Elementarereignis dieses Zufallsexperi-
mentes eine reelle Zahl zuordnet: X : 2 - R, w — X (w).

Zum Beispiel ist beim Wurf von zwei Wiirfeln die Zufallsvariable X = Augensum-
me die Funktion, die jedem Augenpaar seine Augensumme zuordnet: X (1,1) = 2,
X(1,2) = 3, usw. Meist braucht man die Elementarereignisse (hier (1,1),(1,2),
usw.) nur, um Wahrscheinlichkeiten festzulegen, und konzentriert sich danach auf
die (Funktions-)Werte der Zufallsvariablen X = 2, X = 3, usw. (hier also auf die
Augensummen).

Zufallsvariablen werden iiblicherweise mit Grofibuchstaben X, Y, ... bezeichnet
und die reellen Zahlen, die sie als Werte annehmen kénnen, mit den entsprechenden
Kleinbuchstaben (x,y,...) Diese Werte werden auch Realisationen (oder Reali-
sierungen) der Zufallsvariable genannt. Zum Beispiel hat X = Augensumme beim
Wurf von zwei Wiirfeln die Realisationen 2,3,4,...,12. Oder: X = Abfillgewicht
einer zufdllig ausgewdhiten Tafel Schokolade kann theoretisch alle Werte aus dem
Intervall [0, c0) annehmen.

Grundsétzlich unterscheidet man diskrete und stetige Zufallsvariablen. Zunéchst
betrachten wir den diskreten Fall:

G. Teschl, S. Teschl, Mathematik fiir Informatiker, eXamen.press,
DOI 10.1007/978-3-642-54274-9 10, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2014
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Definition 27.2 Eine Zufallsvariable X heiflt diskret, wenn sie nur endlich oder
abzdihlbar unendlich viele Werte x1,x2,x3,... annehmen kann. Zu jedem Wert x;
gehort das Ereignis X = x; (ausgeschrieben: {w|X (w) = #;}), das mit der Wahr-
scheinlichkeit

pi = P(X = x;)

eintritt. Die Realisationen x; gemeinsam mit den zugehorigen Wahrscheinlichkeiten
p; heiflen (Wahrscheinlichkeits-)Verteilung der Zufallsvariablen.

Beispiele: X = Augensumme von zwei Wiirfeln kann die Werte 2, 3,4, ...,12 anneh-
men (also endlich viele). Oder: X = Anzahl der Versuche, bis zum ersten Mal 1
gewiirfelt wird hat die Realisationen 1,2, 3, ... (abzihlbar unendlich viele). Oder:

Y 1, wenn der Kunde kreditwiirdig ist
1 0, wenn der Kunde nicht kreditwiirdig ist

ist eine diskrete Zufallsvariable mit zwei Realisationen.

Beispiel 27.3 Diskrete Zufallsvariable

Gegeben ist die Zufallsvariable X = Augensumme von zwei Wiirfeln.

a) Geben Sie die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses ,, Augensumme ist 5% an.
b) Geben Sie die gesamte Wahrscheinlichkeitsverteilung von X an.

¢) Geben Sie P(X < 4) an.

d) Geben Sie P(X > 4) an.

Lésung zu 27.3

a) Das Ereignis ,,Augensumme ist 5“ wird durch X = 5 beschrieben. Es hat die
Wahrscheinlichkeit P(X = 5) = 5= (denn es gibt vier Wurffolgen (1,4), (2,3),
(3,2), (4,1) mit der Augensumme 5).

b) Wir stellen die moglichen Werte x;, die X annehmen kann, gemeinsam mit den
zugehorigen Wahrscheinlichkeiten p; = P(X = z;) zusammen:

z|2 3 4 5 6 7 &8 9 10 11 12
I—2 3 2 5 & & 4 3 Z L[S,

Di| 3 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36

Die Summe iiber alle Wahrscheinlichkeiten ist gleich 1, denn X nimmt mit Si-
cherheit eine der Zahlen 2, ..., 12 an.

¢) Das Ereignis X < 4 tritt ein, wenn X = 2, X = 3 oder X = 4 ist. Daher ist die
zugehorige Wahrscheinlichkeit (da diese Ereignisse unvereinbar sind):

1 2 3 6

P(X <4)=P(X =2)+ ...+ P(X =4) = = + — + = = = = 16.T%.
d) Analog wie zuvor ist
PX>4) = P(X =5) ...+ P(X =12) = — 4. 4+ = =30 _g339
36 36 36

Wir héitten das aber auch einfacher berechnen kénnen: X > 4 ist ja das Gege-
nereignis von X < 4, daher ist

=1- <4)=1- — = = 83.3%.
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Die Wahrscheinlichkeiten p; einer diskreten Zufallsvariablen entsprechen den relati-
ven Héufigkeiten f; der beschreibenden Statistik. So kann die Wahrscheinlichkeits-
verteilung einer diskreten Zufallsvariablen auch graphisch in einem Stabdiagramm
dargestellt werden: Dabei werden die Realisationen x; der Zufallsvariablen auf der
horizontalen und die zugehorigen Wahrscheinlichkeiten p; als Stdbe auf der verti-
kalen Achse aufgetragen. Abbildung 27.1 zeigt die Wahrscheinlichkeitsverteilung zu
Beispiel 27.3.

X = Augesumme

0.15-
0.10-
0.05

000 b=

Abbildung 27.1. Wahrscheinlichkeitsverteilung von X = Augensumme zweier Wiirfel.

T s e T s o o 12

In Beispiel 27.3 haben wir nach der Wahrscheinlichkeit gefragt, dass X kleiner oder
gleich 4 ist. Fiir solche Fragestellungen gibt es eine eigene Funktion:

Definition 27.4 Sei X eine (diskrete oder stetige) Zufallsvariable. Die Funktion
F(z) = P(X < x), fir x € R,

heifit Verteilungsfunktion von X.

Im Fall einer diskreten Zufallsvariablen gilt

F(x) = Z Di-

x; <z

Im Beispiel 27.3 ist F'(4) also die Wahrscheinlichkeit, dass eine Augensumme kleiner
oder gleich 4 gewiirfelt wird bzw. 1 — F(4) die Wahrscheinlichkeit, dass eine Augen-
summe grofler 4 gewiirfelt wird. Da die Verteilungsfunktion fiir alle reellen Zahlen
definiert ist, muss das Argument nicht unbedingt eine Realisation der Zufallsvaria-
blen sein: FI(3.5) = P(X <35) = P(X =2)+ P(X =3) = 5 + & = & =83%
ist zum Beispiel die Wahrscheinlichkeit, dass eine Augensumme kleiner oder gleich
3.5 gewiirfelt wird, usw. Die Verteilungsfunktion einer stetigen Zufallsvariablen wer-
den wir etwas spéater behandeln. Die Verteilungsfunktion einer Zufallsvariablen hat
folgende Eigenschaften:
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Satz 27.5 Ist F'(x) die Verteilungsfunktion einer (diskreten oder stetigen) Zufalls-
variablen X, so gilt:

e Die Verteilungsfunktion wéchst monoton von 0 bis 1, d.h.

li)r_n F(z) =0, F(z) < F(y) fir z <y, l'Lm F(z) =1.
e An jedem Punkt existieren rechts- und linksseitiger Grenzwert der Verteilung,
und es gilt
lim F(x) =P(X lim F(x)=P(X < =F .
Jm F(z) = P(X <z0), lim F(z)=P(X < =o)=F(zo)
Das bedeutet, dass an Sprungstellen der obere Wert der Funktionswert ist. Man
sagt, dass die Verteilungsfunktion rechtsseitig stetig ist.

e Wenn F(z) an einer Stelle z( springt, so ist die Sprunghéhe, also die Differenz
zwischen rechts- und linksseitigem Grenzwert, genau die Wahrscheinlichkeit, mit
der das Ereignis X = z( eintritt:

lim F(z)— lim F(z)=P(X <xz) — P(X < x9) = P(X = z9).

T—To+ T—To—

Warum? Dass F' monoton wachsend ist, folgt aus der Monotonie der Wahrscheinlichkeit. Im
Grenzwert © — —oo bleibt von der Menge {X < z} nur noch die leere Menge iibrig, und
im Grenzwert * — oo erhalten wir alle moglichen Werte von X, also ganz R. Damit folgt
limg—y— oo F(z) = P(X € {}) =0 und limy—oo F(z) = P(X € R) = 1. Dass links- und rechtsseiti-
ger Grenzwert existieren, folgt, da beschrinkte monotone Folgen konvergieren.

Fiir diskrete Zufallsvariablen hat die Verteilungsfunktion immer die Form einer Trep-
pe. In Abbildung 27.2 ist die Verteilungsfunktion fiir X = Augensumme von zwei
Wiirfeln dargestellt. Wir sehen, dass fiir Augensummen kleiner als 2 die Vertei-

L L L L L
4 6 s 10 12 14

Abbildung 27.2. Verteilungsfunktion von X = Augensumme zweier Wiirfel.

lungsfunktion den Wert 0 hat, dass es an den Realisationen x; jeweils einen Sprung
um die zugehorige Wahrscheinlichkeit p; nach oben gibt, und dass ab der grofiten
Realisation, Augensumme 12, die Funktion den Wert 1 hat.

Die Hohe eines Sprunges entspricht gerade der Hohe des entsprechenden Stabes im Stabdiagramm.
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In der Praxis wird fiir die graphische Darstellung einer diskreten Wahrscheinlich-
keitsverteilung allerdings lieber das Stabdiagramm verwendet, da es einen besseren
optischen Eindruck der Verteilung gibt.

Der Fall ohne Spriinge, in dem die Verteilungsfunktion also stetig ist, ist von
besonderer Bedeutung;:

Wenn eine Fliissigkeit automatisch abgefiillt wird, so unterliegt die Abfiillmenge X gewissen
Schwankungen. Sie kann kontinuierlich Werte annehmen, zum Beispiel jeden reellen Wert zwischen
90 und 110 Gramm. Wie kann man nun eine Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir X angeben?

Aufgrund der begrenzten Messgenauigkeit konnte man sich auf diskrete Werte beschrianken,
etwa auf die Werte x; = 90,91,92,...,110. Wenn dann X = 94, so ist damit gemeint, dass die
Fiilllmenge irgendwo zwischen 93.5 und 94.5 Gramm liegt. Man erhilt also eine diskrete Zufalls-
variable, indem man die mdglichen Abfiillmengen in Intervalle einteilt und die zugehtrigen Wahr-
scheinlichkeiten p; ermittelt, dass die Fiillmenge X in die einzelnen Intervalle fillt. Je kleiner man
diese Intervalle wéhlt, umso kleiner werden die zugehérigen Wahrscheinlichkeiten. (Im Grenzfall
schrumpfen die Intervalle auf einen Punkt zusammen und die zugehérigen Wahrscheinlichkeiten
gehen gegen 0).

Man kann nun auch anders an das Problem herangehen: Man lisst fiir X von vornherein kon-
tinuierlich alle reellen Werte zwischen 90 und 110 Gramm zu und erhélt dadurch eine so genannte
stetige Zufallsvariable. Das entspricht zuvor dem Grenzfall, dass die Intervalle zu einem Punkt zu-
sammenschrumpfen. Die Wahrscheinlichkeit, dass X ezakt einen bestimmten Wert annimmt, etwa
den Wert 94.000. . ., ist nun gleich 0. Man kann aber wie zuvor nach der Wahrscheinlichkeit fragen,
dass X in ein bestimmtes Intervall fillt, wobei man dieses Intervall nun je nach Bedarf (gro8 oder
klein) wihlen kann. Bei einer stetigen Zufallsvariablen tritt an die Stelle der Wahrscheinlichkeit p;,
dass X exakt den Wert x; annimmt, die so genannte Wahrscheinlichkeitsdichte f(x) fiir den Wert
x. Stellt man diese Funktion graphisch dar, so entspricht die Flidche unter dem Graphen iiber dem
Intervall [92,93] der Wahrscheinlichkeit, dass die Fiillmenge X in diesem Intervall liegt.

Definition 27.6 Eine Zufallsvariable X heifit stetige Zufallsvariable, wenn ihre
Verteilungsfunktion F'(z) = P(X < z) eine stetige Funktion ist.

F(x)
1.0+

0.8F
0.6
04+

0.2F

95 100 105 o™

Abbildung 27.3. Eine typische stetige Verteilungsfunktion.

In der Praxis (und wir werden hier auch nur diesen Fall betrachten) ist F' zumindest
stiickweise differenzierbar:

Definition 27.7 Sei X eine stetige Zufallsvariable mit (stiickweise) differenzierba-
rer Verteilungsfunktion F. Die Ableitung
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wird (Wahrscheinlichkeits-)Dichtefunktion genannt. Umgekehrt erhélt man die
Verteilungsfunktion durch Integration der Dichtefunktion:

Fz) = /_ " a

Nicht jede stetige Funktion F(z) kann als Integral einer Dichtefunktion geschrieben werden. In der
Mathematik werden Funktionen, die eine Dichte haben, als absolut stetig bezeichnet.

Das heifit, F'(z) = P(X < z) kann als Flicheninhalt unter dem Graphen von f von
—o0 bis x dargestellt werden (siehe Abbildung 27.4). (Die Integrationsvariable wurde
hier mit ¢ bezeichnet, um sie von der oberen Integrationsgrenze x zu unterscheiden,
die das Argument von F ist.)

f@0)
04r

0.3F

e [ T
Abbildung 27.4. F(1) = P(X < 1) = schattierte Fliche unter dem Graphen der Dichte-
funktion f(t) von ¢t = —oo bis t = 1.

Bei einer diskreten Zufallsvariablen X war zum Beispiel F'(1) = P(X < 1) =}, - pi- Bei einer
stetigen Zufallsvariablen tritt anstelle der p; die Dichtefunktion f und anstelle der Summe iiber
alle p; tritt ein Integral iber f von —oo bis x = 1: F(1) = fioo f(@t)dt.

Aus den Eigenschaften einer Verteilungsfunktion ergeben sich folgende Eigenschaften
der Dichtefunktion:

Satz 27.8 Sei X eine stetige Zufallsvariable mit zugehériger Dichtefunktion f(z).
Dann gilt:

e Die Dichtefunktion f ist auf ganz R definiert und hat nur nichtnegative Werte.
Das heifit, ihr Graph liegt oberhalb (bzw. auf) der z-Achse.

e Die Dichtefunktion ist so normiert, dass die Gesamtfliche unter dem Gra-
phen von f gleich 1 ist, das bedeutet:

/O:Of(x)d:z: =1

Diese Flache ist gleich der Wahrscheinlichkeit, dass X irgendeinen Wert annimmt.
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Sie entsprechen den Eigenschaften einer diskreten Zufallsvariablen, dass die p; immer nichtnegativ
sind und die Summe iiber alle p; gleich 1 ist. Die erste Eigenschaft gilt, da F' monoton wachsend
ist. Die zweite Eigenschaft folgt aus limz—00 F(z) = 1.

Da X genau dann stetig ist, wenn die Verteilungsfunktion F' keine Spriinge hat,
folgt:

Satz 27.9 Eine Zufallsvariable ist genau dann stetig, wenn

P(X =xz)=0 firallez € R.

Das bedeutet, dass die Wahrscheinlichkeit, exakt einen vorgegebenen Wert x anzu-
nehmen, gleich null ist. Nur die Frage nach der Wahrscheinlichkeit, mit der ein Wert
in einem Intervall angenommen wird, ist bei einer stetigen Zufallsvariable sinnvoll
(siehe Satz 27.10).

Insbesondere sind daher die Wahrscheinlichkeiten fiir , X kleiner oder gleich x*
und ,, X kleiner als z* bei einer stetigen Zufallsvariable gleich (analog fiir , X grofier
oder gleich z“ und ,, X groler als x“):

P(X<z)=P(X <z) bzw. P(X >z)=P(X >x).

Denn P(X < z) = P(X =z)+ P(X <z) =04+ P(X < z2) = P(X < z). Bei einer diskreten
Zufallsvariablen muss aber zwischen P(X < z) (,X hochstens gleich z“) und P(X < z) (,X
kleiner als z*) unterschieden werden!

Man kann daher auch ohne weiteres davon sprechen, dass X einen Wert zwischen
a und b annimmt, ohne festzulegen, ob dabei a bzw. b mit eingeschlossen ist oder
nicht (ob also ein offenes oder ein abgeschlossenes Intervall gemeint ist).

Satz 27.10 Sei X eine stetige Zufallsvariable. Die Wahrscheinlichkeit, dass X einen
Wert im Intervall [a, b] (oder (a,b] oder [a,b) oder (a,b)) annimmt, ist

Pa<X<b) = Pla<X<bh)=Pla<X<b)=Pla<X<b)

b
= F(b) - F(a) = / £() dt.

Das entspricht dem Flidcheninhalt unter dem Graphen von f zwischen ¢ und
b (siehe Abbildung 27.5).

Beispiel 27.11 Gleichverteilung

Angenommen, eine Straflenbahn fihrt piinktlich alle 10 Minuten. Wenn man
zufiillig zur Haltestelle kommt, dann ist die Wartezeit X eine Zufallsvariable,
die kontinuierlich alle Werte von 0 bis 10 annehmen kann, wobei jede Warte-
zeit gleich wahrscheinlich ist (wenn wir einfachheitshalber das Gesetz von Murphy
vernachléssigen;-). Die zugehorige Wahrscheinlichkeitsdichte ist daher

fz) =

k, fir0<xz<10
0, sonst
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JU]

Abbildung 27.5. F(1.5) — F(0.5) = P(0.5 < X < 1.5) = schattierte Fliche unter dem
Graphen von f(¢t) von ¢t = 0.5 bis ¢t = 1.5.

wobei k eine Konstante ist.

a) Bestimmen Sie k.

b) Geben Sie die Verteilungsfunktion F' an.

¢) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, hochstens 3 Minuten zu warten?

d) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, mindestens 2 Minuten zu warten?

e) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, zwischen 5 und 9 Minuten zu warten?

Losung zu 27.11
a) Die Konstante muss so gewéhlt werden, dass die Gesamtfliche unter dem Gra-
phen von f gleich 1 ist, also

1:/_Zf(;v)dm:/10kdx:10k.

0

Daher muss k& = 0.1 sein.

b) Fiir z < 0 ist auch F(z) = 0. Fiir z zwischen 0 und 10 gilt F(z) = [*__ f(t)dt =
[70.1dt =0.1-2. Fiir ¢ > 10 ist F(z) = [ f(t)dt = [° f(t)dt + [ f(t)dt =
14 0 = 1. Insgesamt:

0, firz<O0,
F(z)=< 0.1z, fir0<z<10
1, firz>10

¢) Wir beantworten diese Frage, indem wir in die Verteilungsfunktion F'(z) = 0.1-z
einsetzen: P(X < 3) = F(3) = 0.1 - 3 = 30%. Die Wahrscheinlichkeit, hochstens
3 Minuten zu warten, ist in Abbildung 27.6 dargestellt.

d) Wieder driicken wir die gesuchte Wahrscheinlichkeit mithilfe der Verteilungs-
funktion aus: P(X >2)=1-P(X <2)=1-F(2)=1-0.1-2 = 80%.

e) P6<X<9)=F09) -F(5)=01-9-0.1-5=40%. m

Beispiel 27.12 Exponentialverteilung
Die Lebensdauer X (in Jahren) eines elektronischen Bauteils, das zufillig (nicht
verschleifibedingt) austfillt, kann oft durch eine Verteilungsfunktion der Form
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fx)
0.10

0.08F

0.06

0.04F

0.02F

X

2 4 6 § 10

Abbildung 27.6. Schattierte Fliche = Wahrscheinlichkeit, hochstens 3 Minuten zu warten.

I P
F(x):{l e , firz >0

0 , firz<O

angegeben werden. Dabei ist £ > 0 eine Materialkonstante.

a) Geben Sie die Dichtefunktion f an.

Fiir ein bestimmtes Bauteil ist k¥ = 1: Wie grof§ ist dann die Wahrscheinlichkeit,
dass die Lebensdauer

b) hochstens 1 Jahr  c¢) zwischen 1 und 2 Jahre d) groer als 2 Jahre ist?

Losung zu 27.12
a) Die Wahrscheinlichkeitsdichte ist die Ableitung von F, also

ke~ ke firz>0
0 , firz<O

b) P(X < 1) = F(1) = 1 — e ! = 63.2%. Die Verteilungsfunktion ist in Abbil-
dung 27.7 dargestellt.
) PA<X<2)=F2)—F1)=(1-e2?)—(1—e1)=23.3%

d) P(X>2)=1-P(X<2)=1-F(2)=e2=135% -
1 .(f)(") 1 »(f)(x) 1 .(fwm
0.8 0.8 0.8
0.6 0.6 0.6
04 04 0.4

02 0.2 02

3 4 6 T 1 2 3 4 5 ¢ 7 i 2 3 4 5 6"

Abbildung 27.7. Exponentialverteilung: Die schattierten Flichen stellen F(1), F(2) —
F(1) bzw. 1 — F(2) dar.

Die Wahrscheinlichkeit, dass eine stetige Zufallsvariable einen Wert in einem kleinen
Intervall annimmt, kann ndherungsweise so berechnet werden:

Pla—Aa< X <a+ Aa) = f(a) - 24a.
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Man kann daher zum Beispiel sagen, dass die Wahrscheinlichkeit, dass die Fiillmenge
X gleich 94.0+£0.1 Gramm ist, annihernd gleich f(a)-2Aa = f(94.0)-0.2 ist. Daher
kommt die Bezeichnung ,, Dichte* fiir f.

Warum gilt diese Naherung? In einem kleinen Intervall um einen Wert a kénnen wir die Wahr-
scheinlichkeitsdichte annéhernd konstant gleich f(a) annehmen. Damit:

a+Aa at+Aa at+Aa
Fla+ Aa) — F(a — Aa) = / £ dt ~ / Fla)dt = f(a) / Ldt = 2f(a) Aa.
—Aa a—Aa a—Aa
Man nihert also die Flidche unter dem Graphen von f(t) auf dem kleinen Intervall der Linge 2Aa

durch die Rechtecksfliche 2f(a) - Aa an.

Oft benotigt man den Wert, an dem F(x) eine bestimmte Wahrscheinlichkeit er-
reicht:

Definition 27.13 Gegeben sei eine (diskrete oder stetige) Zufallsvariable X und
p € (0,1). Ein Wert z,, € R, fiir den

F(zp) =p

gilt, heilt p-Quantil von X. Ein Quantil zu p = % heiflit Median.

Ein Quantil z, teilt die Fliche unter der Dichte in zwei Teile: eine Fléche p links
von z, und eine Fliche 1 — p rechts davon.
Ein Quantil muss weder existieren noch eindeutig sein: Da eine diskrete Verteilungsfunktion springt,

nimmt F(z) nicht alle Werte zwischen 0 und 1 an. Die Verteilungsfunktion der Augensumme aus

Beispiel 27.3 nimmt zum Beispiel nur die Werte 0, %, i + % = %, ..., L an. Nur fiir diese Werte
existieren zugehorige p-Quantile, diese sind aber nicht eindeutig. So ist zum Beispiel jeder Wert im
Intervall [2,3) ein ?%—Quantil. In den Féllen, die uns interessieren, ist F'(x) jedoch stetig und fiir
Werte zwischen 0 und 1 streng monoton wachsend (also invertierbar). Dann existiert fiir jedes p

ein eindeutiges p-Quantil: z, = F~1(p).

Beispiel 27.14 p-Quantil
Nach welcher Zeit ist ein Bauteil aus Beispiel 27.12 mit 60%-iger Wahrscheinlich-
keit ausgefallen? Geben Sie den Median der Verteilung an.

Losung zu 27.14 Wir suchen das 0.6-Quantil, also einen Wert z, fiir den
Flz)=1-e"=06

gilt. Auflésen nach x ergibt x96 = —In(0.4) = 0.92. Nach knapp einem Jahr ist ein
Bauteil also mit 60%-iger Wahrscheinlichkeit ausgefallen.
Der Median ist das 0.5-Quantil, also die Losung der Gleichung

F(z)=1—e*=0.5.

Damit erhalten wir fiir den Median zp5 = —1In(0.5) = In(2) = 0.69. Mit 50%-
iger Wahrscheinlichkeit iiberlebt ein Bauteil also 0.69 Jahre (also etwas mehr als 8
Monate). |
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Zuletzt iibertragen wir den Begriff der Unabhdngigkeit, den wir schon bei Ereignissen
kennen gelernt haben, auf Zufallsvariablen. Mit unabhéngigen Zufallsvariablen zu
arbeiten ist eine héufige Voraussetzung:

Definition 27.15 Zwei Zufallsvariablen X und Y (egal, ob stetig oder diskret) hei-
Ben unabhingig, wenn die Ereignisse X € A und Y € B fiir alle moglichen Mengen
A und B unabhingig sind, d.h., wenn

P(X€A)N(Y eB)=P(XeA) PYeB) firalleA BCR.

Es reicht, diese Eigenschaft fiir Ereignisse der Form X < x bzw. Y < y zu iiberpriifen:

Satz 27.16 Zwei Zufallsvariable X und Y sind unabhéngig genau dann, wenn
P(X<z)N(Y <y)=P(X <z)-P(Y <y) fir alle 2,y € R.
Fiir diskrete Zufallsvariable X und Y ist das genau dann erfiillt, wenn

P(X =z;) N (Y =) = P(X = i) - P(Y =)

fiir beliebige Realisationen z; von X und y; von Y gilt.

Bemerkung: Wenn X und Y unabhiingige Zufallsvariablen sind, dann sind auch g(X)
und A(Y') unabhéngig (g und h beliebige reelle Funktionen).

Beispiel 27.17 Unabhiingige Zufallsvariablen
Sind beim Wurf von zwei Wiirfeln die Zufallsvariablen X = Augenzahl des ersten
Wiirfels und Y = Augenzahl des zweiten Wiirfels abhiingig oder unabhingig?

Loésung zu 27.17 Nach unserer intuitiven Vorstellung sollten die Wiirfel unabhéngig
sein, denn wie sollten sie einander beeinflussen? Die Unabhéngigkeit folgt natiirlich

auch aus der Definition: Jede Wurffolge (,7) hat die Wahrscheinlichkeit 3—16; also
P((X =i)N(Y =j)) = 5. Fiir jeden Wiirfel gilt P(X = i) = & baw. P(Y = j) = &.

Damit ist insgesamt P((X =) N (Y =j)) = 35 = § - § = P(X =9)P(Y = j). Die

beiden Zufallsvariablen sind also, wie vermutet, unabhéingig. |

Die Verallgemeinerung auf mehr als zwei Zufallsvariablen lautet:

Definition 27.18 Die Zufallsvariablen X7, ..., X,, heilen unabhingig, wenn
P(Xyed)n---Nn(X,€A,))=PX,€4;)---P(X,€A,)

fiir alle A; C R.

Auch Satz 27.16 iibertrigt sich analog auf diesen Fall. Beispiel: Beim Wurf von n
Wiirfeln sind die Zufallsvariablen X; = Augenzahl des i-ten Wiirfels unabhingig. Das
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ist ein prototypisches Beispiel fiir unabhéngige Zufallsvariablen: Wird ein Zufallsex-
periment n-mal unter gleichen Bedingungen wiederholt, so entsprechen den Einzel-
experimenten unabhéngige Zufallsvariablen. Wir werden darauf in Abschnitt 27.3
zuriickkommen.

27.2 Erwartungswert und Varianz einer Verteilung

Eine Zufallsvariable X ist durch ihre moglichen Werte und die zugehorigen Wahr-
scheinlichkeiten (bzw. die Dichtefunktion) vollsténdig beschrieben. Wichtige Infor-
mationen iiber diese Verteilung liefern uns bestimmte Parameter: Der Erwartungs-
wert einer Verteilung charakterisiert die Lage der Werte von X, die Varianz be-
schreibt ihre Ausbreitung.

Das ist ganz analog wie in der beschreibenden Statistik: Eine Stichprobe ist durch die Angabe ihrer
Werte und der zugehdrigen Hiufigkeiten vollstdndig beschrieben. Die Kennwerte einer Stichprobe

allein (z. B. arithmetisches Mittel, Varianz) geben aber oft auch schon einen ganz guten Eindruck
von der Verteilung der Stichprobenwerte.

Definition 27.19 Sei X eine Zufallsvariable. Der Erwartungswert von X ist eine
reelle Zahl, die definiert ist durch

D AT falls X diskret ist,
EX) =9 -
Joo xf(x)de, falls X stetig ist.

Den Erwartungswert bezeichnet man meist mit p.

Wir haben hier stillschweigend vorausgesetzt, dass die Summe bzw. das Integral in der Definition
des Erwartungswerts konvergieren. Das ist zwar theoretisch nicht immer der Fall, wir werden aber
nur Verteilungen betrachten, fiir die

o0
E 22p; < oo bzw. / 22 f(z) dz < oo
3 —oo

gilt. In diesem Fall existieren sowohl der Erwartungswert als auch die Varianz (die wir etwas spéter
einfiihren werden).

Im diskreten Fall ist der Erwartungswert also die Summe iiber alle moglichen Wer-
te x; multipliziert mit den zugehorigen Wahrscheinlichkeiten p;. Dadurch werden
Realisationen, die eine hohe Wahrscheinlichkeit haben, stirker gewichtet als solche
mit kleiner Wahrscheinlichkeit. Analoges gilt im stetigen Fall. Nach dem Gesetz der
grofien Zahlen (Satz 27.45) ist der Erwartungswert das bei einer grofien Anzahl von
Versuchen erwartete arithmetische Mittel.

Beispiel 27.20 Erwartungswert einer diskreten Zufallsvariablen
Berechnen Sie den Erwartungswert der Zufallsvariablen X = Augensumme beim
Wurf von zwei Wiirfeln (vergleiche Beispiel 27.3).

Loésung zu 27.20
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Der Erwartungswert von X ist

1 2 3 1
=— 24— — 4+ +—=-12=T.
H=35 2T g5 2T g T gg !
Man kann also bei vielen Wiirfen erwarten, dass im Mittel die Augensumme 7 ge-

worfen wird. [ |

In diesem Beispiel ist der Erwartungswert eine ganze Zahl, entspricht also einer Rea-
lisation von X. Der Erwartungswert muss aber nicht unbedingt einen der moéglichen
Werte von X annehmen. Bei gezinkten Wiirfeln konnte fiir den Erwartungswert auch
8.73 herauskommen!

Beispiel 27.21 Erwartungswert einer stetigen Zufallsvariablen
Berechnen sie den Erwartungswert fiir die Wartezeit an der Stralenbahnhaltestelle
aus Beispiel 27.11.

Losung zu 27.21 Der Erwartungswert ist:
0o 10 J,‘Q 10
u:/ xf(x)dmz/ z-0.1dr=01—| =5.
—00 0 2 0
Man wird im Mittel also 5 Minuten warten. |

Besonders einfach ist der Erwartungswert zu bestimmen, wenn die Dichtefunktion
symmetrisch um einen Punkt ist.

Satz 27.22 Ist die Dichtefunktion einer stetigen Zufallsvariablen symmetrisch um
einen Wert ¢, d.h.,
fle=2z) = f(e+z) fir alle z,

dann ist
E(X)=c

Ist f(z) symmetrisch um ¢, so dndert (z — ¢) f(z) bei Spiegelung um ¢ das Vorzeichen. Integrieren
wir (z — ¢)f(z), so heben sich die Flichen links und rechts von ¢ weg: 0 = [*_(z — ¢)f(z)dz =

S af(x)de —c [ f(z) do = E(z) —c.

Einfach ist es auch, den Erwartungswert der Summe von zwei (oder mehreren) Zu-
fallsvariablen anzugeben:

Satz 27.23 (Linearitit des Erwartungswerts) Sind X und Y zwei Zufallsva-
riablen und a € R, dann gilt:

EX+Y)=EX)+EY) und E(aX)=aE(X).

Dabei ist es egal, ob die Zufallsvariablen abhéngig oder unabhéngig sind!

Wir wollen uns nur den Fall, in dem beide Zufallsvariablen diskret (mit endlich vielen Werten) sind,
klar machen. Der Fall, in dem eine (oder beide) Zufallsvariable stetig ist, kann behandelt werden,




278 27 Zufallsvariablen

indem man die stetige Verteilung durch eine diskrete approximiert (so wie wir zur Definition des
Integrals eine stetige Funktion durch eine Stufenfunktion approximiert haben).

Zunichst zur Eigenschaft E(a X) = aE(X): Wenn z1,...,z, die Realisationen von X sind,
die mit den Wahrscheinlichkeiten p1,...,pn, angenommen werden, dann sind axi,...,az, die
moglichen Werte der Zufallsvariablen aX, die mit denselben Wahrscheinlichkeiten auftreten. Der
Erwartungswert von a X ist daher

E(aX) = Z(axi)pi =a Zzipi =aE(X).
7 k2
Wir haben also einfach a herausgehoben, und der Rest ist gerade der Erwartungswert von X.

Nun zur Eigenschaft E(X +Y) = E(X) + E(Y): Nehmen wir an, X und Y sind diskret mit
den Werten x; bzw. y; und zugehorigen Wahrscheinlichkeiten p; bzw. g;. Dann ist X +Y ebenfalls
diskret mit den méglichen Werten x; + y;. Wie sehen die zugehtrigen Wahrscheinlichkeiten aus?
Nennen wir sie P;; = P((X = z;) N (Y = y;)). Achtung, sie sind nicht notwendigerweise p; - g;
(denn wir haben nicht vorausgesetzt, dass X und Y unabhingig sind)! Wir versuchen nun nicht,
P;; mithilfe von p; und g; zu schreiben, sondern gehen die Sache anders an:

Wir formen den Erwartungswert von X + Y (= Summe iiber alle méglichen Werte x; + y;
multipliziert mit der zugehorigen Wahrscheinlichkeit P;;) etwas um:

E(X+Y ZZmz+y3 "J_ZZ‘T"P'LJ+ZZ?J] ij-
Die erste Summe ist nun gerade gleich dem Erwartungswert von X, denn:
Z Z xz; Py = Z T; ( Z Pij) = Z zip; = E(X).
i i J i

Hier haben wir im zweiten Schritt die Formel fiir die totale Wahrscheinlichkeit (Satz 26.24) ver-
wendet, nach der Zj P;; = p; ist. Analog ist die zweite Summe gerade der Erwartungswert von Y
22 2y Pij = E(Y). Damit ist insgesamt E(X +Y) = E(X) + E(Y).

Bemerkung: Ein bestimmter Wert z fiir X + Y kann unter Umstidnden durch verschiedene
Kombinationen von z; + y; erhalten werden (die Augensumme 3 kann z. B. durch die Wurffolgen
(1,2) und (2, 1) erreicht werden). Um die zugehérigen Wahrscheinlichkeiten P(z) zu erhalten, muss
iiber alle diese Méglichkeiten summiert werden (in unserer obigen Formel fiir den Erwartungswert
wird das automatisch beriicksichtigt). Die Verteilung von X + Y lautet also

P(X+Y =2)=> P(X=t)n(Y =z-1)),
wobei die Summe iiber alle ¢, fiir die P((X =¢) N (Y = z —t)) # 0 gilt, zu erstrecken ist. Sind X
und Y unabhingig, so ist P((X =t) N (Y =z —t)) = P(X =¢)P(Y = z — t) und man bezeichnet
P(X+Y =2)= ZP =t)P(Y =z2—1)

als Faltung der Dichten. Im stetigen Fall erhélt man die Dichte der Summe unabhéngiger Variablen
ebenfalls durch Faltung:

fxrv@ = [ fxOfy (- ot
Diese Eigenschaft iibertrigt sich auf Summen von beliebig vielen Zufallsvariablen:

E(Clle + CLQXQ + -+ aan) = alE(Xl) + agE(Xg) + -+ anE(Xn)

Beispiel 27.24 Erwartungswert der Summe von Zufallsvariablen
Berechnen Sie den Erwartungswert der Zufallsvariablen X = Augensumme beim
Wurf von zwei Wiirfeln mit Satz 27.23.

Lésung zu 27.24 Wir kénnen X = X; + X5 schreiben, wobei X; bzw. X, die
Augenzahl des ersten bzw. zweiten Wiirfels ist. X; nimmt die Werte von 1 bis 6
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mit den Wahrscheinlichkeiten 3 an und somit gilt E(X1) =1-§+2-¢+---+6-
% = 3.5. Analog erhalten wir E(X5) = 3.5. Mithilfe Satz 27.23 gilt dann fiir den
Erwartungswert der Augensumme:

E(X)=E(X; + Xo) =E(X1) +E(X») =35+35="T.
Diesen Wert haben wir schon in Beispiel 27.3 auf mithsamerem Weg gefunden! M

Aus Satz 27.23 folgt folgende niitzliche Formel:

Satz 27.25 Sei X eine Zufallsvariable und a, b beliebige reelle Zahlen. Dann gilt:

E(aX +b) = aE(X) + .

Warum? Wihlen wir in Satz 27.23 fiir die Zufallsvariable Y die konstante Funktion Y = b, so ist
E(Y) = E(b) = b (der Wert b wird ja mit der Wahrscheinlichkeit 1 angenommen). Mit Satz 27.23
folgt daher E(aX + b) = E(aX) + E(b) = aE(X) + .

Wenn g(x) eine reelle Funktion ist und X eine Zufallsvariable, so ist auch g(X) eine
Zufallsvariable. Der Erwartungswert der neuen Zufallsvariablen g(X) kann leicht
mithilfe der Verteilung von X berechnet werden:

Satz 27.26 Sei X eine Zufallsvariable mit Wahrscheinlichkeiten p; bzw. Dichtefunk-
tion f(x). Weiters sei g(z) eine reelle Funktion. Dann ist der Erwartungswert der
Zufallsvariablen g(X) gleich

> 9(xi)pi, falls X diskret ist,

E(g9(X)) =
o) 55 9(@) f(z)dz, falls X stetig ist.

Achtung: Im Allgemeinen gilt E(g(X)) # g(E(X))!

Warum? Ist X diskret mit den Realisationen x; und zugehorigen Wahrscheinlichkeiten p;, so ist
auch g(X) diskret mit den moglichen Werten y; = g(z;) und denselben Wahrscheinlichkeiten p;.
Damit ist E(g(X)) =3, yip: = »_; g(xs)pi. Den stetigen Fall kann man wieder zeigen, indem man
die stetige Verteilung durch eine diskrete approximiert.

Beispiel 27.27 Erwartete Kosten durch Storfille
Bei einer Produktion treten Stérungen mit folgender Verteilung fiir X = Anzahl
der Storfille pro Tag auf:

z; | O 1 2 3 4
p; 103 04 0.2 0.08 0.02

Fiir die Behebung der Stérungen fallen Kosten in der Héhe von

_ 5
1+

g(z) =6

an (in 1000€). Geben Sie die Kosten an, die im Schnitt pro Tag zu erwarten sind.
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Lésung zu 27.27 Der Erwartungswert der Kosten wird gebildet, indem wir die
Kosten jedes einzelnen Storfalles mit seiner Wahrscheinlichkeit gewichten:

g(z;) [1.00 3.50 4.33 4.75 5.00
p: | 03 04 02 008 0.02

Damit erhalten wir:
E(9(X))=0.3-1.00+3.5-0.444.33-0.2+4.75-0.08 + 5.00 - 0.02 = 3.05.

Achtung: Der Erwartungswert fiir die Anzahl der Storfille ist E(X ) = 1.12. Die
Kosten dieses Erwartungswerts wiren g(E(X)) = g(1.12) =6 — 1+1 5 = 3.64. Das
ist nicht dasselbe wie der oben berechnete Erwartungswert der Kosten E(g(X))! B

Auch fiir das Produkt zweier Zufallsvariablen gibt es eine einfache Regel — allerdings
nur, wenn die beiden Zufallsvariablen unabhingig sind:

Satz 27.28 Seien X und Y zwei unabhingige Zufallsvariablen. Dann ist der Er-
wartungswert des Produkts gleich dem Produkt der Erwartungswerte:

E(X -Y) =E(X)-E(Y).

Warum? Wir betrachten wieder nur den diskreten Fall. Die Werte von X bzw. Y seien z; bzw. y;
mit zugehorigen Wahrscheinlichkeiten p; bzw. ¢;. Wegen der Unabhéngigkeit von X und Y tritt
der Wert x;y; mit der Wahrscheinlichkeit P(X = z; und Y = y;) = P(X = z;)- P(Y = y;) = piq;

auf. Daher ist
ZZ zyj qu])fzz zpz yjqj szpz Z?J]‘I] = E(Y)

Beispiel 27.29 Erwartungswert des Produktes von Zufallsvariablen
Betrachten Sie den Wurf zweier Wiirfel und sei X1 = Augenzahl des ersten Wiirfels
bzw. Xy = Augenzahl des zweiten Wiirfels. Die zugehorigen Erwartungswerte sind
(siehe Beispiel 27.24) E(X;) = E(X3) = 3.5. Berechnen Sie:

a) E(X1 . XQ) b) E(Xl . Xl)

Loésung zu 27.29

a) Natiirlich konnten wir die Verteilung von X;Xs bestimmen und dann den Er-
wartungswert iiber seine Definition berechnen. Da X; und X5 aber unabhingig
sind, kénnen wir uns das ersparen und Satz 27.28 verwenden: E(X; - X3) =
E(X1)E(X3) =3.5-3.5 =12.25.

b) Aus Satz 27.26 folgt mit g(z) = 22:

12 22 62 91
E(X; X1)=EX — 4 — — = —=15.17.
(X1 - X1) = EB(X7) = stE T te oG B
Achtung: Satz 27.28 darf hier nicht verwendet werden, da die Unabhéngigkeits-
voraussetzung nicht erfiillt ist! ]

Kommen wir nun zu einem wichtigen Streuungsparameter:
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Definition 27.30 Sei X eine Zufallsvariable mit Erwartungswert . Die Varianz
von X ist

iz — p)?pis falls X diskret ist,
Var(X) = B((X — p)?) =
7 (@ —p)*f(z)de, falls X stetig ist.
Fiir die Varianz schreibt man auch 2. Die Varianz ist eine nichtnegative Zahl.
Damit kann die Wurzel o aus ihr gezogen werden, die Standardabweichung von
X genannt wird.

Wie schon beim Erwartungswert haben wir stillschweigend vorausgesetzt, dass die Summe bzw.
das Integral konvergent sind. Wir werden nur diesen Fall betrachten.

Die Varianz ist die erwartete quadratische Abweichung der Zufallsvariablen von ih-
rem Erwartungswert. Sie ist ein Maf fiir die ,,Breite“ der Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung: Liegen die Realisationen von X weit verstreut um den Erwartungswert pu, so
ist o2 grofler, als wenn die Werte eng um 1 liegen.

Die Varianz ist genau dann gleich null, wenn X nur einen Wert (der dann gleich-

zeitig der Erwartungswert ist), annehmen kann. (In diesem Fall spricht man von
einer entarteten Zufallsvariablen.)
Wir haben in der beschreibenden Statistik in Kapitel 25 Kennwerte der Hiufigkeitsverteilung einer
Stichprobe eingefiihrt (unter anderem arithmetisches Mittel Z, Stichproben-Standardabweichung
s und Stichproben-Varianz s2; man spricht auch von der empirischen Standardabweichung bzw.
Varianz). Das sind also Kennwerte von konkreten Daten, die der Grundgesamtheit entnommen
worden sind. Stichproben-Kennwerte werden immer mit lateinischen Buchstaben bezeichnet.

Die entsprechenden Parameter fiir die Wahrscheinlichkeitsverteilung einer Zufallsvariablen wer-
den mit griechischen Buchstaben bezeichnet (Erwartungswert p, Standardabweichung o, Varianz

2
o).

Die meist unbekannten Parameter p, o bzw. o2 kénnen durch Z, s bzw. s2 geschitzt werden.

Damit werden wir uns in Kapitel 30 ndher beschéftigen.

Fiir eine effiziente Berechnung der Varianz ist folgende Formel in der Praxis sehr
hilfreich:

Satz 27.31 Sei X eine Zufallsvariable mit Erwartungswert y und Varianz o2. Dann
gilt:
o® = E(X?) — p*.

Denn aus Satz 27.23 folgt: 02 = B((X — p)?) = B(X2 — 2uX + p?) = B(X2) - 2uE(X) + p? =
E(X?) — u2.

Beispiel 27.32 Varianz einer diskreten Zufallsvariablen
Berechnen Sie die Varianz und die Standardabweichung der Zufallsvariablen X =
Augensumme beim Wurf von zwei Wiirfeln (Beispiel 27.3).

Loésung zu 27.32 Der Erwartungswert ist u = 7. Zur praktischen Berechnung der
Varianz mithilfe Satz 27.31 brauchen wir auch den Erwartungswert von X2. Die
zugehorige Wahrscheinlichkeitsverteilung ist:
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12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
224 9 16 25 36 49 64 81 100 121 144

T 2 3 P! 5 [§] 5 I 3 2 T _
Pi |3 3 36 36 36 36 36 36 36 36 36 |2Pi=1

Der Erwartungswert von X? ist:

1 2 2 1 329
E(X?) =4d— +9— +...+121— + 144— = —— = 54.83.
(X7) 36+936+ + 36Jr 36 6 54.83
Die Varianz ist damit
329 35
0’ =E(X?) —p®=""-49=""=583.
6 6
Die Standardabweichung ist 0 = v/5.83 = 2.42. |

Beispiel 27.33 Varianz einer stetigen Zufallsvariablen
Berechnen Sie die Varianz fiir die Wartezeit an der StraBlenbahnhaltestelle aus
Beispiel 27.11.

Losung zu 27.33 Der Erwartungswert von X ist 4 = 5, jener von X?2 ist

oo 10 3
10 100
E(X?) :/ 2 f(z) dx :/ 2% 0.1de = — 0l=—-=333
—o0 0

Die Varianz ist damit

100 25

0? =E(X?) —p? = — —25 =" =18.33,
3 3

und die Standardabweichung ist o = % = 2.89. Dieser relativ grole Wert der Vari-
anz kommt daher, dass bei der Gleichverteilung alle moglichen Werte der Wartezeit
X gleich wahrscheinlich sind. |

Die Erwartungswerte E(X™) werden ofter gebraucht und als k-te Momente
m(X) = B(X")

der Verteilung bezeichnet. Ersetzt man X durch X — pu, so spricht man vom k-ten
zentralen Moment

mi(X — p) = B((X — p)"),

Es gilt also mo(X) = 1, my(X) = g und ma(X) = 02 + p? bzw. me(X — p) = 1,
my(X — p) =0 und ma(X — p) = o2,
Die Momente miissen nicht fiir alle & € N existieren, da die zugehérigen Summen bzw. Integrale

divergieren konnten.

Der Ausdruck v = W wird als Schiefe und der Ausdruck « = W > 0 als
Kurtosis der Verteilung bezeichnet. Eine Verteilung mit v < 0 heifit linksschief, eine Verteilung
mit v > 0 rechtsschief.

Wenn wir aus X die neue Zufallsvariable aX + b bilden, so dndert sich die Varianz
um den Faktor a?:
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Satz 27.34 Sei X eine Zufallsvariable und a, b beliebige reelle Zahlen. Dann ist die
Varianz der Zufallsvariablen Y = aX + b

Var(Y) = a*Var(X).

Fiir die Standardabweichung folgt: oy = |a|ox.

Die Verschiebung um b kiimmert die Varianz also nicht (im Gegensatz zum Er-
wartungswert, fir den ja E(aX + b) = aE(X) + b gilt). Insbesondere ist also
Var(X +b) = Var(X) und Var(aX) = a®Var(X).

Denn: Var(aX +b) = E((aX +b—ap—b)?) = E((aX —au)?) = E(a?(X —u)?) = a®>E(X —p)?) =

a?Var(X), wobei wir die Linearitit des Erwartungswerts aus Satz 27.23 verwendet haben.

In vielen Situationen ist es praktisch, eine Zufallsvariable zu standardisieren:

Satz 27.35 Sei X eine Zufallsvariable mit dem Erwartungswert g und der Stan-
dardabweichung o # 0. Dann hat die zugehorige standardisierte Zufallsvariable

X—p
g

7 =

die Parameter
E(Z)=0 und Var(Z) = 1.

Die Verteilungsfunktionen von X und Z héingen folgendermafien zusammen:

m—,u)

Fx(l’) :Fz( e

bzw. Fyz(z) = Fx(oz+ p).

Fiir die p-Quantile gilt:
Tp =0 2Zp+ M.

Fiir die Dichten von stetigen Zufallsvariable folgt aus der Kettenregel:

T—p
).
ag

fx (@) = %fz(

Der Zusammenhang zwischen Fx(x) und Fz(z) ist deshalb wichtig, weil es damit
in der Praxis fiir haufig auftretende Verteilungen geniigt, den Fall p =0, 0 = 1 zu
untersuchen bzw. zu tabellieren.

Beispiel 27.36 Standardisierung
Berechnen Sie die standardisierte Zufallsvariable zu X = Wartezeit an der Stra-
Benbahnhaltestelle aus Beispiel 27.11 sowie die zugehorige Verteilungsfunktion.

Lésung zu 27.36 Wir kennen bereits den Erwartungswert p = 5 und die Stan-

dardabweichung o = % Mit Satz 27.35 folgt daher Z = ?(X — 5). Die Vertei-

lungsfunktion der standardisierten Zufallsvariablen ist
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0, fiir 2 < —V/3
Fyp(z) = Fx(oz+p) = 522, fir —V3<2<V3
1, fiir 2 > /3
(denn 0 < =z 4+ 5 < 10 ist dquivalent zu —V3<z< \f) [ |

f

Der Erwartungswert einer Summe von Zufallsvariablen ist immer gleich der Sum-
me der Erwartungswerte. Fiir die Varianz gilt das nur, wenn die Zufallsvariablen
unabhéngig sind:

Satz 27.37 Sind X und Y Zufallsvariablen, so gilt fiir die Varianz der Summe
Var(X +Y) = Var(X) + 2Cov(X,Y) 4 Var(Y),

wobei
Cov(X,Y) =E((X — pux)(Y —py)) =E(X -Y) — uxpy

die so genannte Kovarianz von X und Y ist. Sind X und Y unabhiingige Zufalls-
variablen, dann gilt

Cov(X,Y)=0 und Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y).

Warum? Wegen E(X +Y) = pux +puy folgt Var(X +Y) = E(X+Y —ux —py)?) = B(X —ux)?+
DX — px)(Y — ) + (¥ — iy)2) = BU(X — px)2) + ZE((X — jx)(Y — py)) + B(Y — iy )?) =
Var(X) + 2B((X — ux)(¥ — i) + Var(Y).

Weiters gilt E(X —pux)(Y —py)) =E(X Y —py X —puxY +pxpy) = E(X-Y) —py E(X) -
pxEXY)+pxpy =E(X YY) — pxpy, und dieser Ausdruck verschwindet nach Satz 27.28 wenn X
und Y unabhingig sind.

Fiir beliebig viele unabhéingige Zufallsvariablen Xi, ..., X, folgt daraus

Var(X; +---+ X,,) = Var(X1) + - - - + Var(X,,).

Es reicht dafiir sogar, dass die Kovarianzen paarweise verschwinden: Cov(X;, X;) = 0 fiir alle ¢ # j.

Beispiel 27.38 Varianz der Summe von Zufallsvariablen
Berechnen Sie die Varianz der Zufallsvariablen X = Augensumme beim Wurf von
zwei Wiirfeln (Beispiel 27.3) mithilfe von Satz 27.37.

Loésung zu 27.38 Wir schreiben X = X7 + Xo, wobei X1 = Augenzahl des ersten
Wiirfels bzw. Xo = Augenzahl des zweiten Wurfels Die Varianzen von X; und X,
sind gleich: Var(X;) = Var(X,) = 4= 3 5° 4 2= 3 5 4.4 (62 3 (6357 _ 35 =2.92. Da
X1 und X5 unabhéngig sind, gilt Var( )= Var(X1 + X2) Var(Xl) + Var(Xs) =

2.92 +2.92 = 5.83. [ |

Die Kovarianz verschwindet nach Satz 27.37, wenn X und Y unabhéingig sind. Ma-
ximal wird sie, wenn Y = a X + b:
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Satz 27.39 Sind X und Y Zufallsvariablen, so gilt fiir die Kovarianz
Cov(X,Y)? < Var(X)Var(Y)

mit Gleichheit genau dann, wenn eine der Zufallsvariablen konstant ist, oder wenn
Y=aX+0.

Warum? Es reicht, den Fall ux = py = 0 zu zeigen: Denn wenn die Beziehung fiir X — px,
Y — py gilt (diese haben Erwartungswert null), dann gilt sie auch fiir X, Y, da die Kovarianz
(wie auch die Varianz) von einer Verschiebung nichts spiirt: Cov(X — a,Y — b) = Cov(X,Y).
Wir verwenden wieder unsere iiblichen Abkiirzungen. Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung (siehe
Abschnitt ,,Skalarprodukt und orthogonale Projektion® in Band 1) folgt Cov(X,Y)? = E(X -
Y)? = (32w Pig)? = (2 2 @i/Pij)(wivVPi))? < (2 2, 23P5) (2 X, v3 i) =
0 a:fpl))(zj y?qj) = Var(X)Var(Y), wobei wir im vorletzten Schritt die Formel fiir die tota-
le Wahrscheinlichkeit verwendet haben.

Achtung: Wenn X und Y unabhingig sind, so folgt, dass Cov(X,Y’) = 0. Umgekehrt
folgt aber aus Cov(X,Y) = 0 nicht die Unabhéngigkeit von X und Y'! Verschwindet
die Kovarianz, so werden die Zufallsvariablen als unkorreliert bezeichnet.

Ist z. B. die Dichte f(x) eine gerade Funktion, f(—x) = f(z), so ist ™ f(z) eine ungerade Funktion,
falls n ungerade ist. Damit heben sich beim Integral [ z" f(z)dz die Flichen links und rechts von
null weg, es gilt also E(X) = E(X?3) = 0 (vergleiche Satz 27.22). Damit verschwindet die Kovarianz
Cov(X,X?) = E(X - X?) - E(X)E(X?) = E(X3) —0 = 0. X und X? sind aber offensichtlich
abhingig (denn der Wert von X legt natiirlich den Wert von X? fest)! Nur die lineare Komponente
der Abhéngigkeit wird von der Kovarianz erfasst.

Zufallsvariablen mit positiver Kovarianz werden als positiv korreliert, solche mit
negativer Kovarianz als negativ korreliert bezeichnet. Um ein normiertes Maf fiir
die Abhéngigkeit zu bekommen, definiert man die Kovarianz der standardisierten
Zufallsvariablen als Korrelationskoeffizient

X — ux Y—uy) _ Cov(X,Y)

0x Oy OX0y

PXY = COV(

Fiir den Korrelationskoeffizient gilt nach Satz 27.39 |pxy| < 1.

Er entspricht dem empirischen Korrelationskoeffizient aus Abschnitt 25.4.

Zuletzt sehen wir uns noch eine bekannte Abschitzung an:

Satz 27.40 (Ungleichung von Tschebyscheff) Fiir eine Zufallsvariable mit Er-
wartungswert E(X) = p und Varianz Var(X) = o2 gilt fiir beliebiges ¢ > 0 die
Ungleichung

N

g
P(X —plze) < .

In Worten: Die Wahrscheinlichkeit, dass X um ¢ oder mehr vom Erwartungswert
2

abweicht, ist unabhéingig von der Verteilung hochstens gleich Zr. Fiir ¢ < o liefert

die Ungleichung keine neue Information.

Uberlegen wir uns wieder nur den diskreten Fall:
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T — 2 T — 2 ar
P(X—pl>0)= > p< > (12u)pigz(l w? . _ Ver(X)

2 2
C C C
il —p|>c |z —p|>e

L 2

Die erste Ungleichung gilt, da 1 < M fiir |z; — p| > c. Die zweite Ungleichung gilt, da die
c

Anzahl der Elemente, iiber die summiert wird, vergréflert wurde.

Die Ungleichung von Tschebyscheff kann &dquivalent auch in der Form

o2

PIX —pl<e)z1-5

geschrieben werden.

Beispiel 27.41 Ungleichung von Tschebyscheff

Gegeben ist die Zufallsvariable X = Augenzahl beim Wurf eines Wiirfels. Der
Erwartungswert ist p = 3.5, die Varianz ist o2 = % (siehe Beispiele 27.24 bzw.
27.38).

a) Schétzen Sie die Wahrscheinlichkeit P(|X — 3.5| < 2) (= Wahrscheinlichkeit,
dass die Augenzahl um weniger als 2 vom Erwartungswert 3.5 abweicht, also grofer
1.5 und kleiner als 5.5 ist) mit der Ungleichung von Tschebyscheff ab.

b) Berechnen Sie P(]X — 3.5] < 2) exakt.

Losung zu 27.41
a) Wir setzen den Erwartungswert, die Varianz und ¢ = 2 in die Ungleichung von
Tschebyscheff ein:

35/12
P(|X —-35/<2)>1-— % =0.271.
Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist also gréfier oder gleich 27.1%.
b) Es gilt P(|X —3.5| <2)=P(1.5 < X <5.5) = P({2,3,4,5}) = % = 0.667. Die
gesuchte Wahrscheinlichkeit ist also gleich 66.7%. ]

Die Ungleichung von Tschebyscheff liefert hier also nur eine sehr grobe Abschéitzung.
Thr Vorteil liegt darin, dass sie auch dann angewendet werden kann, wenn man nur
Erwartungswert und Varianz, aber nicht die genaue Verteilung einer Zufallsvariablen
kennt.

Manchmal ist folgende einseitige Variante niitzlich, die als Cantelli-Ungleichung bekannt ist:
o2
P(X—ch)Sm, c>0.
Sie ist nach dem italienischem Mathematiker Francesco Paolo Cantelli (1875-1966) benannt. Der
Beweis kann dhnlich wie zuvor gefithrt werden. Fiir Y = X — p gilt ¢2 = E(c - Y)? < (Zi:yi<c 1

(c—yi)pi)Q <D ii<e 12p; Zi:yi<c(c—yi)2pi < P(Y < o)E((c—Y)?) = P(Y < c)(0?+c?), wobei
die vorletzte Abschitzung wie im Beweis von Satz 27.39 aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt.
Auflésen nach P(X —p > ¢) = 1—P(Y < c¢) liefert die Ungleichung. Als kleine Anwendung kénnen
wir festhalten, dass der Fall ¢ = o zeigt, dass der Median im Intervall [u — o, u + o] liegen muss.

Da die Gleichverteilung und die Exponentialverteilung oft vorkommen, wollen wir
ihre Eigenschaften hier allgemein zusammenfassen:
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Definition 27.42 (Gleichverteilung oder Rechteckverteilung) Eine Zufalls-
variable mit der Verteilungs- bzw. Dichtefunktion

F — Uy GEesc L fira<z<b
(1:) L2 fiira<x<b bzw. f(:L‘) _ b—a’
bl 0 sonst
1, firz>0b J

heifit gleichverteilt auf dem Intervall [a,b] (Abbildung 27.8). Erwartungswert und
Varianz sind in diesem Fall gegeben durch

a+b 5 (b—a)?
n= ) o= ——0.
2 12

F(x) f
1.0 S 10

0.8 0.8
0.6] 0.6
0.4f 04f
02l 02f

05 05 10 5% 05 03 1.0 15"

Abbildung 27.8. Verteilungs- bzw. Dichtefunktion der Gleichverteilung fiir a = 0, b = 1.

Definition 27.43 (Exponentialverteilung) Eine Zufallsvariable mit der Vertei-
lungs- bzw. Dichtefunktion

l—e®2 firz>0 _ ke kz  fir z >0
L) = { 0 , sonst bz i) = { 0 , sonst

heifit exponentialverteilt (Abbildung 27.9). Erwartungswert und Varianz sind in
diesem Fall gegeben durch

27.2.1 Anwendung: Moderne Portfoliotheorie

Die Uberlegungen aus dem letzten Abschnitt sind auch hilfreich bei der Zusam-
menstellung eines Portfolios aus Wertpapieren mit moglichst geringem Risiko. Diese
Portfoliotheorie wurde vom amerikanischen Okonomen Harry M. Markowitz (geb.
1927) begriindet, der fiir seine Arbeiten im Jahr 1990 den Nobelpreis fiir Wirtschafts-
wissenschaften erhielt.




288 27 Zufallsvariablen

F(x)
1.01-

0.8
0.6
041

0.2

1 2 3 4 5

Abbildung 27.9. Verteilungs- bzw. Dichtefunktion der Exponentialverteilung fiir k = 1.

Wir kénnen den Gewinn einer Aktie als Zufallsvariable X auffassen. Der Erwar-
tungswert p ist der erwartete Gewinn und die Varianz o2 ist ein Ma# fiir das Risiko
der Aktie.

In der Finanzwelt verwendet man fiir X nicht absolute Kurse, sondern die so genannte Rendite
R (relativer Kursgewinn im betrachteten Zeitraum). Davon betrachtet man dann In(1 + R), da
diese Zufallsvariable eher als normalverteilt (siehe Abschnitt 29.1) betrachtet werden kann. Die
zugehorige Standardabweichung o bezeichnet man als Volatilitét.

Nehmen wir zum Beispiel an, wir haben zwei Aktien X; und Xs mit dem gleichen
Erwartungswert p1; = uo = u, aber mit verschiedenen Varianzen o? = 1 und o2 = 2.
Wenn man nur diese beiden Aktien kaufen kann und das Risiko minimieren méchte,
so erscheint es auf den ersten Blick logisch, das gesamte Kapital in die erste Aktie
(mit dem kleineren Risiko) zu investieren. Das Gefiihl triigt hier, wie wir gleich sehen
werden.

Bilden wir ein Portfolio, indem wir einen Anteil « € [0, 1] unseres Kapitals in die
erste Aktie und den Rest 1 — a € [0, 1] in die zweite Aktie investieren:

OéXl + (1 — Oé)Xg.
Der Erwartungswert unseres Portfolios ist
ElaX;+(1—-a)Xs) =aE(X7) + (1 —a)E(X2) =ap+ (1 —a)u = pu.

Dass auch fiir das Aktiengemisch der Gewinn p erwartet wird, ist nicht iiberraschend.
Die Varianz ist

Var(aX; + (1 — a)Xs) = o*Var(X;) + 2a(1 — a)Cov(X1, Xo) + (1 — a)*Var(X>).

Nehmen wir an, dass die beiden Aktien unkorrelliert sind, also Cov(X;, X5) = 0.
Dann erhalten wir in unserem konkreten Beispiel mit Var(X;) = 1 und Var(X3) = 2:

Var(aX; + (1 — a)X3) = o® +2(1 — a)?.

Die Varianz unseres Portfolios ist in Abbildung 27.10 dargestellt. Wir sehen, dass
es sich um eine Parabel mit Minimum beim Anteil o« = % handelt. Wenn wir das
Portfolio mit diesem « bilden, %Xl + %Xg, so ergibt sich das Risiko

2 1 2 1 4 1 2
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Abbildung 27.10. Risiko (Varianz) eines Portfolios

Dieses Risiko ist kleiner als das der ersten Aktie! Es ist also giinstiger, % des Kapitals
in die erste Aktie und % in die zweite Aktie zu investieren, als das gesamte Kapital
in die erste Aktie zu investieren!

Im Vergleich zu einer Investition des gesamten Kapitals in ein einziges Risiko-
papier ldsst sich, durch breite Streuung des Kapitals auf verschiedene Titel (Di-
versifikation), das Risiko der Anlage (beschrieben durch die Varianz) vermindern.
Voraussetzung hierfiir ist, dass die Renditen der Wertpapiere nicht perfekt positiv
miteinander korreliert sind: px,x, < 1. Am besten eignen sich dafiir Wertpapie-
re, die negativ korreliert sind. Im Idealfall einer perfekten negativen Korrelation,
px,x, = —1, kann ein Verlust beim ersten Wertpapier durch einen Gewinn beim
zweiten kompensiert werden — man koénnte damit ein risikofreies Portfolio zusam-
menstellen).

In der Praxis hat man natiirlich mehrere Wertpapiere X1, ..., X,, mit einer zu-
gehorigen Kovarianzmatrix C;; = Cov(X;, X;) (Bemerkung: Die Kovarianzmatrix
ist symmetrisch Cov(X;, X;) = Cov(X};, X;) und die Diagonalelemente sind gerade
die Varianzen Cov(X;, X;) = Var(X;).). Dann gilt fiir die Varianz des Portfolios

n n
0? = (a,Ca) = Z Z Cija, 0y
i=1j=1
und sie ist unter den Nebenbedingungen
a4+ a, =1, a; >0

zu minimieren.

Erwartungswert, Varianz und Kovarianz von Wertpapieren werden in der Praxis aus Daten der
Vergangenheit geschitzt.

27.3 Das Gesetz der groflen Zahlen

In der Praxis hat man es oft mit dem Fall zu tun, dass ein Experiment mehrfach
unter gleichen Bedingungen wiederholt wird (z. B. Entnahme von n Stiick aus einer
laufenden Produktion). Das prototypische Beispiel dafiir ist das n-malige Werfen
eines Wiirfels. Wie verhilt sich nun die mittlere Augenzahl bei n Wiirfen? Wir
erwarten uns, dass sie sich fiir wachsendes n immer mehr dem Erwartungswert fiir
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einen Wurf nihert. In welchem Sinn diese Vorstellung richtig ist, wollen wir uns nun
iiberlegen.

Beim zweimaligen Wiirfeln entspricht jedes Ereignis einem Paar (4,j) von Au-
genzahlen (i=Augenzahl beim ersten Wurf, j=Augenzahl beim zweiten Wurf).
Der zugehorige Ereignisraum ist also das kartesische Produkt 22 = 2 x 2 =
{(1,1),(1,2),...,(6,6)} des Ereignisraums 2 = {1,...,6} eines einzelnen Wurfs.
Die zugehorigen Wahrscheinlichkeiten sind aufgrund der Unabhéngigkeit der beiden
Wiirfe gegeben durch die Produkte

P((Xl S Al) (X2 c Ag)) (Xl S Al) (X2 S AQ)

Hier ist X7 = Augenzahl beim ersten Wurf bzw. Xo = Augenzahl beim zweiten
Wurf und A;, As sind zwei Ereignisse, zum Beispiel A; = gerade Augenzahl und
As = {5,6}. Wenn also ein Einzelexperiment durch den Ereignisraum (2 und Wahr-
scheinlichkeiten P(A) beschrieben wird, dann wird die n-fache unabhéngige Wieder-
holung durch den Produktraum 2" zusammen mit den Produktwahrschein-
lichkeiten

P(XyedA)n---Nn(X,€A,))=PX,€4)---P(X,€A,)

beschrieben. In dieser Situation gilt folgender Satz:

Satz 27.44 Seien Xj,...,X,, unabhéngige und identisch verteilte Zufallsvariablen,
jeweils mit Erwartungswert p und Varianz ¢2. Dann ist auch das arithmetische
Mittel

eine Zufallsvariable. Es hat folgende Parameter:

E(X)=pu und Var(X) = %.

Denn: E(% X)) = %n,u = p aufgrund der Linearitdt des Erwartungswerts (Satz 27.23). Und

2
analog VaLr(l nLX) = L no? = 2=, wobei hier verwendet wurde, dass die Zufallsvariablen
n 4«i=1 n2 n

unabhéngig sind (Satz 27.37).

Achtung: Es ist hier nicht gesagt, dass die Verteilung von X gleich ist wie die der
einzelnen X;, sondern es wird nur etwas iiber die Parameter von X ausgesagt! Bei-
spiel: Die Augenzahl eines Wiirfels ist gleichverteilt, die Augensumme zweier Wiirfel
ist dreieckverteilt (sieche Abbildung 27.1).

Wann haben wir es mit unabhingigen und identisch verteilten Zufallsva-
riablen Xi,...,X,, zu tun? In der Praxis stehen Xy,...,X,, fiir eine Zufallsstich-
probe vom Umfang n. Wird eine Stichprobe gezogen, so sind die Stichprobenwerte
Z1,...,T, Realisationen der Zufallsvariablen Xi,..., X,. Damit die Voraussetzung
der Unabhéngigkeit erfiillt ist, gibt es verschiedene Moglichkeiten, die Zufallsstich-
probe zu gewinnen:

e Ziehen mit Zuriicklegen aus einer endlichen Grundgesamtheit.
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e Zichen ohne Zuriicklegen: a) aus einer unendlichen Grundgesamtheit (z.B.
aus einem laufenden Produktionsprozess); oder b) aus einer sehr groen Grund-
gesamtheit (z. B. Bevélkerung eines Landes). Dann éndert das Ziehen eines Ele-
ments die Grundgesamtheit nur wenig und die Unabhéingigkeit ist somit néhe-
rungsweise gegeben.

e 1 Wiederholungen eines Zufallsexperiments unter gleichbleibenden Bedingungen:
Das Experiment wird durch die Zufallsvariable X mit Parametern y und o2 be-
schrieben. Wird das Experiment n-mal durchgefiihrt, so erhalten wir X3, ..., X,,
die alle wie X mit p und o2 verteilt sind. Beispiel: Wurf eines Wiirfels, X = Au-
genzahl hat den Erwartungswert p = 3.5 und die Varianz o? = 2.92. Wenn
der Wiirfel n = 10 mal geworfen wird, so entsteht die Wurffolge X1, ..., X,
wobei die Zufallsvariable X; = Augenzahl beim i-ten Wurf bedeutet. Bei zwei
Durchfithrungen des Experimentes konnten folgende Wurffolgen entstehen:

X1 Xo X3 X4 X5 Xe¢ X7 Xg X9 Xio| X
1. Wurffolge | 4 1 6 3 1 5 2 2 4 1 2.9
2. Wurffolge | 2 4 3 6 3 2 4 5 1 3 |33

Da bei jeder Wurffolge andere Werte angenommen werden, sind Xi,..., X1g
Zufallsvariablen (jede mit Erwartungswert u = 3.5 und Varianz o = 2.92). Auch
das daraus berechnete arithmetische Mittel X ist demnach eine Zufallsvariable.
Der Erwartungswert von X ist nach Satz 27.44 gleich 3.5, die Varianz ist aber

kleiner als die der einzelnen X;: Var(X) = %2 = % = 0.292. Die Realisationen

von X streuen also weniger um 3.5 als die von X = Augenzahl.

Die Standardabweichung des arithmetischen Mittels geht mit wachsendem n gegen
0. Das bedeutet, dass fiir groflen Stichprobenumfang n die Verteilung des arithme-
tischen Mittels stark um p konzentriert ist.

Satz 27.45 (Gesetz der groflen Zahlen) Seien X;,X5,...,X,, unabhingige
und identisch verteilte Zufallsvariablen mit Erwartungswert p und Varianz o2, und
sei X = L(Xy 4 -+ X,) ihr arithmetisches Mittel. Dann gilt fiir jede noch so
kleine Zahl € > 0:

lim P(|X —p| <e)=1.

n— oo

Man sagt auch: X konvergiert stochastisch fiir wachsenden Stichprobenumfang
gegen [i.

Warum? Wir kénnen zwar iiber die Verteilung des arithmetischen Mittels X nichts aussagen, aber
kennen aus Satz 27.44 dessen Erwartungswert und Varianz. Damlt konnen wir die Ungleichung von

Tschebyscheff (Satz 27.40) anwenden: P(|X — u| < €) > 1 — %—. Da auBerdem eine Wahrschein-
lichkeit immer kleiner 1 ist, gilt insgesamt
o? —
1-— < P(IX—pl<e) < 1L
e%n
Damit bleibt der Folge P(]X — | < ¢) nichts anderes iibrig, als gegen 1 zu konvergieren. (Denn sie
wird wie bei einem Sandwich zwischen den konvergenten Folgen 1 — % und 1 eingeklemmt.)

In Worten: Je grofier n, umso grofler ist die Wahrscheinlichkeit, dass der Stichpro-
benmittelwert in ein beliebig klein vorgegebenes Intervall um g fillt.
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Dieses Gesetz ist den Menschen schon vor langer Zeit aufgefallen und wurde wahrscheinlich vom
franzésischen Mathematiker und Physiker Siméon Poisson (1781-1840) erstmals wissenschaftlich
formuliert. Von ihm stammt auch der Name des Gesetzes (,,la loi des grands nombres®). Damit war
eine grofle Anzahl von Versuchen bei einem Experiment gemeint.

Achtung: Das Gesetz der grofen Zahlen sagt nicht, dass lim,—co X = p gilt (das wire eine Kon-
vergenz im herkdmmlichen Sinn der Analysis, im Unterschied zur oben angegebenen stochastischen
Konvergenz). Das wiirde bedeuten, dass sich das arithmetische Mittel mit Sicherheit ab geniigend
groflem n um weniger als ein vorgegebenes € > 0 vom Erwartungswert p unterscheidet. Ein sol-
cher Ausreifler (d.h., eine Stichprobe mit einem arithmetischen Mittel, das um mehr als € von
f entfernt ist), kann aber nach dem Gesetz der groBen Zahlen immer vorkommen, nur geht die
Wabhrscheinlichkeit dafiir gegen null.

Aus dem Gesetz der grofien Zahlen folgt:

Satz 27.46 (Theorem von Bernoulli) Ein Zufallsexperiment, bei dem das Er-
eignis A mit der Wahrscheinlichkeit p eintritt, werde n-mal unabhéngig wiederholt
(Bernoulli-Kette). Dabei sei f,, die relative Haufigkeit des Eintretens von A (der
»Erfolge*). Dann gilt fiir jede noch so kleine Zahl € > 0:

lim P(|f, —p|<e)=1.
n—oo

Das bedeutet: Je mehr Versuche durchgefiithrt werden, umso wahrscheinlicher liegt
der Anteil der Erfolge nahe bei der Wahrscheinlichkeit p.

Jakob Bernoulli, 1654—1705, schweizer Theologe, Astronom und Mathematiker war ein Begriinder
der modernen Statistik. Er war auf den Beweis dieses Satzes sehr stolz. In seinem Werk Ars Con-
jectandi (Die Kunst des Vorhersagens) schreibt er, dass er dieses Problem 20 Jahre mit sich her-

umgetragen habe und dass ihm seine Lésung mehr bedeute, als wenn er die Quadratur des Kreises
geschafft hitte (die man damals fiir das schwierigste ungeléste mathematische Problem hielt).

In der Praxis wird die Verteilung einer Zufallsvariablen nicht immer bekannt sein.
In diesem Fall versucht man, die Verteilung durch empirische Untersuchungen zu
bestimmen. Unsere intuitive Vorstellung ist, dass die empirisch ermittelten Haufig-
keiten bei steigendem Stichprobenumfang die Wahrscheinlichkeiten immer besser
wiedergeben. Genau das ist die Aussage des Hauptsatzes der Statistik.

Zur exakten Formulierung brauchen wir den Begriff der empirischen Ver-
teilungsfunktion. Wir gehen wieder davon aus, dass wir eine Zufallsstichprobe
X1, Xo, ..., X, vom Umfang n haben. Die empirische Verteilungsfunktion F(z) die-
ser Zufallsstichprobe ist die Zufallsvariable, die gegeben ist durch die Summe der
relativen Haufigkeiten der X;, deren Realisationen kleiner gleich = sind.

In Formeln:
_ 1 &
F(x) =~ D lixi<a)
i=1

mit 1ry<,y =1, falls y <z und 17,<,) = 0 sonst.

Satz 27.47 (Hauptsatz der Statistik) Seien X;, X5,...,X,, unabhingige und
identisch verteilte Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion F'(x) und empirischer
Verteilungsfunktion F'(z). Dann gilt fiir jede noch so kleine Zahl ¢ > 0 und jedes
z €R:
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lim P(|F(x) — F(z)| <e) =1.

n— oo

Man sagt auch: F(z) konvergiert stochastisch gegen F'(x).

Um das zu sehen, kénnen wir wie beim Gesetz der groflen Zahlen vorgehen: Die Zufallsvariable
1(x; <z} kann nur die Werte 1 und 0 mit den Wahrscheinlichkeiten F(z) und 1 — F(z) annehmen.

Daraus folgt
E(l{x,<z}) = F(2), Var(lix,<s}) = F(z)(1 — F(x)).
Mit den Rechenregeln fiir Erwartungswert und Varianz erhalten wir

BF(@) = = 3 Bix, <) = F(@),
=1

beziehungsweise

Var(F(z)) = n% ZVar(l{Xin}) ! F(z)(1 — F(x)).
i=1

n

Den Rest erledigt wieder die Ungleichung von Tschebyscheff fiir uns.

Beispiel 27.48 (—CAS) Hauptsatz der Statistik
Abbildung 27.11 veranschaulicht den Hauptsatz anhand eines Computerexperi-
ments mit einer exponentialverteilten (k = 1) Zufallsvariablen. Es wurden n expo-
nentialverteilte Zufallszahlen bestimmt (n = 4 bzw. n = 50) und ihre empirische
Verteilungsfunktion zusammen mit der exakten Verteilungsfunktion gezeichnet. Je
groBer n wird, umso besser wird die Ubereinstimmung.

F(x) n=4 F(x) n=50
1.0 1.0
0.8} 0.8
0.6} 0.6f
04} 0.4}
0.2F 0.2f
i 2 3 4 5 i 2 3 4 5

Abbildung 27.11. Hauptsatz der Statistik.

27.4 Mit dem digitalen Rechenmeister

Zufallszahlen

Zur Simulation von komplexen Zufallsvorgéingen (z.B. bei der Planung von Grof3-
projekten) benétigt man Zufallszahlen, die bestimmten Verteilungen geniigen. In
Mathematica konnen im Intervall [0, 1] gleichverteilte Zufallszahlen mit dem Befehl
Random[] (ohne Argument) erhalten werden.
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Mit dem Befehl

In[1]:= Random[ExponentialDistribution[1.5]]
Out[1]= 0.349305

kénnen exponentialverteilte (k = 1.5) Zufallszahlen erhalten werden. Es stehen noch
weitere Verteilungen zur Verfiigung, die wir spéter noch kennen lernen werden.
Abbildung 27.11 wurde mit dem Befehl

In[2]:= n = 4;x1list = RandomReal|ExponentialDistribution[1], n];
Flx]:=1—e7%
Fn[x_] := Count[xlist,y-/; (y < x)]/Length[xlist];
Plot[{Fn[x],F[x]}, {x,0,5}]
erhalten. Der Befehl Count zdhlt die Anzahl der Elemente y in der Liste, die die
Bedingung y < x erfiillen. Division durch die gesamte Anzahl (= Lénge der Liste)
ergibt die empirische Verteilungsfunktion.

27.5 Kontrollfragen

Fragen zu Abschnitt 27.1: Diskrete und stetige Zufallsvariablen

Erkliren Sie folgende Begriffe: Zufallsvariable, Realisation, Wahrscheinlichkeitsver-
teilung einer Zufallsvariablen, Stabdiagramm, Verteilungsfunktion, Dichtefunktion,
p-Quantil, Median, unabhéingige Zufallsvariablen.

1. Was ist der Unterschied zwischen einer diskreten und einer stetigen Zufallsva-
riablen?

2. Was trifft zu: Wenn X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion F(x) ist,
dann gilt
a) P(X <z)=F(x) b) P(X >z)=1—F(x) c) P(X >2)=1-F(x)
d) P(X <z) = F(z)

3. Was trifft zu: Wenn X und Y unabhéngige Zufallsvariablen sind, dann gilt

a) P(XeA)n(YeB)=P(XcA)+PYeB)

)

b) P(X e AAu(YeB)=P(X €A+ P(Y € B)
c) P(XeA)N(Y eB))=P(X € A)P(Y € B)
d) P(Xe€AU(Y eB)=PX e AP € B)

Fragen zu Abschnitt 27.2: Erwartungswert und Varianz einer Verteilung

Erkléren Sie folgende Begriffe: Erwartungswert, Varianz, Standardabweichung, stan-
dardisierte Zufallsvariable, Kovarianz, unkorreliert, positiv/negativ korreliert, Kor-
relationskoeffizient, Ungleichung von Tschebyscheff, Gleichverteilung, Exponential-
verteilung.

1. Unter welchen Voraussetzungen fiir X und Y gilt
a) E(X+Y)=EX)+E®Y) b) E(X -Y) =E(X)E(Y)
¢) Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y)
2. Kann es passieren, dass die Varianz einer Zufallsvariablen X verschwindet?
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3. Was trifft zu: Die Verteilungsfunktion der standardisierten Zufallsvariablen Z =
X gt
g

a) Fz(z) = Fx(oz+p) D) Fz(z) =0Fx(z) +p ¢ Fz(2) = Fx(5*)

o

Fragen zu Abschnitt 27.3: Das Gesetz der groflen Zahlen

Erklédren Sie folgende Begriffe: unabhéngige und identisch verteilte Zufallsvariable,
Gesetz der groflien Zahlen, Theorem von Bernoulli, Hauptsatz der Statistik.

1. Beim Roulette kann die Kugel auf eine Zahl zwischen 0 und 36 rollen, und jeder
dieser Werte hat dieselbe Wahrscheinlichkeit % Erwartungswert und Varianz
kénnen leicht berechnet werden: = 18 und 0 = 114. Sie beobachten das Spiel
eine Zeit lang und stellen das arithmetische Mittel T = 11.327 < 18 fest. Sollten
Sie nun vermehrt auf Zahlen iiber 18 setzen, um Ihre Chancen zu verbessern?

2. Beim Roulette gibt es 18 schwarze Zahlen, 18 rote Zahlen und die Null. Wenn
man auf ,,schwarz“ setzt, bekommt man bei einer schwarzen Zahl den doppelten
Einsatz. Meine Strategie ist: Ich setze so lange auf ,schwarz“ und verdopple
meinen Einsatz, bis ,schwarz“ kommt. Dann mache ich mit Sicherheit einen
Gewinn (da mit Sicherheit irgendwann ,,schwarz“ kommt).

Warum ist mein Name nicht in der Liste der reichsten Leute der Welt zu finden?

Losungen zu den Kontrollfragen

Lésungen zu Abschnitt 27.1

1. Eine diskrete Zufallsvariable hat endlich viele oder abzdhlbar unendlich viele
mogliche Werte. Eine stetige Zufallsvariable kann alle Werte in einem reellen
Intervall annehmen (sie hat iiberabzdhlbar viele Werte).

2. a) richtig b) richtig ¢) falsch (fiir stetige Verteilungen richtig)

d) falsch (fiir stetige Verteilungen richtig)
3. a) falsch b) falsch ¢) richtig d) falsch

Lésungen zu Abschnitt 27.2

1. a) immer b) falls X und Y unabhéngig c¢) falls X und Y unabhéngig
2. Ja, genau dann, wenn X nur einen einzigen Wert annehmen kann.
3. a) richtig b) falsch c) falsch

Loésungen zu Abschnitt 27.3

1. Nein. Die Roulettekugel hat kein Gedéchtnis, weifl also nicht, welche Zahlen im
Defizit sind. Auf lange Sicht wird aufgrund des Gesetzes der grofien Zahlen das
Defizit der Zahlen iiber 18 aber ausgeglichen sein (dazu ist es nicht notwendig,
dass die folgenden Zahlen im Mittel iiber 18 sind, denn je mehr Zahlen hinzu-
kommen, umso kleiner wird der Beitrag der Zahlen bis jetzt).

2. Weil ich nicht unendlich viel Geld zur Verfiigung habe, um diese Strategie um-
zusetzen (bzw. weil das Kasino Einséitze begrenzt — siche Ubungsaufgabe 9).
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6 Ubungen

Aufwirmiibungen

1.

Gegeben ist eine Zufallsvariable X, die die Werte x; = 0,1, 2,3 mit den Wahr-
scheinlichkeiten p; = %, %, % bzw. % annehmen kann.

a) Sind das bereits alle Werte z;, die X annehmen kann? Warum?

b) Wie grof sind P(X < 1) und P(X > 1)?

¢) Berechnen Sie Erwartungswert, Varianz und Standardabweichung.

Sei X = Anzahl der Jahre, bis ein bestimmtes Bauteil ersetzt werden muss. Be-

rechnen Sie Erwartungswert und Varianz fiir die Wahrscheinlichkeitsverteilung

x| 1 2 3 4 z; | 1 2 3 4
pi |02 03 03 0.2 b) pi | 0.05 045 0.45 0.05

a)

Auf einem Jahrmarkt gibt es folgendes Gliicksspiel: Fiir einen Einsatz von 1€
kann der Spieler zweimal wiirfeln. Bei der Augensumme 12 erhélt der Spieler
20€ und bei der Augensumme 11 erhélt er 5€. In allen anderen Féllen ist der
Einsatz verloren. Macht der Spieler langfristig einen Gewinn?

Fine faire Miinze wird dreimal hintereinander geworfen, es entsteht dabei eine
Wurffolge, z. B. ,,Kopf, Zahl, Kopf* oder ,,Kopf, Kopf, Zahl“, ... Man interessiert
sich fiir X = Anzahl der Kdpfe in der Wurffolge.

a) Geben Sie die Wahrscheinlichkeitsverteilung von X an.

b) Geben Sie Erwartungswert, Varianz und Standardabweichung von X an.

¢) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, mindestens einmal ,, Kopf“ zu werfen?
In einer Warenpackung befinden sich 50 Stiick, davon sind 5 fehlerhaft. Man
entnimmt eine Stichprobe vom Umfang 2 (mit Zuriicklegen). Die Zufallsvariable
X = Anzahl der fehlerhaften Stiick in der Stichprobe hat die Verteilung

ZT; 0 1 2
45 45 [ 5 45 L 45 5
50 50 5

Di| 5 "5 | 50° 0

g‘U\
%‘U\

Wie viele fehlerhafte Stiick kann man im Mittel erwarten?

Bitfolgen der Lénge 3 werden zufillig generiert. Geben Sie die Wahrscheinlich-
keitsverteilung der Zufallsvariablen X = Anzahl der Einsen in einer Bitfolge der
Linge 3 an, sowie ihren Erwartungswert, die Varianz und die Standardabwei-
chung.

Gegeben ist eine stetige Zufallsvariable X, die im Intervall [0, 2] gleichverteilt
ist. Bestimmen Sie

a) die Dichtefunktion f(x)

b) die Verteilungsfunktion F'(x)

¢) die Wahrscheinlichkeit, dass X einen Wert zwischen 0.4 und 0.6 annimmt.
Durch einen diinnen Draht fliefit ein Strom, dessen Stéirke X (in mA) im Intervall
[0, 5] gleichverteilt ist. Mit welcher Wahrscheinlichkeit ergibt eine Messung, dass
weniger als 3 mA flieen?

Die Lebensdauer X (in Jahren) eines elektronischen Bauteils sei exponentialver-
teilt mit k£ = 2. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Lebensdauer
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a) hochstens 1 Jahr  b) zwischen 1 und 2 Jahren c¢) grofer als 2 Jahre ist?
d) Welche mittlere Lebensdauer kann man erwarten?

10. Ein Tipp beim Lotto .6 aus 45“ koste 1€. Bei einem Sechser erhalten Sie
100000<€. Wie hoch ist der erwartete Gewinn bei einem Tipp? Wie hoch ist
die Standardabweichung?

Weiterfithrende Aufgaben

1. Bei einem Gliicksspiel konnen Sie eines von drei Losen ziehen (jedes mit der
gleichen Wahrscheinlichkeit).
a) Die zugehérigen Gewinne sind 0, 1,99 Euro. Wie grof} ist der (bei vielen Spie-
len) erwartete durchschnittliche Gewinn?
b) Angenommen, die zu den Losen gehérenden Gewinne sind 25, 30,45 Euro.
Wie grof§ ist nun der erwartete durchschnittliche Gewinn?
¢) Berechnen Sie fiir beide Spiele die Varianz.
d) Ist es sinnvoll, bei Spiel a) oder b) mitzuspielen, wenn der Einsatz (Teilnah-
megebiihr) 35 Euro ist?

2. Sei X eine Zufallsvariable, die die Werte ¢ € Ng mit den Wahrscheinlichkeiten p;

annimmt. Dann heif3t -
pz) =Y piz'
i=0

die erzeugende Funktion der Verteilung. (Falls X nur endlich viele Werte
0,...,n annehmen kann, gilt p; = 0 fiir ¢ > n und p(z) ist ein Polynom vom
Grad n.)

Die erzeugende Funktion ist in der Elektrotechnik auch als z-Transformation bekannt.

Zeigen Sie (falls der Konvergenzradius von p(z) grofler eins ist):
a) p(1) =1

b) E(X) =p'(1)

¢) Var(X) = p"(1) +p'(1)(1 — p'(1))

3. Geometrische Verteilung: Ein fairer Wiirfel wird geworfen, X = Anzahl der

Wiirfe, bis zum ersten Mal die Augenzahl 1 geworfen wird.

a) Geben Sie die moglichen Werte von X an.

b) Geben Sie die Wahrscheinlichkeitsverteilung von X an.

c) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, hochstens 3 Wiirfe zu brauchen, bis zum
ersten Mal | Fins®“ gewiirfelt wird?

4. Geometrische Verteilung: Ein Experiment, bei dem ein Ereignis A mit der
Wahrscheinlichkeit P(A) = p eintritt, wird wiederholt. Die Zufallsvariable X
= Anzahl der Wiederholungen, bis zum ersten Mal A eintritt heiflt geometrisch
verteilt:

P(X =z)=p(1—p)* 1, z €N.
Zeigen Sie . .
—-p
E(X) p Var(X) 2

indem Sie die erzeugende Funktion (Ubungsaufgabe 2) berechnen.
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Ein Einbrecher steht mit einem Schliisselbund von 10 Schliisseln vor einem
Schloss, zu dem genau einer der Schliissel passt. X= Anzahl der Versuche, bis
der richtige Schliissel gefunden ist. Geben Sie die Verteilung von X an unter der
Annahme, dass der Einbrecher

a) systematisch einen Schliissel nach dem anderen probiert.

b) so nervos ist, dass er die Schliissel zuféllig durchprobiert (d.h., er merkt sich
nicht, welchen Schliissel er bereits probiert hat).

Wie viele Versuche muss der Einbrecher im Mittel fiir Arbeitsweise a) bzw. b)
durchfiithren?

Tipp zu b): Ubungsaufgabe 4.

Die Zeit X (in Stunden), die ein Techniker bendtigt, um eine Maschine zu repa-
rieren, sei durch eine Exponentialverteilung mit Parameter k£ = 5 beschrieben.
Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass der Techniker

a) hochstens 15 Minuten,

b) zwischen 15 und 45 Minuten,

¢) mehr als 1 Stunde

fiir die Reparatur benotigt.

Beim Roulette gibt es 18 schwarze Felder, 18 rote Felder und die Null. Sie setzen
jede Runde auf ,,schwarz“. Rollt die Kugel in einer Runde auf ,schwarz“, so
erhalten Sie den doppelten Einsatz, ansonsten verlieren Sie den Einsatz. Wie
hoch ist der erwartete Gewinn bzw. die Standardabweichung (das Risiko), wenn
Sie

a) in einer Runde 100 € setzen? b) in hundert Runden 1€ setzen?

Beim Roulette gibt es 18 schwarze Felder, 18 rote Felder und die Null. Sie setzen
jede Runde 100€ auf ,schwarz“. Schitzen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass Sie
nach a) 100 b) 2000 Runden einen (positiven) Gewinn machen, mithilfe der
Ungleichung von Tschebyscheff ab.

(Tipp: Fiir p < 0 gilt P(X > 0) < P(|X — p| > |p]).)

Beim Roulette gibt es 18 schwarze und 18 rote Felder plus die Null. Sie setzen
jede Runde auf ,;schwarz“. Sie beginnen mit 100<€ und verdoppeln Thren Einsatz
solange Sie verlieren.

a) Wie hoch ist Thr Gesamtverlust, wenn nach n Runden nie ,;schwarz“ gekom-
men ist?

b) Wie hoch ist Thr Gewinn, wenn nach n Runden zum ersten Mal ,schwarz®
kommt?

¢) Nach wie vielen Runden ist Schluss, wenn der Maximaleinsatz 10 000 € ist?
d) Wenn Sie diese Strategie bis zum Maximaleinsatz durchhalten, was ist die
Wahrscheinlichkeit, dass Sie gewinnen bzw. verlieren? Was ist der Erwartungs-
wert fiir Thren Gewinn?

Zeigen Sie die Formeln fiir Erwartungswert und Varianz der Gleichverteilung aus
Definition 27.42.

Zeigen Sie die Formeln fiir Erwartungswert und Varianz der Exponentialvertei-
lung aus Definition 27.43.

Zeigen Sie, dass die Exponentialverteilung gedéchtnisfrei ist:

P(X <t)=P(X <s+1tX >s).
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Die Ausfallwahrscheinlichkeit ist unabhéingig vom Alter.

(Tipp: P(A|B) = 24520 )

Loésungen zu den Aufwirmiibungen

1. a) Ja, da die Summe iiber alle Wahrscheinlichkeiten 1 ergibt.
b) PX<1)=PX=0+PX=1)=4PX>1)=PX=2)+PX =
3) = 2; (alternativ berechnet mithilfe der Gegenwahrscheinlichkeit: P(X > 1) =
1-P(X<1)=1-3=2).
¢) Der Erwartungswert ist

1 11
—|—3~f:E:1.83.

2.
+ 3

Wl =

1 1
p— O . —_— 1 Pp—
H 676

Die Varianz ist 02 = E(X?) — 2. Wir miissen daher noch E(X?) berechnen:

9 5 1 5 1 9 1 9 1 9
E(X°) =0 '6+1 ~6+2 ~3+3 ~3—2f4.5.
Damit ist 02 = %— (%)2 = 1.14. Die Standardabweichung ist die Wurzel daraus:
o =1.07.
2. a) Der Erwartungswert ist u = 2.5, d.h., auf lange Sicht gesehen wird ein Bauteil
dieser Art durchschnittlich 2.5 Jahre halten. Die Varianz ist o2 = 1.05.
b) Der Erwartungswert ist wieder p = 2.5, die Varianz ist nun o2 = 0.45. Das
heiflt, groBere Abweichungen von p sind hier weniger wahrscheinlich als unter
a). Anders gesagt: Man kann erwarten, dass hier die Lebensdauern der Bauteile
nicht so stark um 2.5 Jahre streuen wie unter a).
3. Wir betrachten die Zufallsvariable X = Gewinn (ausbezahlter Betrag minus
Einsatz). Die moglichen Werte sind x; = 19, 4 bzw. —1 Euro. Die zugehorigen
Wahrscheinlichkeiten sind

x |19 4 —1
1 2 33
Di| 3 36 36

denn Augensumme 12 wird mit einer Wahrscheinlichkeit von %, Augensumme
11 mit einer Wahrscheinlichkeit von %, und eine der iibrigen Augensummen mit

einer Wahrscheinlichkeit von % geworfen. Der Erwartungswert ist

1 2 33 1
=19 —4+4-—+4+(-1)- —= =—= = -0.17.
p=10gg b g H D g = g = 00T
Es ist also zu erwarten, dass man durchschnittlich bei jedem Spiel 17 Cent ver-
liert.
4. a) Es gibt 8 mogliche Wurffolgen: KKK, KKZ, KZK,ZKK, KZZ,ZKZ,
ZZK,ZZZ. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung von X= Anzahl der Kopfe ist
daher:

T
Pi

ol—| Lo

ol O

|| =
oolw| DN
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b) Erwartungswert: u = 0 - % +1- % + 2 %—l— 3 % = 1.5. Varianz: 02 =
E(X?)—p?=3-(1.5)2=0.75 (mit E(X?) =0%- 1 +12-3+22.2432.1 =3).

Standardabweichung: o = 0.87.

¢) Mindestens einmal Kopf = 1 — P(X =0) = 1 — 3.
Erwartungswert:
452 2-5-45 52
—0- 22 41. 2 —02.
eV EE T TR T e

Das heifit, im Mittel werden etwa 20 Prozent fehlerhafte Stiick gefunden.

Es gibt 8 mogliche Bitfolgen: 111, 110, 101, 011, 100, 010, 001, 000. Beobachtet
wird die Anzahl X der Einsen. X kann die Werte z; = 0, 1, 2,3 annehmen. Die
Wahrscheinlichkeitsverteilung ist daher:

ZT; 0 1 2 3
T3 31
Pils|8[8]8
Wir erhalten daraus: ;= 1.5, 02 = 0.75, o = 0.87.
a)

0.5, fiir0<az<?2
f(x)—{ 0, sonst

b) Die Verteilungsfunktion erhélt man durch Integration von f

0, firxz<O0
F(z)=< 05z, fir0<az<2
1, firx>2

¢) P(04< X <0.6)=F(0.6)— F(04) =05-06—-0.5-04=0.3-0.2=10%
Die Verteilungsfunktion ist

0, firz<0
F(z)=< 02z, fir0<z<5
1, firz>5

Damit berechnen wir P(X < 3) = F(3) = 60%.
Die Verteilungsfunktion ist

_ a2z -
F(x):{l e % firx>0

0 , firz <0

Damit berechnen wir:

a) PX<1)=F(1)=1-e"2=86.5%

b) PI<X<2)=F2)-F(1)=(1-e*)-(1-e2)=11.7%

) P(X>2)=1-F((2)=e*1=18%

d) Der Erwartungswert der Lebensdauer ist p = % = 0.5 Jahre.

Wir suchen den Erwartungswert und die Standardabweichung der Zufallsvaria-
blen X = Gewinn (= ausbezahlte Summe minus Einsatz). X kann die Werte
21 = 10° — 1 bzw. 5 = —1 annehmen. Die Wahrscheinlichkeit fiir einen Sechser

ist p= (465)71 =1.22-1077. Damit ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung von X:
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x; | 10° —1] —1

i P l—p
Erwartungswert: u = (10° — 1)p + (=1)(1 — p) = —0.988. Im Mittel machen
Sie bei diesem Spiel also einen Verlust von 0.99€. Standardabweichung: ¢ =

V(10 — 1= p)2p + (=1 - p)*(1 - p) = 35.0.

(Losungen zu den weiterfithrenden Aufgaben finden Sie in Abschnitt B.27)
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Spezielle diskrete Verteilungen

Wir besprechen in diesem Kapiteleinige in der Praxis wichtige diskrete Verteilun-
gen: die hypergeometrische Verteilung, die Binomialverteilung und die Poisson-
Verteilung. Im vorhergehenden Kapitelsind Thnen (ohne dass sie so genannt wur-
den) bereits hypergeometrisch und binomialverteilte Zufallsvariable begegnet. Da
sie so oft auftreten, {iberlegt man sich in der Praxis nicht von Problemstellung zu
Problemstellung die Wahrscheinlichkeitsverteilung neu, sondern greift auf Formeln
zuriick (bzw. auf Computer-/Taschenrechnerfunktionen). Die Kunst besteht darin
zu erkennen, wann es sich um welche Verteilung handelt.

28.1 Die hypergeometrische Verteilung

Die Entnahme einer Stichprobe erfolgt praktisch immer so, dass eine einmal gezogene
Einheit vor der Ziehung der néchsten Einheit nicht wieder in die Grundgesamtheit
zuriickgelegt wird (Ziehung ohne Zuriicklegen). Das schon aus dem Grund, weil
die Priifung manchmal zur Zerstérung der Einheit fiihrt (z. B. Priifung der Lebens-
dauer einer Glithbirne).

Die hypergeometrische Verteilung kommt typischerweise bei der Annahme-/oder
Endkontrolle von Waren vor. Es werden dabei Stichproben gezogen und die Anzahl
der defekten Artikel in einer Stichprobe gezihlt. In diesem Sinn kénnten die Kugeln
im folgenden Beispiel der Tagesproduktion eines Artikels entsprechen, oder allen
Einheiten einer Lieferung, usw., von denen einige fehlerhaft sind.

Beispiel 28.1 Hypergeometrische Verteilung

In einem Behélter befinden sich 20 Kugeln, davon sind 4 blau und 16 rot. Aus
dem Behélter werden nun ohne Zuriicklegen 5 Kugeln zufiillig entnommen.

a) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, in dieser Stichprobe genau 2 blaue Kugeln
vorzufinden?

b) Geben Sie die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Zufallsvariablen X = Anzahl
der blauen Kugeln in der Stichprobe an. Stellen Sie die Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung graphisch dar.

G. Teschl, S. Teschl, Mathematik fiir Informatiker, eXamen.press,
DOI 10.1007/978-3-642-54274-9 11, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2014
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Losung zu 28.1

a)

Das Ziehen der Kugeln ist ein Laplace-Zufallsexperiment. Gesucht ist die Wahr-
scheinlichkeit fiir das Ereignis A = 2 blaue Kugeln in der Stichprobe. Es sind
insgesamt

20\ 20-19-18-17-16
= = 15504
(5) 5!

Stichproben vom Umfang 5 moglich. Giinstig sind davon jene Stichproben, die 2
blaue Kugeln enthalten. Thre Anzahl ist (Abz&hlung mithilfe der Produktregel:
Entnahme von 2 aus 4 blauen Kugeln und Entnahme von 3 aus 16 roten Kugeln
(siehe Kapitel ,,Kombinatorik“ in Band 1).)

()(2)-sm

Damit ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit

() (5)
P(2 blave Kugeln) = ~2 32 = 0.217 = 21.7%.

20

(5)
Wenn wir die Zufallsvariable X = Anzahl der blauen Kugeln in der Stichprobe
betrachten, so haben wir gerade berechnet, dass

4 (16
P(X =2) = % = 21.7%
(5)
ist. Die Anzahl X der blauen Kugeln in der Stichprobe kann allgemein die Werte

xz=0,1,2,3,4 annehmen. Die Wahrscheinlichkeit, x blaue Kugeln in der Stich-
probe zu finden, ist (mit der gleichen Uberlegung wie unter a))

4 16
(o) (5n)

20 :

(5)
Die Wahrscheinlichkeitsverteilung lautet also (gerundet):

x 0 1 2 3 4
P(X =) |0.282]0.469 | 0.217 [ 0.031 [ 0.001 | >, p; =1

PX=xz)=

Es ist also am wahrscheinlichsten, eine Stichprobe mit einer blauen Kugel zu
ziehen. Das zugehorige Stabdiagramm ist in Abbildung 28.1 dargestellt. m

Fassen wir allgemein zusammen:

Definition 28.2 Gegeben ist eine Grundgesamtheit aus N Elementen, von denen
M eine bestimmte Eigenschaft haben. Man entnimmt eine Stichprobe vom Umfang n
(ohne Zuriicklegen). Dann kann die Zufallsvariable X = Anzahl der Elemente in der
Stichprobe mit der gewiinschten FEigenschaft hochstens die Werte x = 0,1,2,....n
annehmen. Die Wahrscheinlichkeit, genau x Elemente mit der gewiinschten Eigen-
schaft in der Stichprobe vorzufinden, ist
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X = Anzahl der blauen Kugeln
pi

041

0.3f

021

0.1

"
0.0 0 1 3 T 3 g 1

Abbildung 28.1. Hypergeometrische Verteilung mit N =20, M =4, n = 5.

(z) (O=2)

()
(fiir « > M bzw. n —x > N — M ist P(X = x) = 0 nach Definition des Binomial-
koeffizienten — wir kénnen nicht mehr blaue bzw. rote Kugeln ziehen als vorhanden
sind). Man nennt X hypergeometrisch verteilt und die zugehorige Wahrschein-

lichkeitsverteilung eine hypergeometrische Verteilung mit den Parametern n,
M und N. Kurzschreibweise: X ~ H(n; M; N).

PX=z)=

Die Formel zur Berechnung der Wahrscheinlichkeiten kann man sich so merken:

BLAU,  (ROT
(blau)'(rot)
GRUNDGESAMTHEIT
( Stichprobe )

GroBbuchstaben beziehen sich auf die Grundgesamtheit, Kleinbuchstaben auf die Stichprobe.
Aus der Definition ergibt sich folgende Rekursion

(N —M)(N —n)! _ _n—z M-z
(N—M —n)IN!’ HX_4H&)_x+1UV—M—UW—@+1

die oft niitzlich ist.

P(X =0)=

P(X =x),

Um den Erwartungswert und die Varianz einer hypergeometrisch verteilten Zufalls-
variablen zu berechnen, muss man nicht die gesamte Wahrscheinlichkeitsverteilung
berechnen, um dann diese Parameter laut ihrer Definition zu bestimmen. Es gibt
einfachere Formeln, fiir die nur die Parameter n, M, N notwendig sind:

Satz 28.3 Sei X eine hypergeometrisch verteilte Zufallsvariable mit den Parame-
tern n, M, N. Dann gilt fiir den Erwartungswert und die Varianz von X:

M
:E = R —
p=E(X) nN
M M N —n
2 _ — _ - —
o =Var(X) = nN(l N)N—l'
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Herleitung der Formeln: Aus Zij\io p; = 1 folgt die Vandermonde’sche Identitit

SN -()

i/\n—i n
Fiir den Erwartungswert berechen wir zunichst 3020 i(Y) (VM) = MM (M- H(N-Y) =
MZ (M 1) ((N (i) 1§MZ 1>) = (n—l) = M%(N) wobei wir z( Y = M(M 1) eine Index-

Verschlebung und die Vandermonde’sche Identitit verwendet haben. Dividieren wir beide Seiten

dieser Identitdt durch (N) so steht links 1 und rechts M% Die Formel fiir o2 folgt analog, indem

man zi\io i(i—1 ( ) (N M) = -1) 135?77—11)) (]7\[) zeigt.

Beispiel 28.4 Erwartungswert und Varianz
Geben Sie den Erwartungswert und die Varianz der hypergeometrischen Zufalls-
variablen aus Beispiel 28.1 an.

Loésung zu 28.4 Wir erhalten mit N =20, M =4 und n =5

4
= =1
=5 20

Auf lange Sicht gesehen (d.h. bei einer grofien Anzahl von Stichproben vom Umfang
5) wird man also im Schnitt eine blaue Kugel in der Stichprobe vorfinden. Die Varianz
ist

* 4 415

28.2 Die Binomialverteilung

Definition 28.5 Ein Bernoulli-Experiment ist ein Zufallsexperiment, bei dem
es nur zwei Ausginge gibt: Ereignis A tritt ein oder nicht. Wird ein Bernoulli-
Experiment n-mal hintereinander unter denselben Bedingungen ausgefiihrt, so
spricht man von einer Bernoulli-Kette der Léinge n.

Das Eintreten des Ereignisses A wird oft als Erfolg oder Treffer, das Nichteintreten
als Misserfolg bezeichnet. Die Wahrscheinlichkeit P(A) = p heifit deshalb auch
Erfolgswahrscheinlichkeit oder Trefferwahrscheinlichkeit.

Beispiel 28.6 Bernoulli-Experiment und Bernoulli-Kette

a) Bernoulli-Experiment: Wurf eines Wiirfels, A = Wurf der Augenzahl ,Fins
mit P(A) = }. Bernoulli-Kette: n-maliger Wurf des Wiirfels und jeweils Be-
obachtung von A = Augenzahl ,FEins“. Die Wahrscheinlichkeit fiir A ist bei
jedem Wurf gleich %

b) Bernoulli-Experiment: Wurf einer Miinze, A = Kopfmit P(A) = % Bernoulli-
Kette: n-maliger Wurf der Miinze und jeweils Beobachtung von A = Kopf. Die
Wahrscheinlichkeit fiir A ist bei jedem Wurf gleich %

1
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¢) Bernoulli-Experiment: Zufilliges Raten bei einer Testfrage, A = richtige Ant-
wort, P(A) = % Bernoulli-Kette: Zufilliges Raten bei n Testfragen und jeweils
Beobachtung von A = richtige Antwort. Die Wahrscheinlichkeit fiir A ist bei
jeder Frage gleich %

d) Bernoulli-Experiment: Zufillige Auswahl eines Artikels, A = fehlerhafter Ar-
tikel, P(A) = p. Bernoulli-Kette: Zufillige Auswahl (mit Zuriicklegen) von n
Artikeln und jeweils Beobachtung von A = fehlerhafter Artikel. Die Wahr-

scheinlichkeit fiir A ist fiir jeden untersuchten Artikel gleich p.

Eine Binomialverteilung entsteht, wenn wir uns fiir die Anzahl der Erfolge bei einer
Bernoulli-Kette interessieren:

Beispiel 28.7 Binomialverteilung

Ein Wiirfel wird siebenmal geworfen.

a) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, genau dreimal die Augenzahl 1 zu werfen?
b) Geben Sie die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Zufallsvariablen X = Anzahl
der geworfenen Finsen an. Stellen Sie die Wahrscheinlichkeitsverteilung graphisch
dar.

Lésung zu 28.7

a) Die Wahrscheinlichkeit, bei einem Wurf 1 zu erhalten, ist %. Man wirft nun sie-
benmal und mdochte dabei dreimal 1 werfen, zum Beispiel: 111NNNN (wobei
N fiir ,nicht 1 steht). Die Wahrscheinlichkeit fiir diese Wurffolge ist (Multipli-

kationssatz 26.1 fiir unabhiingige Ereignisse)

5.4
G
Jede andere Wurffolge mit genau drei Einsen, zum Beispiel 11INNNN1 oder

NNNN111 usw. hat dieselbe Wahrscheinlichkeit (%)3 : (%)4. Das gesuchte Er-
eignis tritt ein, wenn irgendeine dieser Wurffolgen geworfen wird, also

P(IIINNNN) =~ -~ -~ . = . -)%

P(genau dreimal 1) = P(111INNNN) + ...+ P(NNNN111),

wobei hier alle moglichen Wurffolgen mit genau drei Einsen vorkommen. Da es
(;) solcher Wurffolgen mit drei Einsen gibt, ist

P(genau dreimal 1) = <;) (%)3(2)4 = 0.078 = 7.8%.

Wenn man also sehr viele Wurffolgen mit sieben Wiirfen betrachtet, zum Beispiel
1000 Wurffolgen, dann werden in etwa 78 dieser Wurffolgen genau drei Einsen
auftreten.

b) Wir haben gerade fiir die Zufallsvariable X = Anzahl der Einsen bei sieben
Wiirfen berechnet, dass

P(X = 3) = @ Gyt =ran

ist. Die Zufallsvariable kann insgesamt die Werte 2 = 0,1,2,...,7 annehmen.
Die Wahrscheinlichkeit,  mal 1 zu werfen, ist (mit derselben Uberlegung wie
unter a))
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7 1.z ,9\7-2
P(X=2x)= =) (= .
== (1)@ e

In einer Tabelle zusammengefasst hat X folgende Wahrscheinlichkeitsverteilung
(gerundet, in Prozent):

x 0 1 2 3 4 ) 6 7
P(X=z)|279]39.1|234| 781|156 |0.188 | 0.013 | 0.0003

Es ist also am wahrscheinlichsten, bei sieben Wiirfen genau einmal 1 zu wiirfeln.
Das zugehorige Stabdiagramm ist in Abbildung 28.2 dargestellt. m

X = Anzahl der 1 bei sieben Wiirfen
Pi

031
0.2

0.1

0.0 T r r r X

0 "1 2 3 4 576 "7

Abbildung 28.2. Binomialverteilung mit n =7, p = %.

Fassen wir zusammen:

Definition 28.8 Gegeben ist eine Bernoulli-Kette der Lange n. Bei jeder der n
Durchfithrungen kann ein bestimmtes Ereignis A mit der Wahrscheinlichkeit p ein-
treten (und das Gegenereignis A mit der Wahrscheinlichkeit ¢ = 1 — p). Man inter-
essiert sich fiir X = Anzahl der Versuchsdurchfiihrungen, bei demen A eintritt. X
kann die Werte x = 0,1, 2,...,n annehmen. Die Wahrscheinlichkeit, dass A genau
z-mal eintritt, ist

n xr NnN—=x

P(X:w)=( )pq :

x

Man nennt die Zufallsvariable X binomialverteilt und ihre Wahrscheinlichkeits-

verteilung eine Binomialverteilung mit den Parametern n,p. Kurzschreibweise:
X ~ Bi(n;p).

Die Wahrscheinlichkeiten P(X = z) sind gerade die Summanden des binomischen Lehrsatzes
n n
P+a" =q¢"+ (1)11"*11? + (2)11"*2172 o

Mithilfe dieser Formel kénnen wir uns auch davon iiberzeugen, dass > "_  P(X = z) = 1 ist.
Denn das ist gerade der Ausdruck auf der rechten Seite der binomischen Entwicklung, wihrend die
linke Seite (p 4+ ¢)™ = 1™ = 1 ergibt (da p und ¢ Wahrscheinlichkeit und Gegenwahrscheinlichkeit
zueinander sind).

Aus der Definition der Binomialverteilung ergibt sich folgende Rekursion:
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n—xp
x+1gq

P(X=0)=4q", P(X=z2+4+1)= P(X =x).

Eine binomialverteilte Zufallsvariable X kann auch als Summe unabhéngiger und
identisch verteilter Zufallsvariablen aufgefasst werden: Ist X; gleich 1, falls das Ereig-
nis A bei der i-ten Ausfithrung eingetreten ist, und 0 sonst, so gilt X = X1+ - -+ X,,.
Daraus ergeben sich folgende Eigenschaften:

Satz 28.9 (Eigenschaften der Binomialverteilung)
e Erwartungswert und Varianz von X ~ Bi(n;p) sind gegeben durch:

w=EX) = np
o2 =Var(X) = npg=np(l—p)

e Symmetrieeigenschaft: Ist X ~ Bi(n;p), dann ist die Zufallsvariable Y = n—
X ebenfalls binomialverteilt: Y ~ Bi(n; 1—p). Es gilt also P(X = z) = P(Y =y)
fir y =n — x.

e Additionseigenschaft: Sind X ~ Bi(m;p) und Y ~ Bi(n;p) unabhingig, so
ist X +Y ~ Bi(m+ n;p).

Da X; den Wert 1 mit der Wahrscheinlichkeit p und den Wert 0 mit der Wahrscheinlichkeit 1 — p
annimmt, gilt E(X;) = p und Var(X;) = p(1 — p). Aus der Linearitit des Erwartungswertes
(Satz 27.23) folgt E(X) = nE(X;) = np und analog (mit Satz 27.37) Var(X) = nVar(X;) =
np(l — p). (Siehe auch Ubungsaufgabe 6.)

Die Symmetrieeigenschaft bedeutet einfach, dass X = Anzahl der Treffer in einer Stichprobe
vom Umfang n und Y = Anzahl der Nieten in dieser Stichprobe beide binomialverteilt sind; X
mit den Parametern n, p, und Y mit den Parametern n, 1 — p. Beispiel: Die Wahrscheinlichkeit fiir
x = 5 Treffer in einer Stichprobe vom Umfang 8 ist gleich der Wahrscheinlichkeit fiir y =8 -5 =3
Nieten in dieser Stichprobe. Aufgrund dieser Symmetrieeigenschaft geniigt es, in Tabellen nur die
Werte der Binomialverteilung fiir p < 0.5 angzugeben.

Die Additionseigenschaft ist auch anschaulich klar, da die Anzahl der Erfolge in den ersten m
Durchfithrungen plus die Anzahl der Erfolge in den néchsten n Durchfithrungen gleich der Anzahl
der Erfolge in allen m + n Durchfiihrungen zusammen ist.

Beispiel 28.10 Erwartungswert und Varianz einer Binomialverteilung
Geben Sie den Erwartungswert und die Varianz von X aus Beispiel 28.7 an.

Losung zu 28.10 Esist = £ =117 und 02 =7-% - 2 = 0.97. |

Sehen wir uns nun ein typisches Beispiel aus der Qualitdtssicherung an, in der die
Binomialverteilung oft verwendet wird:

Beispiel 28.11 Produktion mit gleichbleibendem Ausschussanteil

Eine Serienproduktion von Transistoren erfolgt mit einem gleichbleibenden Aus-
schussanteil von p = 3%. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, unter n = 50 (ohne
Zuriicklegen) entnommenen Einheiten

a) keine  b) genau zwei  ¢) hochstens zwei fehlerhafte Einheiten vorzufinden?
d) Wie grof sind Erwartungswert und Varianz der Anzahl X der fehlerhaften
Einheiten?
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Loésung zu 28.11 Die Zufallsvariable X = Anzahl der fehlerhaften Transistoren bei
50-maliger Ziehung ist binomialverteilt mit den Parametern n = 50 und p = 0.03.
a) Die Wahrscheinlichkeit, keinen defekten Transistor in der Stichprobe vom Umfang
50 zu finden, ist

50
fmx_O)_<0>~0m%1—00@“_1-yogﬁ0_02w.

b) Die Wahrscheinlichkeit, genau zwei defekte Transistoren in der Stichprobe zu
finden, ist

50 50 - 49
P@¥:2):<2>-0%2(1—00$“::2-00?-09#8:02%.

c¢) Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist
F(2)=P(X <2)= P(X =0)+ P(X = 1)+ P(X = 2) = 0.812.

d) Der Erwartungswert ist u = n-p = 50 - 0.03 = 1.5. Wenn man also oftmals 50
Einheiten entnimmt, so kann man erwarten, dass im Mittel 1.5 fehlerhafte Einheiten
pro 50 Einheiten auftreten. Fiir die Varianz erhalten wir 02 = n-p- (1 —p) =
50-0.03-0.97 = 1.46. |

Da eine Bernoulli-Kette durch eine Summe von unabhéngigen und identisch verteil-
ten Zufallsvariablen beschrieben werden kann, gilt fiir sie alles, was wir bereits in
Abschnitt 27.3 besprochen haben. Typische Situationen, in denen die Binomialver-
teilung vorkommt, sind somit:

e Unabhingige Wiederholungen eines Zufallsexperimentes (z.B. n-maliger Wurf
eines Wiirfels, X = Anzahl der Sechser).

e n-maliges Ziehen mit Zuriicklegen aus einer endlichen Grundgesamtheit, X =
Anzahl der gezogenen Elemente mit einer bestimmten FEigenschaft.

e n-maliges Ziehen ohne Zuriicklegen aus einer unendlichen Grundgesamtheit (z. B.
aus einer laufenden Produktion). Hier beeinflusst das Ziehen eines Elementes den
Rest der Grundgesamtheit nicht, sodass beim néchsten Ziehen die Bedingungen
wieder gleich sind.

e Niherungsweise bei n-maligem Ziehen ohne Zuriicklegen aus einer endlichen, aber
sehr grofien Grundgesamtheit (z.B. alle Haushalte eines Landes). Hier &ndert
das Ziehen eines Elementes den Rest der Grundgesamtheit nur wenig, sodass
naherungsweise angenommen werden kann, dass beim néchsten Ziehen wieder
dieselben Bedingungen vorliegen.

Im letzten Fall wird die Binomialverteilung als Naherung der hypergeometrischen
Verteilung verwendet. Dazu noch ein paar Worte:

Wenn zum Beispiel in einem Behilter N Kugeln sind, davon M blaue und N — M rote, dann ist
die Wahrscheinlichkeit, eine blaue Kugel zu ziehen, beim Ziehen mit Zuriicklegen bei jeder Ziehung

unverdndert gleich
M
p= N
Daher ist X = Anzahl der blauen Kugeln in der Stichprobe binomialverteilt. Beim Ziehen ohne

Zuriicklegen gilt fiir die Wahrscheinlichkeit, eine blaue Kugel zu ziehen:
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M

1. Zieh : = —

iehung :p N
M M—1
2. Zieh : = d = ,
iehung :p N1 oder p N1

je nachdem, ob beim ersten Mal eine blaue oder eine rote Kugel gezogen wurde. Die Wahrschein-
lichkeit, eine blaue Kugel zu ziehen, dndert sich also von Ziehung zu Ziehung. In diesem Fall ist X
= Anzahl der blauen Kugeln in der Stichprobe hypergeometrisch verteilt.

Wenn nun der Umfang N der Grundgesamtheit sehr grof§ und der Stichprobenumfang n im
Vergleich dazu sehr klein ist (d.h., wenn sehr viele Kugeln im Behélter sind und man nicht oft
zieht), dann &ndert sich bei der Ziehung ohne Zuriicklegen der Anteil del;\J blauen Kugeln nur sehr

wenig. Daher kann man dafiir niherungsweise den konstanten Wert p = & verwenden.

In der Praxis verwendet man oft die folgende

Faustregel zur Niherung der hypergeometrischen Verteilung durch die
Binomialverteilung: Wenn die Bedingung

erfiillt ist, dann kann man die hypergeometrische Verteilung mit den Parametern n,

M, N niherungsweise durch die rechnerisch bequemere Binomialverteilung mit

den Parametern n und p = % ersetzen.

In der Literatur werden Sie, je nach angestrebter Giite, verschiedene Faustregeln finden. Betrachten
Sie sie als Richtwert und vergleichen Sie im Zweifelsfall mit der exakten Formel.

Beispiel 28.12 Binomialverteilung als Niherung der hypergeometri-
schen Verteilung

In einer Lieferung sind 2000 Einheiten, davon sind 60 fehlerhaft. Es wird eine
zuféllige Stichprobe vom Umfang n = 50 entnommen. Wie grof} ist die Wahr-
scheinlichkeit genau zwei fehlerhafte Einheiten zu ziehen? Losen Sie

a) exakt und b) mit Ndherung durch die Binomialverteilung.

Loésung zu 28.12 Wir betrachten X = Anzahl der fehlerhaften FEinheiten bei 50-
maliger Ziehung.

a) Die Stichprobe wird durch Ziehen ohne Zuriicklegen entnommen, daher ist X
hypergeometrisch verteilt, mit den Parametern n = 50, M = 60, N = 2000. Die
gesuchte Wahrscheinlichkeit ist daher

(60) (1940)

P(X =2) = ~25082 — 0.259.
( 50 )

Die Wahrscheinlichkeit, bei einer Stichprobe vom Umfang 50 genau 2 fehlerhafte

Einheiten zu finden, ist also gleich 25.9%.

b) Esist 50 =n < é\'—o = 100, daher kann die hypergeometrische Verteilung durch die

Binomialverteilung mit den Parametern n = 50, p = % = % = 0.03 angenéhert

werden:
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50
2

Die Binomialverteilung gibt also hier mit dem Wert 25.5% eine fiir viele praktische
Zwecke gute Naherung fiir die gesuchte Wahrscheinlichkeit. |

P(X =2)~ ( )(0.03)2(1 —0.03)*® = 0.255.

28.2.1 Anwendung: Moderne Finanzmathematik

Die klassische Finanzmathematik beschéftigt sich mit der Zinseszinsrechnung. Fiir
den modernen Bankenalltag, in dem mit innovativen Finanzprodukten wie (exoti-
schen) Optionen und strukturierten Anleihen gearbeitet wird und der Messung bzw.
dem Management von verschiedenen Risiken eine zentrale Bedeutung zukommt,
reicht das schon lange nicht mehr aus. Die moderne Finanzmathematik ist daher
heute ein anspruchsvolles Teilgebiet der Mathematik, in dem der Zufall die entschei-
dende Groéfle ist. In der Praxis fiihrt das auf komplizierte Modelle mit stochastischen
Differentialgleichungen (das sind Differentialgleichungen, die von einem zufilligen
Parameter abhingen). Eines der wichtigen Resultate in diesem Zusammenhang ist
die Black-Merton-Scholes-Formel, fiir die 1998 der Wirtschafts-Nobelpreis ver-
liehen wurde. Damit sind wir aber fiir diesen Rahmen schon weit iiber unsere mathe-
matischen Moglichkeiten hinaus. Wir wollen uns in diesem Abschnitt aber trotzdem
einige der wesentlichen Ideen klar machen.

Der erste zentrale Grundsatz ist das so genannte No-Arbitrage-Prinzip: Ein
Arbitrage-Geschiift ist ein (unter Umstinden sehr komplexes) Finanzgeschéft,
das ohne Risiko und ohne nennenswerten Kapital- und Arbeitseinsatz einen Gewinn
abwirft (also ein finanzmathematisches Perpetuum Mobile;-). Das einfachste Beispiel
wiren die Kurse einer Aktie an zwei verschiedenen Borsen: Wéren die Kurse ver-
schieden, so kénnte man an der billigeren kaufen und an der teureren verkaufen und
damit endlos Geld verdienen. In der Praxis gibt es solche Arbitrage-Moglichkeiten
aber nicht. In unserem Beispiel wiirde, aufgrund der erhchten Nachfrage, der Kurs an
der billigeren Borse steigen, und, aufgrund des erhohten Angebots, an der teureren
Borse fallen. Innerhalb kiirzester Zeit wire die Kursdifferenz so weit geschrumpft,
dass sich das Geschéft nicht mehr lohnt. Man geht deshalb in der Finanzmathematik
meist von folgendem Grundprinzip aus:

No-Arbitrage-Prinzip: Wirtschaftlich idente Giiter miissen denselben Preis ha-
ben.

Waihrend dieses Prinzip fiir den internationalen Handel mit Giitern und Aktien sinnvoll ist, lasst
es sich auf den Preis fiir einen Liter Milch im Supermarkt wohl nicht anwenden.

Das No-Arbitrage-Prinzip wird zum Beispiel bei der Bewertung von Optionen an-
gewendet. Dabei soll ein Finanzinstrument (Rohstoffe, Devisen, Zinsen, Aktien,
etc.) zu fixen Konditionen zu einem bestimmten, in der Zukunft liegenden Zeitpunkt,
gekauft oder verkauft werden.

e Bei einer Call-Option erwerben Sie das Recht (aber nicht die Pflicht), zu ei-
nem festen, zukiinftigen Zeitpunkt 7' ein Finanzinstrument zu einem festgeleg-
ten Strike- Preis zu kaufen. Dieses Recht werden Sie natiirlich nur dann ausiiben,
wenn der tatsichliche Preis zum Zeitpunkt T tiber dem Strike-Preis liegt.
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e Bei einer Put-Option erwerben Sie das Recht (aber nicht die Pflicht), zu ei-
nem festen, zukiinftigen Zeitpunkt 7" ein Finanzinstrument zu einem festgelegten
Strike-Preis zu verkaufen. Dieses Recht werden Sie natiirlich nur dann ausiiben,
wenn der tatséchliche Preis zum Zeitpunkt T unter dem Strike-Preis liegt.

Optionen werden in der Praxis zum Beispiel zur Absicherung gegen Kursrisiken verwendet. Wenn
eine Firma ihre Produkte im Ausland verkaufen mochte, so hingt der Erlés vom Wechselkurs zum
Zeitpunkt des Verkaufs ab und ist somit im Voraus nicht bekannt. Um sicherzustellen, dass die
Produktion unabhingig vom Wéihrungsrisiko Gewinn abwirft, kann die Firma eine Put-Option
erwerben, um zum Zeitpunkt des Verkaufs die Deviseneinahmen zu einem gewissen Preis verkaufen
zu kénnen.

Gegeben ist also ein Finanzinstrument S und eine Option O. Fiir die Bank stellt
sich natiirlich die Frage, welchen Preis sie fiir solch eine Option berechnen soll. Wir
interessieren uns hier fiir den fairen Preis f, bei dem die Bank keinen Gewinn macht
(wie viel die Bank dann noch als Gewinn aufschléigt, ist kein finanzmathematisches
Problem;-).

Um das Problem mathematisch in einem fiir uns bewéltigharen Rahmen zu hal-
ten, wollen wir von einem einfachen binomialen Modell ausgehen. Unser Finanz-
instrument kann im Zeitraum von 0 bis T' entweder von S(0) = S auf den Wert
Su(T) = S -u steigen (,up“, u > 1) oder auf den Wert S4(T) = S - d fallen (,,down*,
d < 1). Der Payoff (Auszahlung), den der Kdufer mit der Option macht, sei f,,, falls
der Kurs des Finanzinstruments steigt, und f,, falls er fallt.

Beispiel: Im Fall einer Aktie mit Anfangswert S = 200 und Wert bei Kursanstieg von S - u = 220
bzw. Kursabfall S - d = 180 wire der Payoff einer Call-Option mit Strike-Preis 210 gegeben durch:

fu = 10 (wir kénnen zum Strike-Preis von 210 statt zum Marktpreis von 220 kaufen) bzw. fqg =0
(ist der Marktpreis unter dem Strike-Preis, ist die Option wertlos).

Um das No-Arbitrage-Prinzip anwenden zu kénnen, versuchen wir nun, ein risiko-
loses Portfolio zu bilden. Das bedeutet, die Bank kauft eine bestimmte Menge des
Finanzinstruments und verkauft eine bestimmte Menge der Option in einem sol-
chen Verhiltnis, dass der Wert des so gebildeten Portfolios unabhingig von einem
Kursanstieg oder -abfall ist.

Das bedeutet, dass ein Verlust beim Finanzinstrument durch einen Gewinn bei der Option ausge-
glichen werden soll und umgekehrt.

Da es nur auf das Verhéltnis ankommt, normieren wir die Anzahl der Optionen auf
eins und bezeichnen die Anzahl der Finanzinstrumente mit A.

Fiir ein reales Portfolio miisste A ganzzahlig sein, da man keine halben Aktien kaufen kann, fiir
unser hypothetisches Portfolio spielt das aber keine Rolle.

Der Wert unseres Portfolios zum Zeitpunkt ¢ = 0 ist also gegeben durch (aus Sicht
der Bank):
wWo)y=A.-5—-f

(Preis fir A Einheiten des Finanzinstruments minus Preis fiir eine verkaufte Opti-
on). Nun miissen wir A so wihlen, dass unser Portfolio risikofrei wird. Dann folgt
aus dem No-Arbitrage-Prinzip, dass der Wert W(T') zum Zeitpunkt T einer norma-
len risikofreien Veranlagung, also einem fix verzinsten Guthaben, entsprechen muss:
W(T) = W(0)e"T (r steht fiir den risikofreien Zinssatz in unserer Modellwelt).

Es ist hier iiblich den Aufzinsungsfaktor als e zu schreiben. Wir kénnen das leicht auf die gewohnte
Form (1 + k)T bringen, indem wir r = In(1 + k) (bzw. k = e” — 1) setzen.
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Fiir den Wert zum Zeitpunkt 7 gilt in den Féllen ,,up“ bzw. ,down*:
Wu(T)=A-S-u—f, bzw. Wy(T)=A-5-d— f4

(Kursgewinn-/verlust des Finanzinstruments minus Payoff der Option). Risikofrei
bedeutet
W (T) = Wy(T).

Einsetzen und Auflésen nach A ergibt

A= fuzta_ bzw. W(T)=W,(T)=Wy(T) =

d-fu—u-fa
S (u—d) ’

u—d
Nun konnen wir diese beiden Beziehungen in
W(T) =W(0)e'" = (A-5+ fle”

einsetzen und nach dem fairen Preis auflosen:

el —d u—e'’ .
[= < Ju + fd) e T
u—d

u—d

Wir haben also den fairen Preis ohne Kenntnis der Wahrscheinlichkeiten fiir einen
Kursanstieg bzw. -abfall erhalten! Mehr noch, wenn wir die Abkiirzungen

TT*d ) 7uierT
P= u—d

e
)
u—d

p =
einfithren, kénnen wir diese Formel als

f=@fut@Q=p) fa)e"

schreiben. Der faire Preis f ergibt sich also gerade als der abgezinste Erwartungswert
des Payoffs der Option, wenn wir p und (1 — p) als Wahrscheinlichkeiten fiir einen
Kursanstieg bzw. -abfall interpretieren. Fithren wir diesen Gedankengang weiter,
dann folgt aus der Definition von p auch:

(pSu+(1—p)Sd)=Se™.

Aus dem No-Arbitrage-Prinzip folgt also, dass der Erwartungswert des Werts unse-
res Finanzinstruments zum Zeitpunkt T genau der Aufzinsung mit dem riskofreien
Zinssatz r entspricht.

Zusammenfassend kénnen wir folgendes festhalten:

e Aus dem No-Arbitrage-Prinzip ergeben sich ,, Wahrscheinlichkeiten*, die eine ri-
sikoneutrale Welt implizieren: Ein Investor erwartet auch von einer riskanten
Investition nicht mehr Ertrag als von einer risikofreien.

e Der Wert eines Derivats ergibt sich als der abgezinste Erwartungswert der Aus-
zahlung in einer risikoneutralen Welt.

Diese Prinzipien liegen auch der Black-Merton-Scholes-Formel zugrunde.
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28.3 Die Poisson-Verteilung

Diese Verteilung ist nach dem franzosischen Mathematiker und Physiker Siméon
Poisson benannt:

Definition 28.13 Eine Zufallsvariable X, die jeden der unendlich vielen Werte x =
0,1,2,... mit den Wahrscheinlichkeiten

P(X =z)=—e (A>0)
annehmen kann, heifit poissonverteilt mit dem Parameter A. Die zugehérige Ver-

teilung heifit Poisson-Verteilung. Kurzschreibweise: X ~ Po(\).
Fiir den Erwartungswert und die Varianz gilt:

p=EX)=2)\ und 0? = Var(X) = \.

Dass der Parameter der Poisson-Verteilung gerade ihr Erwartungswert ist, zeigt folgende Uberle-

gung:
> \i—1

o= A' - - -
X)= 3 i =0 = e A e =

=0

Analog sieht die Rechnung fiir die Varianz aus (sieche auch Ubungsaufgabe 9).

Oft interessiert man sich fiir die Anzahl X; irgendwelcher Vorkommnisse im Zeitraum
von 0 bis ¢t. Die Menge von Zufallsvariablen X;, ¢ > 0, heif}t Poisson-Prozess mit
Intensitét A, falls X; ~ Po(t \), falls also

Typische Poisson-Prozesse sind z. B. die Anzahl der Unfille pro Zeiteinheit oder die
Anzahl der Fehler pro Langeneinheit, allgemein die Anzahl irgendwelcher Vorkomm-
nisse pro Betrachtungseinheit, wenn folgende drei Voraussetzungen erfiillt sind:

e Die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten eines Vorkommnisses ist proportional
zur Beobachtungsdauer At (bzw. zur Linge As des betrachteten Artikels), aber
unabhéingig davon, ob man zu einem fritheren oder spéteren Zeitpunkt ¢ beob-
achtet (bzw. welchen c¢cm eines Zwirns man herausgreift).

e Die Wahrscheinlichkeiten fiir das Eintreten des Ereignisses in verschiedenen Ein-
heiten sind unabhéngig voneinander. (Beispiel: Die Wahrscheinlichkeit, dass in
einem bestimmten cm? des Blechs ein Lackfehler auftritt, ist unabhingig davon,
ob in einem anderen cm? ein Fehler ist.)

e Fiir kleines At ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass mehr als ein Vorkommnis
eintritt, im Vergleich zur Wahrscheinlichkeit, dass genau ein Vorkommnis eintritt,
vernachldssigbar klein (die Wahrscheinlichkeit dafiir sollte proportional zu (At)?
sein).

Unter diesen Voraussetzungen kann zum Beispiel die Anzahl X der Unfille pro Wo-
chenende, die Anzahl X der wihrend der Hauptgeschéftszeit pro Stunde eintreffen-
den Anrufe, die Anzahl X der Lackfehler pro cm? gefertigtem Blech oder die Anzahl
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X der Rosinen pro kg Kuchen poissonverteilt sein. Ob man tatséchlich (ndherungs-
weise) eine Poisson-Verteilung annehmen kann, wird durch bestimmte statistische
Tests beurteilt.

Satz 28.14 Es sei X; ~ Po(t \) ein Poisson-Prozess, dann gilt: X; — X, ~ Po((t —
s) A). Das heifit, die Anzahl der Vorkommnisse zwischen s und ¢ ist gleich verteilt
wie die Anzahl der Vorkommnisse zwischen 0 und ¢ — s (sie héngt nur von der
Intervalllinge, nicht aber von der Lage des Intervalls ab).

Man kann weiters zeigen, dass die Zeiten zwischen zwei Vorkommnissen exponentialverteilt mit
Parameter X sind.

Beispiel 28.15 Poisson-Verteilung

Angenommen, die Anzahl X der zur Hauptgeschéftszeit eintreffenden Anrufe in
einer Telefonzentrale ist poissonverteilt. Die Zentrale erhélt im Mittel 120 Anrufe
pro Stunde (= Schétzwert fiir den Erwartungswert). Wie gro8 ist die Wahrschein-
lichkeit, dass innerhalb einer Minute

a) kein Anruf  b) genau ein  ¢) hochstens drei  d) mehr als drei Anrufe ein-
treffen?

e) Stellen Sie die Wahrscheinlichkeitsverteilung graphisch dar.

Die Annahme der Poisson-Verteilung ist hier sicher nur in gewissen Zeitspannen (z.B. Haupt-
geschéftszeit) berechtigt, denn die Anzahl der Anrufer pro Stunde wird nicht iiber den ganzen Tag
konstant bleiben. Um Mitternacht wird es wohl weniger Anrufe als zu Mittag geben.

Losung zu 28.15 Die Zufallsvariable X = Anzahl der Anrufe pro Minute ist pois-
sonverteilt mit dem Erwartungswert A = 2. (Denn im Mittel 120 Anrufe pro Stunde
bedeuten im Mittel 2 Anrufe pro Minute.) Die Wahrscheinlichkeit fiir 2 Anrufe pro
Minute ist daher gleich

2r

a e .

a) P(X =0) = 3—? -e~2 = 0.135. Die Wahrscheinlichkeit, dass kein Anruf innerhalb
einer Minute (irgendeiner Minute wihrend der Hauptgeschiftszeit) eintrifft, ist also
etwa 13.5%.

b) P(X =1) = )i—j -e72 = 0.271. Es trifft also in etwa 27.1% aller Zeitintervalle der
Lange einer Minute genau ein Anruf ein.

¢) F3)=P(X<3)=P(X=0)+P(X=1)4+P(X =2)+P(X =3) =0.857. Die
Wahrscheinlichkeit, dass bis zu 3 Anrufe innerhalb einer Minute eintreffen, ist also
etwa 85.7%.

d) P(X >3)=1-F(3) =1—0.857 = 0.143. Es treffen also nur in etwa 14.3% aller
Zeitintervalle der Lénge einer Minute mehr als 3 Anrufe ein.

e) Siehe Abbildung 28.3. [ |

PX=x)=

Die Poisson-Verteilung ist eingipfelig. Je kleiner A ist, desto weiter links liegt der
Gipfel. Fiir grofleres A, etwa ab A > 10, wird die Verteilung anndhernd symmetrisch.

Die Poisson-Verteilung wird in der Praxis oft als Ndherung der Binomialver-
teilung verwendet:
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X = Anzahl der Anrufe pro Minute
pi
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Abbildung 28.3. Poisson-Verteilung mit A = 2.

Satz 28.16 Sei X nach Bi(n;p) verteilt. Wenn n — oo und p — 0 so, dass das
Produkt A = np konstant bleibt, dann ist X ndherungsweise poissonverteilt:

x

lim P(X::I:):A—ef)‘ firx =0,1,2,...

n—oo0,p—0 x!

Das bedeutet, dass fiir eine binomialverteilte Zufallsvariable fiir ,,n grof3 und p klein*
nidherungsweise die einfacher handzuhabende Poisson-Verteilung mit Parameter A =
np verwendet werden kann. Dabei gilt folgende Faustregel:

Faustregel: Wenn n g 50 und p < 0.1 ist, dann kann eine Binomialverteilung mit
den Parametern n und p durch die Poisson-Verteilung mit dem Parameter A =n - p
genahert werden.

Denn

Jm () v = i (2) -G e -
A

nn—1)(n—-—z+1) A

. F Mz _ 2yn—z _
7n1l>moo z! (n) . n)
A —-1)--(n— 1 A
X D ) A,
x! n—oo nx n

x

Und das ist gleich % -e~*, denn:

— 1) (n— 1
lim n(n ):(n—z+1) = lim
n—o0o n< n—ocon n n

nn—1 n—z+1

17

da jeder der Faktoren gegen 1 konvergiert. Weiters ist (per Definition) limy,— o0 (1— %)” =e

limps00(1— 2)

, und

* =1, da z irgendeine feste Zahl ist und der Klammerinhalt gegen 1 konvergiert.

Beispiel 28.17 Nidherung der Binomialverteilung durch die Poisson-
Verteilung

Eine Fabrik produziert Werkstiicke mit einem konstanten Ausschussanteil von
p = 0.002. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine Lieferung von n = 800
Werkstiicken hochstens zwei defekte Werkstiicke enthélt? Berechnen Sie diese
Wahrscheinlichkeit

a) exakt b) néherungsweise mithilfe der Poisson-Verteilung.
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Loésung zu 28.17
a) Die Zufallsvariable X = Anzahl der defekten Werkstiicke in der Lieferung ist
binomialverteilt mit den Parametern n = 800 und p = 0.002. Damit ist

P(X<2) = PX=0)+P(X=1)+P(X=2)
2
= Z (82()) -0.002" - 0.998%90—F = 0.783.
k=0

b) Die Zufallsvariable X kann als annihernd poissonverteilt betrachtet werden (da
n = 800 > 50 und p = 0.002 < 0.1 ist), mit dem Parameter A = 800-0.002 = 1.6.
Damit gilt fiir die gesuchte Wahrscheinlichkeit

1.6 1.6 1.6
~ a—1.6 ~1.6 -1.6 _
P(X <2)=e ol +e T +e T 0.783.
Die gesuchte Wahrscheinlichkeit kann also gut durch die ndherungsweise Annah-
me einer Poisson-Verteilung ermittelt werden. ]

28.4 Mit dem digitalen Rechenmeister

Der Erwartungswert wird mit Mean, die Varianz mit Variance berechnet. Die Wahr-
scheinlichkeit P(X = z) erhalten wir mit PDF (,,probability density function“) und
die Wahrscheinlichkeit P(X < ) wird mit dem Befehl CDF (,,cumulative distribution
function®) aufgerufen.

Hypergeometrische Verteilung

Mit HypergeometricDistribution[n, M, N] erhalten wir (symbolisch) die hypergeo-
metrische Verteilung mit den Parametern n, M, N. Wir kénnen nun z.B. den Er-
wartungswert und die Varianz berechnen:

In[1]:= hdist = HypergeometricDistribution[5,4,20];
{Mean[hdist], Variance[hdist|}//N
Out[1]= {1.,0.631579}
Hier wurde als Abkiirzung fiir die Verteilung die Variable hdist eingefiihrt. Die
Wahrscheinlichkeit P(X = 2) bzw. die Verteilungsfunktion F'(2) = P(X < 2) erhal-
ten wir mit:
In[2]:= {PDF|hdist,?2],CDF|[hdist,2]}//N
out[2]= {0.216718,0.968008}

Binomialverteilung

Mit BinomialDistribution|n, p] kann die Binomialverteilung aufgerufen werden:

In[3]:= bdist = BinomialDistribution[50,0.03]; PDF[bdist, 2]
Out [3]= 0.255518
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Poisson-Verteilung

Der Befehl fiir die Poisson-Verteilung ist PoissonDistribution[\]:
In[4]:= pdist = PoissonDistribution[1.6];CDF[pdist, 2]
Out[4]= 0.783358

28.5 Kontrollfragen

Fragen zu Abschnitt 28.1: Die hypergeometrische Verteilung

Erkliren Sie folgende Begriffe: Ziehen mit/ohne Zuriicklegen, hypergeometrisch ver-
teilte Zufallsvariable.

1. Wie viele Parameter hat eine hypergeometrische Verteilung? Welche Bedeutung
haben sie?

2. Richtig oder falsch?
In einem Behélter befinden sich N = 10 Kugeln, davon M = 7 blaue. Es werden
aus dem Behélter hintereinander ohne Zuriicklegen n = 5 Kugeln entnommen.
Dann ist die Zufallsvariable X= Anzahl der Ziehungen, bis zum ersten Mal eine
blaue Kugel gezogen wird hypergeometrisch verteilt mit den Parametern n = 5,
M =7 und N = 10.

3. Geben Sie die Formel fiir den Erwartungswert einer hypergeometrisch verteilten
Zufallsvariablen an.

Fragen zu Abschnitt 28.2: Die Binomialverteilung

Erklédren Sie folgende Begriffe: Bernoulli-Experiment, Bernoulli-Kette, binomialver-
teilte Zufallsvariable, Symmetrieeigenschaft der Binomialverteilung.

1. Wie viele Parameter hat die Binomialverteilung? Welche Bedeutung haben sie?
2. Unter welchen Voraussetzungen kann die Binomialverteilung als Nédherung der
hypergeometrischen Verteilung verwendet werden?

Fragen zu Abschnitt 28.3: Die Poisson-Verteilung

Erklidren Sie folgende Begriffe: poissonverteilte Zufallsvariable, Poisson-Prozess.

1. Wie viele Parameter hat die Poisson-Verteilung? Welche Bedeutung haben sie?
2. Unter welcher Voraussetzung kann die Poisson-Verteilung als Naherung der Bi-
nomialverteilung verwendet werden?

Losungen zu den Kontrollfragen

Lésungen zu Abschnitt 28.1

1. Drei Parameter: n (Stichprobenumfang), M (Anzahl der Elemente in der Grund-
gesamtheit mit der interessierenden Eigenschaft), N (Umfang der Grundgesamt-
heit).
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2. Falsch: Wenn man sich fiir die Anzahl der blauen Kugeln in der Stichprobe inter-
essiert hétte, dann wire diese Zufallsvariable hypergeometrisch verteilt gewesen.
(Die Zufallsvariable in der Angabe hat eine Gleichverteilung — sieche die Ubungs-
aufgabe 5 a) in Kapitel 27.)

— .M
3. p=n-§

Loésungen zu Abschnitt 28.2

1. Zwei Parameter: n (Stichprobenumfang) und p (Wahrscheinlichkeit fiir ,, Erfolg®).
2. Wenn der Stichprobenumfang n klein ist gegeniiber dem Umfang N der Grund-
gesamtheit, dann sind die Wahrscheinlichkeiten beim Ziehen ohne Zuriicklegen
(— fithrt auf eine hypergeometrische Verteilung) annihernd gleich grofi wie beim
Ziehen mit Zuriicklegen (— fithrt auf eine Binomialverteilung). Faustregel fiir die

. . N
Anwendung der Néherung: n 5 55.

Lésungen zu Abschnitt 28.3

1. Einen Parameter: Er ist gleich dem Erwartungswert der Poisson-Verteilung.
2. Wenn bei der Binomialverteilung p , klein“ und n ,,gro ist; Faustregel: p < 0.1,
n Z 50.

28.6 Ubungen

Aufwirmiibungen

1. Eine Lieferung von 50 Geréten enthélt 10 defekte Gerate. Wie grof3 ist die Wahr-
scheinlichkeit, in einer Stichprobe vom Umfang 4
a) kein defektes Gerdt b) hochstens ein defektes Gerdt c¢) mehr als ein de-
fektes Geréte vorzufinden?

d) Berechnen Sie den Erwartungswert der Anzahl an defekten Geriten.

2. Ein Batterietestgerat kann gleichzeitig 5 Batterien priifen. Unter 25 Batterien
sind 2 fehlerhaft. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass diese gleich beim
ersten Test entdeckt werden?

3. Ein Wiirfel wird 5-mal geworfen. Geben Sie die gesamte Wahrscheinlichkeitsver-
teilung der Zufallsvariablen X = Anzahl der geworfenen Einsen an und stellen
Sie sie in einem Stabdiagramm dar.

Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, bei 5 Wiirfen des Wiirfels

a) hochstens zwei Einsen b) mindestens drei Einsen zu wiirfeln?

¢) Wie viele Einsen kann man auf lange Sicht (bei vielen Wurffolgen mit 5
Wiirfen) erwarten?

4. In einer Produktion ist der Anteil fehlerhafter Einheiten gleichbleibend 4%. Wie
grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass in einer zufilligen Stichprobe von 50 Ein-
heiten  a) keine b) genau eine c) mehr als eine fehlerhafte Einheit
gefunden wird?
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Beim Toto sind 12 Tipps abzugeben. Berechnen Sie den Erwartungswert der
richtigen Tipps unter der Annahme, dass Sie von Fussball keine Ahnung haben
(d.h., bei jedem Tipp ist die Wahrscheinlichkeit, dass Sie richtig tippen, gleich
1

Ly,

%in Stoppschild wird von 10% der Fahrzeuge ignoriert. Wie grof ist die Wahr-
scheinlichkeit, dass von 50 Fahrzeugen mehr als 2 das Stoppschild ignorieren?
In einem Gerdt werden 6 Bauteile gleich stark beansprucht. Die Ausfallwahr-
scheinlichkeit liegt bei einem Bauteil (unabhéingig von den anderen) bei 3%. Wie
grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass mehr als ein Bauteil gleichzeitig ausfallt?
In einer Lieferung von 120 Bauteilen sind 18 defekt. Man entnimmt eine zufélli-
ge Stichprobe vom Umfang 10. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, mehr als
einen defekten Bauteil in der Stichprobe vorzufinden? Losen Sie a) exakt und b)
néherungsweise.

Bei der Herstellung von optischen Speichermedien treten stérende Staubteilchen
auf. Es wird angenommen, dass die Anzahl der Staubteilchen poissonverteilt ist,
mit durchschnittlich 0.05 Staubteilchen pro cm?. Wie groff ist die Wahrschein-
lichkeit, auf einer CD von 100 cm? weniger als 3 Staubteilchen zu finden?

Im Durchschnitt treffen 180 Anrufe pro Stunde bei der Telefonauskunft ein. Man
nimmt an, dass die Anzahl der Anrufe poissonverteilt ist. Wie grof3 ist die Wahr-
scheinlichkeit, dass innerhalb von drei Minuten mehr als 5 Anrufe eintreffen?
Bei einer Fertigung ist der Anteil fehlerhafter Einheiten gleichbleibend gleich
2%. Mit welcher Wahrscheinlichkeit findet man unter 50 entnommenen Einhei-
ten  a) keine b) hochstens zwei fehlerhafte Einheiten? Losen Sie exakt und
mithilfe einer N&dherung durch die Poisson-Verteilung.

In Mitteleuropa besitzen 45% der Menschen die Blutgruppe A. Wie gro8 ist die
Wahrscheinlichkeit, unter 5 zufilligen Blutspendern mindestens einen mit dieser
Blutgruppe vorzufinden?

Angenommen, die Anzahl der Druckfehler pro Seite ist durchschnittlich A = 0.2.
Mit welcher Wahrscheinlichkeit (Annahme einer Poisson-Verteilung) befinden
sich mehr als 2 Fehler auf 10 Seiten?

Lotto ,,6 aus 45“: X = Anzahl der richtigen Zahlen unter sechs gezogenen Zahlen.
Geben Sie die gesamte Wahrscheinlichkeitsverteilung von X an und stellen Sie
sie graphisch dar. Wie viele richtig getippte Zahlen kénnen Sie durchschnittlich
pro ausgefiilltem Lottoschein erwarten (Zusatzzahl wird nicht beriicksichtigt)?

Weiterfithrende Aufgaben

1.

Ein Kunde bezieht von einem Lieferanten Bauteile in Lieferungen zu je 1000
Einheiten. Bevor er eine Lieferung annimmt, macht er eine Stichprobenpriifung
im Umfang von 100 Einheiten. Er nimmt die Lieferung an, wenn er in der Stich-
probe hochstens 3 fehlerhafte Stiick findet. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit
fiir eine Annahme, wenn in der Lieferung

a) 10 b) 20 ¢) 100 Einheiten fehlerhaft sind?

Bitfolgen der Lénge 3 werden iiber einen Nachrichtenkanal gesendet, der Stérun-
gen ausgesetzt ist. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Bit falsch iibertragen wird
(d.h., dass eine gesendete Null als eine Eins ankommt oder umgekehrt), ist
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p = 0.001 (,Bitfehlerwahrscheinlichkeit”). Man interessiert sich fir X = An-
zahl der Bitfehler in einer zufillig gesendeten Bitfolge der Linge 3.

a) Geben Sie die Wahrscheinlichkeitsverteilung von X an.

b) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass (mindestens) ein Bitfehler auftritt?
¢) Wie viele Fehler sind im Mittel pro gesendeter Bitfolge zu erwarten?

Eine Fluggesellschaft weifl aus empirischen Untersuchungen, dass im Durch-
schnitt 10% der gebuchten Flugplitze storniert werden. Daher verkauft sie fiir
eine Maschine mit 100 Sitzpldtzen von vornherein 5% mehr Flugtickets. Wie
grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Maschine iiberbucht ist?

. In einem Unternehmen passieren pro Woche durchschnittlich g = 0.6 Arbeits-

unfille. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit (Poisson-Verteilung),
a) dass sich innerhalb einer Woche mehr als ein Unfall ereignet?
b) dass sich in zwei aufeinanderfolgenden Wochen kein Unfall ereignet?

. Leiten Sie die Symmetrieeigenschaft der Binomialverteilung (Satz 28.9) aus der

Symmetrieeigenschaft des Binomialkoeffizienten ((Z) = (nfz)) her.

. Berechnen Sie die erzeugende Funktion (Ubungsaufgabe 2 in Kapitel 27) der

Binomialverteilung. Leiten Sie daraus die Formel fiir den Erwartungswert und
die Varianz der Binomialverteilung her.

. Ein Unternehmen produziert mit einem konstanten Ausschussanteil von 3%. Wie

grof} ist die Wahrscheinlichkeit, unter 50 hintereinander entnommenen Einheiten
genau eine fehlerhafte Finheit vorzufinden? Loésen Sie exakt und mithilfe der
Né&herung durch eine Poisson-Verteilung.

. Kater Karlo zahlt in einer Bank 60 Hundert-Euro-Scheine ein, von denen 10

seiner eigenen Produktion entstammen. Der Bankangestellte priift 3 der einge-
zahlten Scheine auf Echtheit. Mit welcher Wahrscheinlichkeit fliegt Kater Karlo
auf? Losen Sie exakt und mithilfe einer Ndherung durch die Binomialverteilung.

. Berechnen Sie die erzeugende Funktion (Ubungsaufgabe 2 in Kapitel 27) der

Poisson-Verteilung. Leiten Sie daraus die Formel fiir den Erwartungswert und
die Varianz der Poisson-Verteilung her.

Lésungen zu den Aufwirmiibungen

1.

X = Anzahl der defekten Gerdite in der Stichprobe ist hypergeometrisch verteilt
mit n =4, M =10, N = 50.

a) P(X = 0) = % — 30.7%

b) P(X <1)=P(X =0)+ P(X =1) = 211T = 82.6%

O P(X>1)=1-P(X <1)=1- 201 =17.4%

Erwartungswert: 4 = 0.8

X = Anzahl der defekten Batterien unter finf getesteten Batterien ist hypergeo-
metrisch verteilt mit n =5, M = 2, N = 25. Daher P(X = 2) = 3.33%.

X ist binomialverteilt mit n = 5, p = %. Mogliche Werte: z = 0,1,2,3,4,5.
Wahrscheinlichkeit, genau z-mal Einsen zu werfen:

P(X =z) = (2) (%)x(g)5_m

Gesamte Wahrscheinlichkeitsverteilung daher:
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T 0 1 2 3 4 5
P(X =) | 0.4019 | 0.4019 | 0.1608 | 0.0322 | 0.0032 | 0.0001

X = Anzahl der Einsen
pi
0.4

0.3

0.2

0.1

0.0 T T + X;

0 1 2 3 4 Ts

a) P(X <2)=P(X =0)+P(X =1)+ P(X =2) = 5 =96.5%

b) P(X >3)=1—- P(X <2)=355%

¢) Erwartungswert p=n-p = 2.

X=Anzahl der fehlerhaften Einheiten in der Stichprobe ist binomialverteilt mit
n =50, p = 0.04.

a) P(X =0) = (7)0.04°(1 — 0.04)*° = 1-1-0.1299 = 12.99%

b) P(X =1) =27.06%

) PX>1)=1-P(X=0)—P(X=1)=59.95%

X=Anzahl der richtigen Tipps ist binomialverteilt mit n = 12, p =
tungswert: p =n-p=4.

X=Anzahl der Lenker, die das Schild ignorieren ist binomialverteilt mit n = 50,
p=01;P(X>2)=1-P(X=0)—P(X=1)— P(X =2)=288.83%
X=Anzahl der Bauteile, die ausfallen ist binomialverteilt mit n = 6,p = 0.03;
P(X >1)=125%

X = Anzahl der defekten FEinheiten ist hypergeometrisch verteilt mit n = 10,
M =18, N =120.

a) PX>1)=1-P(X=0)—P(X=1)=46.13%

b) Niherung durch die Binomialverteilung mit n = 10,p = % =0.15: P(X >
1)~ 1— ()0.15°(1 — 0.15)10 — (*7)0.15(1 — 0.15)° = 45.57%

Die Zufallsvariable X = Anzahl der Staubteilchen pro 100 ¢cm? ist poissonverteilt
mit dem Parameter A = 5 (0.05 Staubteilchen pro cm? entsprechen 5 Staubteil-
chen pro 100 cm?). Daher:

1,
5; Erwar-

50 o 5t o 5% .

P(X <3)= e tpe T ge = 12.47%.
X = Anzahl der Anrufe pro drei Minuten ist poissonverteilt mit A = 9 (180
Anrufe pro 60 Minuten entsprechen 9 Anrufen pro 3 Minuten). Damit: P(X >
5)=1-— P(X <5)=288.43%.
X=Anzahl der fehlerhaften Einheiten in der Stichprobe ist binomialverteilt mit
den Parametern n = 50 und p = 0.02. Daher:
a) P(X =0) = (7)0.02°(1 — 0.02)*° = 36.42%
b) P(X <2)=P(X =0)+ P(X =1)+ P(X =2) =92.16%
Da n > 50 und p < 0.1 ist, kann die Poisson-Verteilung mit A = 1 als Ndherung
verwendet werden:
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a) P(X =0)~ L -e~! = 36.79%

b) P(X <2)~ el Lol 4 Lol = 91.97%

Fiir jeden Menschen in Mitteleuropa ist die Wahrscheinlichkeit, Blutgruppe A
zu haben, konstant gleich p = 0.45. Wenn man 5 zuféllig ausgewéhlte Menschen
untersucht, so ist die Anzahl X der Personen darunter, die Blutgruppe A haben,
binomialverteilt mit n = 5, p = 0.45. Gesucht ist P(X > 1) =1 - P(X =
0) = 94.97%. (Bemerkung: X ist nicht hypergeometrisch verteilt, da die Wahr-
scheinlichkeit fiir Erfolg (=Blutgruppe A) pro Versuchsdurchfithrung (= Test
der Blutgruppe) immer konstant ist. Bei einer hypergeometrischen Verteilung
dndert sich die , Erfolgswahrscheinlichkeit“ bei jeder Versuchsdurchfithrung).
Die Anzahl X der Fehler pro 10 Seiten ist poissonverteilt mit A = 2. Daher:
P(X>2)=1-P(X <2)=3233%.

Die Anzahl X der richtigen Zahlen ist hypergeometrisch verteilt mit n = 6,
M = 6, N = 45. Wahrscheinlichkeitsverteilung:

T 0 1 2 3 4 5 6
P(X =2z)|401% | 42.4% | 15.1% | 2.2% | 0.1% | 0.0029% | 0.000012%

Erwartungswert: p = 6% = % = 0.8. D.h., im Mittel kann man 0.8 richtig ge-
tippte Zahlen pro Lottoschein erwarten (ohne Beriicksichtigung der Zusatzzahl).

(Losungen zu den weiterfithrenden Aufgaben finden Sie in Abschnitt B.28)
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Spezielle stetige Verteilungen

29.1 Die Normalverteilung

Die Normalverteilung ist ohne Zweifel die wichtigste Verteilung der Statistik. Sie ist
zu erwarten, wenn ein Merkmal, zum Beispiel die Fiillmenge X von automatisch
abgefiillten Glésern, sich aus einer Summe von vielen zufilligen, unabhéngigen Ein-
fliissen, von denen keiner dominierend ist, zusammensetzt. Solche Einfliisse kénnen
zum Beispiel sein: Auswirkungen von Temperatur oder Feuchtigkeit auf Automaten
und Material; kleine, anhaltende Erschiitterungen verschiedener Ursachen; Unre-
gelméBigkeiten in der Zusammensetzung eines Materials, usw. Alle diese Einfliisse
addieren sich zu moglichen Werten von X, die sich um eine mittlere Lage hiufen
und symmetrisch nach kleineren und gréfieren Werten hin immer seltener vorkom-
men. Diese Tatsache wird durch den zentralen Grenzwertsatz beschrieben, den wir
im n#chsten Abschnitt niher beleuchten werden.

Definition 29.1 Eine Zufallsvariable X heifit normalverteilt mit den Parametern
w1 und o, wenn sie die Dichtefunktion

1 1(
— e 3(55
flz)=——5="e

besitzt. Kurzschreibweise: X ~ N (u;02). Die zugehérige Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung heifit Normalverteilung oder auch Gauf3-Verteilung. Der Graph der Dich-
tefunktion wird Gauf’sche Glockenkurve genannt. Die Parameter p und o, die
in der Dichtefunktion vorkommen, sind Erwartungswert bzw. Standardabweichung
der Verteilung.

Der Name der Verteilung ist verbunden mit dem deutschen Mathematiker Carl Friedrich Gau$,
der eine Theorie der Beobachtungsfehler entwickelt hat. Die Normalverteilung wurde jedoch schon
zuvor vom franzosischen Mathematiker Abraham de Moivre (1667—-1754) untersucht. Er musste,
da er Hugenotte war, nach England flichen, wo er keine addquate Anstellung als Professor fand.
Daher musste er seinen Lebensunterhalt als Consultant fiir Gliicksspiele bestreiten.

Die Normierungseigenschaft ffooo f(x)dx =1 ist leider nicht so einfach nachzuvollziehen. Dass
der Erwartungswert p ist, folgt aus der Symmetrie um g (Satz 27.22). Die Varianz kann mit
partieller Integration nachgerechnet werden. Es reicht, diese Rechnung fiir die standardisierte Zu-
fallsvariable Z mit 4 = 0, ¢ = 1 zu machen (Ubungsaufgabe 6).

G. Teschl, S. Teschl, Mathematik fiir Informatiker, eXamen.press,
DOI 10.1007/978-3-642-54274-9 12, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2014
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Die Dichtefunktion der Normalverteilung mit Parametern p und o hat folgende
Eigenschaften (vergleiche Beispiel 20.25):

e Die Gaufi’sche Glockenkurve ist symmetrisch zu * = p und hat hier ihr einziges
Maximum. Es gibt zwei Wendepunkte an den Stellen p £+ . Damit legt o
(= Abstand der Wendepunkte von ) die Breite der Glocke fest.

e Der Flicheninhalt unter der Gauf3’schen Glockenkurve ist gleich 1. Das wird
durch den Faktor J\}ﬂ sichergestellt. Es folgt: Eine schmale Glocke (o klein) ist
hoch, eine breite Glocke (o grof}) ist niedrig.

Abbildung 29.1 zeigt die Dichtefunktion fiir verschiedene Werte von o.
o
0.6 /A

04} / \
0.2l \

/ ; \
I 7 I >

-2 0 2

L x

~f
(=)}

Abbildung 29.1. Gaufl’sche Glockenkurve mit 4 =2 und o =2 (—) bzw. 0 = 0.6 (- - -).

Die zugehorige Verteilungsfunktion

t—p

1) .

N|=

F(z)=P(X <z) = ! /_x o3 (

oV 2w

kann nur numerisch berechnet werden, da die Dichtefunktion f der Normalverteilung
keine elementare Stammfunktion besitzt. In der Praxis verwendet man zur Bestim-
mung von F'(z) daher oft Tabellen. Das Problem, dass F'(z) fiir verschiedenste Werte
von p und o tabelliert werden miisste, wird dadurch gelost, dass sich jede Normal-
verteilung auf die Standardnormalverteilung zuriickfithren ldsst. Deren Werte werden
dann aus der Tabelle abgelesen.

Definition 29.2 Eine Zufallsvariable Z heifit standardnormalverteilt, wenn sie
normalverteilt ist mit den Parametern p = 0 und 02 = 1. Thre Dichtefunktion ist
dann also

—_
n
S

und ihre Verteilungsfunktion ist

&(z) = P(Z < 2) = \/%/ e~ dt.

Fiir die Standardnormalverteilung wird meist der Buchstabe z oder u verwendet.
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Standardnormalverteilung ¢(z) Standardnormalverteilung ®(z)

1.0
0.8

0.6+

Abbildung 29.2. Standardnormalverteilung: ¢ = 0 und o = 1.

Die Standardnormalverteilung ist symmetrisch um null und hat (wie jede um null
symmetrische Verteilung) die folgende praktisch wichtige Eigenschaft:

Satz 29.3 Fiir die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung gilt:

D(—2z) =1—D(2).

Das ist in Abbildung 29.3 veranschaulicht: Der Flacheninhalt unter der Glockenkurve
ist gleich 1, und aus Symmetriegriinden ist daher #(—1.5) (= Flacheninhalt von —oco
bis —1.5) gleich 1 — &(1.5) (= 1 minus Flicheninhalt von —oo bis 1.5). Aufgrund

Abbildung 29.3. Symmetriecigenschaft der Standardnormalverteilung: ¢(—z) = 1 —d(z),
hier fir z = 1.5.

dieser Eigenschaft ist es ausreichend, die Werte &(z) nur fiir positives z zu tabellieren.

Beispiel: Um &(—1.5) zu erhalten, schligt man ¢(1.5) = 0.9332 in einer Tabelle nach

(siehe Abschnitt A.2) und berechnet dann ¢(—1.5) =1 — ¢(1.5) = 0.0668.
Folgende Erwartungswerte sind oft niitzlich:

Satz 29.4 Fiir die Momente einer standardnormalverteilten Zufallsvariablen Z gilt:

B _ 0, falls n ungerade
E(Z)_{ 1:3:5---(n—1), falls n gerade

Das Nachrechnen dieser Formel eignet sich gut als Ubungsaufgabe 6.
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Wie hiingt nun eine beliebige Normalverteilung N (y; 0?) mit der Standardnormal-
verteilung N (0;12) zusammen? Das sehen wir, wenn wir folgende Eigenschaft einer
Normalverteilung kennen:

Satz 29.5 (Linearitit der Normalverteilung) Sei X nach N(u;0?) verteilt

und a, b beliebige reelle Zahlen, a # 0. Dann ist die Zufallsvariable Y = aX + b

ebenfalls normalverteilt und hat die Parameter E(Y) = ap + b, Var(Y) = a?0>.

Das Besondere hier ist, dass die neue Zufallsvariable, die durch lineare Transformation entsteht,

wieder normalverteilt ist. Das folgt sofort aus Fy (y) = P(Y < y) = P(aX +b <y) = P(X <
yT_b) = FX(yT_b), indem Sie fy (y) = %fx(yT_b) ausrechnen. Die Formeln fiir den Erwartungswert
und die Varianz von Y kennen wir bereits aus Satz 27.25 und Satz 27.34.

Daraus folgt:

Satz 29.6 Sei X nach N(u;0?) verteilt. Dann ist die zugehorige standardisierte
Zufallsvariable
X—p

g

7 =

standardnormalverteilt. Zwischen den Verteilungsfunktionen F(z) = P(X < z) und
&(z) = P(Z < z) besteht folgender Zusammenhang;:

) bw f(@) = (L

(o (oa g

).

Fiir die p-Quantile gilt:
Tp =0 2p+ [

Die Werte ®(z) sind tabelliert (siche Abschnitt A.2). Sucht man also F'(z), so be-
rechnet man z = *=# und entnimmt dann den Wert &(z) einer Tabelle.

Beispiel 29.7 (—CAS) Berechnung mithilfe der Standardnormalvertei-
lung

Gegeben sind normalverteilte Messwerte mit dem Erwartungswert g = 4 und der
Standardabweichung ¢ = 2. Wie grof§ ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Mess-
wert a) hochstens 6 ist b) mindestens 2 ist ¢) zwischen 3.8 und 7 liegt?
(Siehe Abbildung 29.4.)

Loésung zu 29.7

a) Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist gleich dem Flicheninhalt unter der Glocken-
kurve bis # = 6. Diese Fliche ist gleich F'(6), was wir mithilfe der Verteilungs-
funktion der Standardnormalverteilung berechnen:

Fo)=o(* ) —a* 2

=@(1) =0.8413 = 84.1
. ) = (1) %

wobei der Wert ¢(1) numerisch berechnet oder einer Tabelle (sieche Abschnitt A.2)
entnommen werden muss.
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b) Nun suchen wir den Flicheninhalt unter der Glockenkurve ab x = 2. Diese
Fléche ist gleich 1 — F(2):
2—4

1= F(2) =1 - ¢(—5—) = 1= &(~1) = 1 = (1 - #(1)) = 0.8413 = 84.1%.

Hier haben wir die Symmetrieeigenschaft der Standardnormalverteilung verwen-
det, da nur die positiven Werte von @ tabelliert sind.

¢) Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist gleich dem Flédcheninhalt unter der Glocken-
kurve zwischen x = 3.8 und =z = T7:

F(7) — F(3.8) = #(1.5) — &(—0.1) = &(1.5) — 1 + &(0.1) = 47.3%.

02 020 0.20
0.15 0.15
0.1 0.10 0.10|

0.05 0.05

-2 0 2 4 6 8 10 -2 ' 2 4 6 8 10 -2 2 4 6 8 10

Abbildung 29.4. Gauf’sche Glockenkurve mit y = 4 und o = 2. Die schattierten Fléchen-
inhalte sind gleich F'(6), 1 — F(2) bzw. F(7) — F(3.8).

Auch die p-Quantile z, der Standardnormalverteilung sind tabelliert. (Falls man nur
eine Tabelle von @(z) hat, kann man auch p im Inneren der Tabelle suchen und dann
das zugehorige z, ablesen). Es reicht, die Quantile fiir p > 0.5 zu tabellieren, denn
aus der Symmetrie der Standardnormalverteilung folgt:

Satz 29.8 Sei 0 < p < 1 und z, das zugehorige p-Quantil der Standardnormalver-
teilung. Dann gilt:
Zp = —Rl—p-

Sucht man daher z, mit p < 0.5, so berechnet man 1 — p, sucht z;_, und verwendet
zp = —21—p. Beispiel: 292 = —29.5 = —0.8416.

Beispiel 29.9 (-CAS) p-Quantile

Pakete werden abgefiillt. Das Abfiillgewicht ist erfahrungsgemifl normalverteilt
mit g = 100 Gramm und ¢ = 5 Gramm. Legen Sie jenen Toleranzbereich u + ¢
fest, in den 90% aller Abfiillgewichte fallen.

Lésung zu 29.9 Nun haben wir es mit der umgekehrten Fragestellung zu tun, bei
der ein Flicheninhalt gegeben und ein Intervall gesucht ist. Wenn 90% aller Abfiill-
gewichte innerhalb von 100 + ¢ fallen sollen, so ist das gleichbedeutend damit, dass
links von 100 — ¢ und rechts von 100 + ¢ jeweils 5% aller Abfiillgewichte liegen (siehe
Abbildung 29.5). Es ist also
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0.08}
0.06-
0.04

0.02

8 100-c 100 c+100 15 120

Abbildung 29.5. Gesucht ist jener Wert ¢, fiir den F(100 — ¢) = 0.05.

100 — ¢ — 100 —c c
—_— ) =P(—)=1—-D(=).
) = a0 =1-a(5)

Daraus folgt @(£) = 0.95 bzw. £ = zp.95. Daher ist ¢ = 529.95 = 5-1.6449 = 8.22.

Innerhalb von 100 & 8.2 Gramm, d.h. im Intervall [91.8,108.2], liegen also 90% aller
Abfiillgewichte. ]

0.05 = F(100 — ¢) = &(

Oft interessiert man sich, wie in Beispiel 29.9, fiir jene Werte einer normalverteilten
Zufallsvariablen, die in einem symmetrisch um g gelegenen Intervall [ — ¢, p + (]
liegen. Wie zuvor erhalten wir
c
Plu—c <X < pute) = F(ute) = Flu— ) = (%) — &(-

) =23(5) — 1.

c c
o o
Wenn insbesondere der Abstand zu p als Vielfaches von o angegeben wird, also
¢ = ko mit k > 0, so spricht man von einem ko-Intervall. Dann hingt die Wahr-
scheinlichkeit nur von k, nicht aber von p oder o ab. Sie ist also fiir alle Normal-
verteilungen gleich! Zur Kontrolle von Ergebnissen bzw. zur schnellen Abschétzung
ist es praktisch, sich folgende Wahrscheinlichkeiten zu merken, die wir speziell fiir

k =1,2,3 erhalten:

Satz 29.10 Bei jeder Normalverteilung ist die Wahrscheinlichkeit, dass X

e ecinen Wert zwischen y — o und g + o annimmt, etwa 68.3%.
e cinen Wert zwischen p — 20 und g + 20 annimmt, etwa 95.5%.
e ecinen Wert zwischen p — 30 und p + 30 annimmt, etwa 99.7%.

Man kann also sagen: X nimmt fast immer einen Wert zwischen den 30-Grenzen
pE30 an. Mit anderen Worten: Bei sehr vielen Versuchsdurchfithrungen (Messungen)
werden nur etwa 3 von 1000 Werten aulerhalb der 30 Grenzen liegen.

Umgekehrt kénnen wir auch, wie in Beispiel 29.9, jenes Intervall [p — ¢, u +
suchen, in das p Prozent aller beobachteten Werte fallen. Dazu brauchen wir nur
p = 2®(£) — 1 nach c aufzulésen,

C=0 " "Z1+4p.
2

Das wird bei der Berechnung von Konfidenzintervallen verwendet (Abschnitt 30.3).
Ob tatséchlich eine Normalverteilung vorliegt, und mit welchem g und o, kann
nur empirisch mithilfe einer Stichprobe ermittelt werden.
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Das macht man zum Beispiel, indem man die empirische Verteilungsfunktion F'(z) der Stichprobe in
ein so genanntes Wahrscheinlichkeitsnetz einzeichnet. Das ist ein spezielles Koordinatensystem, bei
dem der MaBstab der y-Achse so gewihlt ist, dass die Verteilungsfunktion einer Normalverteilung
durch eine Gerade dargestellt wird und daher leicht erkannt werden kann. (In einem kartesischen, al-
so ,unverzerrten Koordinatensystem hat sie einen S-férmigen Verlauf). Vielleicht haben Sie schon
einmal mit einem logarithmischen Papier gearbeitet — das Wahrscheinlichkeitspapier ,,funktioniert
analog.

29.1.1 Anwendung: Value at Risk

In der Finanzmathematik ist aufier der Standardabweichung ( Volatilitit) ein weite-
res Ma$ fiir die Risikoabschéitzung iiblich. Ist X eine normalverteilte Zufallsvariable,
dann gibt das 0.05-Quantil jenen Wert an, unter den X mit 95%-iger Wahrschein-
lichkeit nicht fallen wird. Nach unseren Uberlegungen ist dieser Wert gegeben durch

Z0.05 = b — 20.950 = p — 1.650.

Der Wert 1.650 wird als Value at Risk (VaR) zum Konfidenzniveau 95% bezeich-
net. Er ist ein Risikomaf fiir den maximalen Verlust einer Aktie in einer vorgegebe-
nen Zeitspanne. Ublicherweise wird der VaR fiir die Zeitspanne von einem Tag und
ein Konfidenzniveau von 95% (VaR 1d,95%) oder fiir zehn Tage und ein Konfidenz-
niveau von 99% (VaR 10d,99%) ermittelt. Der VaR steigt mit dem Konfidenzniveau
und der Zeitspanne.

29.2 Die Normalverteilung als Nidherung

In diesem Abschnitt steht der zentrale Grenzwertsatz im Mittelpunkt. Er erklirt nicht nur das Ent-
stehen einer Normalverteilung, sondern bildet auch die Grundlage dafiir, um verschiedene andere
Wabhrscheinlichkeitsverteilungen (die umsténdlicher handzuhaben sind) durch eine Normalvertei-
lung zu approximieren. Insbesondere kdnnen auch diskrete Verteilungen auf diese Weise genéhert
werden.

Zuerst halten wir wir folgende Eigenschaft der Normalverteilung fest:

Satz 29.11 (Additionssatz der Normalverteilung) Seien X und Y unabhin-
gig und normalverteilt mit X ~ N(ux;0%) bzw. Y ~ N(uy;02). Dann ist ihre
Summe X +Y ebenfalls normalverteilt mit Erwartungswert px +py und Varianz
ox? + 0%, also:

X +Y ~ N(ux + py;ox> +0o2).

Interessant ist hier, dass die Summe wieder normalverteilt ist. Das ist eine Beson-
derheit der Normalverteilung. Voraussetzung fiir diese Additionseigenschaft ist al-
lerdings, dass die normalverteilten Zufallsvariablen unabhéngig sind.

Die Summe von zwei gleichverteilten Zufallsvariablen ist zum Beispiel nicht mehr gleichverteilt,

sondern dreieckverteilt. (Die Augenzahl eines Wiirfels ist gleichverteilt, die Augensumme zweier
Wiirfel ist dreieckverteilt: Abbildung 27.1.)

Dass die Erwartungswerte bzw. Varianzen sich addieren, ist keine Besonderheit von Normalvertei-
lungen. Das gilt fiir unabhéingige Zufallsvariable mit beliebigen Verteilungen (siehe Satz 27.23 bzw.
Satz 27.37).
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Satz 29.12 (Zentraler Grenzwertsatz) Seien Xj,...,X, unabhingige und
identisch verteilte Zufallsvariablen (sie brauchen nicht normalverteilt zu sein). Ihr
Erwartungswert sei jeweils y, die Varianz o2. Dann hat die Summe S = X;+...+X,,
den Erwartungswert ny und die Varianz no?. Fiir die zugehorige standardisierte Zu-
fallsvariable .

S—np X —p

=T ol

gilt:
lim P(Z < z) = &(2).

n—oo

Das bedeutet: Fiir hinreichend grofies n ist Z praktisch standardnormalverteilt.

Fiir endliches n ist Z umso besser ndherungsweise normalverteilt, je symmetrischer die Verteilung
der X; ist. Je asymmetrischer die Verteilung, umso gréofler muss n vergleichsweise gewéhlt werden,
um eine dhnliche Approximationsgiite zu erreichen.

In der Regel formuliert man den zentralen Grenzwertsatz, so wie hier, fiir die stan-
dardisierte Summe Z der X;. Damit sind aber auch die Summe S = X; +...+ X,
und das arithmetische Mittel X = %S fiir n — oo normalverteilt, denn alle drei
Zufallsvariablen unterscheiden sich nur um eine lineare Transformation. Man sagt,

dass sie asymptotisch (d.h. fiir n — o0) bzw. approximativ (= niherungsweise,
“

fiir groBes n) normalverteilt sind und deutet das durch das Symbol ,,~¢ an:
S = Xi+...4+ X, X N(nw;no?)
— 1 a o2
X = —(Xi4...+X,) S N(uw; —)
n n
X —
z = S "E 2N,

a/vn

Ein Grund, warum man den zentralen Grenzwertsatz nicht fiir S formuliert, ist, dass fiir n — oo
der zugehérige Erwartungswert nu und die Varianz no? unendlich grof8 werden.

Wesentlich an den Voraussetzungen zum zentralen Grenzwertsatz ist, dass die X;
nicht normalverteilt zu sein brauchen, sondern nur unabhéngig und identisch ver-
teilt sein miissen. Man kann sogar zeigen, dass der zentrale Grenzwertsatz noch
allgemeiner gilt: Die X; diirfen abhéngig und verschieden verteilt sein, nur darf kei-
nes der X; die iibrigen deutlich dominieren. Damit ist der zentrale Grenzwertsatz
die Begriindung dafiir, dass eine Zufallsvariable X in guter Naherung normalverteilt
ist, wenn sie als Summe von vielen kleinen zufélligen Effekten entsteht. Beispiele:
Messfehler (= Summe vieler zufélliger, unabhingiger Fehlerquellen, von denen keine
dominant ist), Gesamtumsatz eines grofieren Unternehmens (= Summe von vielen
zufilligen und unabhéngigen Einfliissen), der Gesamtenergieverbrauch einer Stadt,
usw.

Beispiel 29.13 Zentraler Grenzwertsatz
Betrachten wir die Augensumme X beim Wurf von n Wiirfeln:

X=X1+Xo+ -+ Xp,
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wobei X; die Augenzahl des i-ten Wiirfels ist. Die X; sind unabhéingig und jedes
X; ist gleichverteilt mit Erwartungswert p = 3.5 und Varianz o2 = 1—; =2.92.
Abbildung 29.6 zeigt die Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir n = 1,2, 10 Wiirfel
(anstelle der Stdbe wurden nur deren Hohen p; durch Punkte markiert) und die
entsprechende Gauf’sche Glockenkurve. Kleine oder grofle Augensummen treten
mit geringer Wahrscheinlichkeit auf, denn es kommt selten vor, dass alle Wiirfel
nur kleine oder nur grofle Augenzahlen haben. Je mehr Wiirfel man nimmt (d.h., je
mehr unabhiingige Einfliisse man hat), umso besser ergibt sich ein glockenférmiges

Aussehen.

X = Augensumme von | Wiirfeln X = Augensumme von 2 Wiirfeln X = Augensumme von 10 Wiirfeln

0.06

0.04]

0.02

2 x5 0005 x 000k , X

o 1 2 3 4 5 6 10 20 30 40 50 60

Abbildung 29.6. Wahrscheinlichkeitsverteilung der Augensumme von n Wiirfeln.

Aus dem zentralen Grenzwertsatz folgt, dass sich eine Binomial- oder eine Poisson-
Verteilung durch eine Normalverteilung néhern lassen:

Denn wir kdnnen ja eine binomialverteilte Zufallsvariable mit ¢ = n - p als Summe von n un-
abhingigen binomialverteilten Zufallsvariablen mit jeweils u = 1 - p schreiben. Analog kann eine
poissonverteilte Zufallsvariable mit Parameter p als Summe von n unabhéngigen poissonverteilten

Zufallsvariablen mit jeweils Parameter % aufgefasst werden.

Satz 29.14 (Nidherung einer Binomialverteilung) Sei X binomialverteilt mit
den Parametern n und p. Falls die Produkte np und n (1 — p) grof8 genug sind, kann
die Verteilungsfunktion Fz(x) der Binomialverteilung durch die Verteilungsfunktion
Fy(z) der Normalverteilung mit den Parametern

HW=n-p und o =n-p-(1-p)

gendhert werden:

z4+05—np

FB(ib)%FN(Z'+O5):@( np(l_p)

Faustregel: n-p- (1 —p) £ 9.

Wie immer stellt diese Faustregel nur einen Richtwert dar. Im Zweifelsfall sollten Sie mit dem exakt
berechneten Wert vergleichen.

Dadurch, dass man Fy an der Stelle 4+ 0.5 (und nicht an der Stelle z) als Nihe-
rung verwendet, gleicht man aus, dass eine binomialverteilte Zufallsvariable diskret,
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die Normalverteilung aber eine stetige Verteilung ist. Dadurch wird erreicht, dass
die Ubereinstimmung gerade an den Sprungstellen besonders gut wird (siche Abbil-
dung 29.7).

ohne Stetigkeitskorrektur mit Stetigkeitskorrektur

Abbildung 29.7. Binomialverteilung mit und ohne Stetigkeitskorrektur durch eine Nor-
malverteilung genahert.

Beispiel 29.15 (—+CAS) Niherung einer Binomialverteilung

Bei einer digitalen Ubertragung ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Bit fehlerhaft
iibertragen wird, immer gleich 107°. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass
unter 10 Millionen Bit mehr als 90 Bit fehlerhaft iibertragen werden?

Loésung zu 29.15 Die Anzahl X der fehlerhaft iibertragenen Bit ist binomialver-
teilt mit n = 10" und p = 107°. Danp(1—p) = 99.999 > 9, kann die Verteilungsfunk-
tion Fp(z) = P(X < z) der Binomialverteilung durch jene der Normalverteilung mit
w=mnp=100und o = \/np(1 — p) = 9.99995 genihert werden. Die Wahrscheinlich-
keit, dass mehr als 90 Bit fehlerhaft {ibertragen werden, ist daher ndherungsweise

90 + 0.5 —
P(X >90) = 1— Fp(90) ~ 1—d(2t2"H

= ®(0.95) = 82.89%.

)=1—®(—0.95) =

Der exakte Wert wire 1 — Fp(90) = 82.86%. [ ]

Satz 29.16 (Ndherung einer Poisson-Verteilung) Sei X poissonverteilt mit
dem Parameter \. Wenn A\ grofl genug ist, kann die Verteilungsfunktion Fp(z) der
Poisson-Verteilung durch die Verteilungsfunktion Fy(x) der Normalverteilung mit
den Parametern

nw=A und 0?2 =\
gendhert werden:
z+0.5—A

Fp(z) = Fn(z + 0.5) = &( iy

).

Faustregel: A £ 9.

Auch hier verbessert die Stetigkeitskorrektur die Giite der Approximation an den
Sprungstellen der Poisson-Verteilung.
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Beispiel 29.17 (—CAS) Niherung einer Poisson-Verteilung

Die Anzahl von Staubteilchen pro Volumseinheit sei poissonverteilt mit dem Er-
wartungswert 20. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, weniger als 15 Staubteilchen
pro Volumseinheit vorzufinden?

Losung zu 29.17 Da der Erwartungswert A = 20 > 9 ist, ndhern wir durch die
Normalverteilung mit p = 20,0 = v/20:

1440.5 - 20
P(X <14)=Fp(l4) # p(—————) =1 — $(1.23) = 10.93%.
(<10 = Fp(10) ~ (OS2 1 a(1.23) 10989
Der exakte Wert wire Fp(14) = 10.49%. [ ]

Auch die hypergeometrische Verteilung H yl, M, N) kann durch die Normalverteilung mit den Pa-
—n

_ M 2 _ M M " )
rametern p = n<- und 0 =nx (1 — 5) gendhert werden:

N-1

z+405—nM

M M\N—n '
ny (1= F)N=1

Faustregel: n2L z 4.

29.3 Drei wichtige Priifverteilungen

Wir besprechen in diesem Abschnitt wichtige Verteilungen, die von Priifgrofien ange-
nommen werden: die Chi-Quadrat-Verteilung, die ¢-Verteilung und die F-Verteilung.
Eine PriifgréBle ist eine Vorschrift, nach der aus einer vorliegenden Stichprobe
ein Wert berechnet wird. Sie ist somit selbst eine Zufallsvariable. Beispiele fiir
PriifgroBen sind der Stichprobenmittelwert oder das Verhéltnis der Varianzen aus
zwei Stichproben.

Die Chi-Quadrat-Verteilung

Definition 29.18 Seien 71, ..., Z,, unabhingige und standardnormalverteilte Zu-
fallsvariablen. Dann heiflt die Verteilung der Zufallsvariablen

X=Z{+...+ 2,
Chi-Quadrat-Verteilung (oder y2-Verteilung) mit m Freiheitsgraden. Kurz-
schreibweise: X ~ x?(m).

Erwartungswert und Varianz sind gegeben durch:

E(X)=m, Var(X)=2m.

Die Formeln fiir Erwartungswert und Varianz folgen sofort aus Satz 27.23 bzw. Satz 27.37 zusammen
mit den Formeln E(Z?) = 1, E(Z%) = 3 fiir die Standardnormalverteilung (nach Satz 29.4).
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Die Anzahl der Freiheitsgrade einer Zufallsvariablen kann man sich als die Anzahl der ,frei
verfiigbaren Beobachtungen vorstellen: Das ist der Stichprobenumfang n minus der Anzahl der
aus der Stichprobe geschitzten Parameter. Wenn man zum Beispiel die Summe aus drei Messwer-
ten kennt, dann lassen sich zwei Messwerte frei wihlen. Der dritte ist nicht frei wihlbar, da er
durch die vorgegebene Summe festgelegt ist. Von n Messwerten, deren Summe bekannt ist, sind
also n — 1 frei wiahlbar. Daher ist zum Beispiel n — 1 der Freiheitsgrad der Varianz.

Abbildung 29.8. x>-Verteilungen mit m =1 (—), m =2 (---), m =5 (--) und m = 8
(= —) Freiheitsgraden.

Abbildung 29.8 zeigt die Dichtekurven von x2-Verteilungen mit verschiedenen Frei-
heitsgraden. Sie sind unsymmetrisch und ab m = 3 unimodal (d.h., sie besitzen
genau ein Maximum). Fiir wachsende Anzahl m der Freiheitsgrade werden sie we-
niger unsymmetrisch und néhern sich (gemdfl dem zentralen Grenzwertsatz) der
Gauf’schen Glockenkurve der Normalverteilung mit x4 = m und o2 = 2m .

Die Dichte kann explizit angegeben werden:
1 m _q

f@) = 5 2
()
fiir > 0 und f(z) = 0 sonst. Dabei ist I'(x) die Gammafunktion (siche Beispiel 21.26).

Die Quantile der Verteilung werden in der Praxis aus einer Tabelle abgelesen (sie-
he Abschnitt A.3) bzw. numerisch berechnet. Fiir hinreichend grofies m konnen die
p-Quantile an;p der y2-Verteilung mit m Freiheitsgraden durch jene der Normalver-

teilung approximiert werden: an;p ~ /2m z,+m. Eine etwas bessere Approximation
erhélt man mit

2
=) fir  m 230,

Tt 9Im

2
2 o
Xm;p & m(l - 97m

wobei z, das p-Quantil der Standardnormalverteilung ist.

Satz 29.19 Sei S? die Varianz und X das arithmetische Mittel einer zufilligen
Stichprobe Xj,...,X,, vom Umfang n, die aus einer normalverteilten Grundge-
samtheit mit Varianz o2 stammt. Wir setzen voraus, dass die n Beobachtungen
X1,..., X, unabhéngig erfolgt sind. Dann besitzt die Zufallsvariable

Z”: (Xi;Y)Z (™ —021)52

i=1

eine x2-Verteilung mit m = n — 1 Freiheitsgraden.




29.3 Drei wichtige Priifverteilungen 337

Diese Aussage erscheint auf den ersten Blick offensichtlich, da die Y; = X ia X normalverteilt sind.
Sie sind aber nicht unabhéngig, da Y7 + --- 4+ Y, = 0 gilt. Eine kann also durch die restlichen
ausgedriickt werden, und das ist auch der Grund warum es nur n — 1 Freiheitsgrade sind!

Analog wie fiir die Normalverteilung gibt es auch fiir die y2-Verteilung einen Addi-
tionssatz:

Satz 29.20 (Additionseigenschaft) Wenn zwei unabhéngige Zufallsvariable X;
und X5 nach x%(my) bzw. x%(mz) verteilt sind, dann ist die Zufallsvariable X; + X5
ebenfalls y2-verteilt mit m; + mo Freiheitsgraden.

Die t-Verteilung

Diese Verteilung wurde vom englischen Chemiker und Statistiker William Gosset,
1876-1937, eingefiihrt. Er hat unter der Pseudonym ,,Student®“ vertffentlicht, was
den Namen der Verteilung erklért.

Definition 29.21 Gegeben sind die beiden unabhéngigen Zufallsvariablen X und
Z, wobei X chi-quadrat-verteilt mit m Freiheitsgraden und Z standardnormalverteilt
sei. Dann heiflt die Verteilung der Zufallsvariablen

Z
VX/m

t-Verteilung (oder Student-Verteilung) mit m Freiheitsgraden. Kurzschreibwei-
se: T' ~ t(m). Erwartungswert und Varianz sind gegeben durch:

ET) = 0 furm>1,

Var(T) = % fir m > 2.

Der Erwartungswert existiert fiir m = 1 nicht, da das zugehorige Integral divergiert. Die Varianz
existiert fiir m = 1,2 nicht. Die Dichte der t-Verteilung ist

oo T e
f”‘mn%)(l*m) ’

wobei I'(z) wieder die Gammafunktion bedeutet.

Abbildung 29.9 zeigt die Dichtekurven von t-Verteilungen mit verschiedenen Frei-
heitsgraden. Sie sind alle symmetrisch um null mit dem einzigen Maximum bei null.
Im Vergleich zur Standardnormalverteilung sind sie niedriger und zu den Enden
dafiir flacher verlaufend. Fiir m — oo konvergieren die Dichtekurven gegen die Glo-
ckenkurve der Standardnormalverteilung,.

Die Quantile der Verteilung werden in der Praxis aus einer Tabelle abgelesen
(siehe Abschnitt A.4) bzw. numerisch berechnet. Sie werden vor allem fiir Schéitz-
und Testverfahren fiir den Erwartungswert einer Normalverteilung benttigt, deren
Varianz nicht bekannt ist. Fiir hinreichend grofies m koénnen die p-Quantile ,,,,
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Abbildung 29.9. t-Verteilungen mit m =1 (—), m =2 (---) und m = 20 (--) Freiheits-
graden.

der t-Verteilung mit m Freiheitsgraden durch jene der Standardnormalverteilung
_m_

approximiert werden: t,,, ~ /- =

zp. Eine etwas bessere Approximation erhalt

man mit
142

4m
wobei z;, das p-Quantil der Standardnormalverteilung ist.

tmip & 2p(1 +

) fir m 2 30),

Satz 29.22 Sei S die Standardabweichung und X das arithmetische Mittel einer
zufillligen Stichprobe Xji,..., X, vom Umfang n, die aus einer normalverteilten
Grundgesamtheit mit Erwartungswert p stammt. Wir setzen voraus, dass die n Be-
obachtungen X1, ..., X, unabhéingig erfolgt sind. Dann besitzt die Zufallsvariable

_ X
~ S8/vn

eine t-Verteilung mit m = n — 1 Freiheitsgraden.

T

Die F-Verteilung

Diese Verteilung ist nach dem britischen Statistiker und Biologen Ronald A. Fisher
benannt (1890-1962):

Definition 29.23 Seien X; und X, unabhingige Zufallsvariablen, die y2-verteilt
mit m, bzw. mg Freiheitsgraden sind. Dann heifit die Verteilung von

Xl/ml

X =
Xo/mo

F-Verteilung (oder Fisher-Verteilung) mit den Freiheitsgraden m; und mo.
Kurzschreibweise: X ~ F(mq;ms). Erwartungswert und Varianz sind gegeben durch

E(X) = m;”i 5 fir mg>2,
2m3(my +mg — 2)

Var(X) = 1 (ms — 4)(my — 22 fiir  mo > 4.
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Der Erwartungswert existiert fiir m = 1,2 nicht, da das zugehorige Integral divergiert. Die Varianz
existiert fiir m = 1,2, 3 nicht. Die Dichte ist gegeben durch:

G I
r=———(— 2 ,
FORI(R) ma’ (14 g 20522
m2

fiir > 0 und f(x) = 0 sonst.

Abbildung 29.10. F-Verteilungen mit verschiedenen Freiheitsgraden. Links: m: =
1,me = 10 (—), mi = 3,mg = 10 (---) und m;y = 10,mz = 10 (--). Rechts:
my =10,ma =2 (—), m1 =10,m2 =3 (--+) und m1 = 10,m2 = 10 (- -).

Die Dichtekurven (Abbildung 29.10) sind linkssteil und streben fiir + — oo gegen
0. Da die Quantile Fy,,.m,;p aufgrund der zwei Freiheitsgrade sehr aufwéindig zu
tabellieren sind, werden sie in der Regel nur fiir ausgewihlte Werte der Freiheitsgrade
angefiihrt. Es geniigt weiters, nur Quantile mit Wahrscheinlichkeiten ab p > 0.5 zu
tabellieren, da die folgende Beziehung gilt:

1
Fnyimai—p = F
m2imi;p

Denn die Verteilungsfunktion erfiillt F(X < z) = F(% > %) =1- F(% < l).

x

Die Quantile der F-Verteilung werden bei Testverfahren der Regressions- und Vari-
anzanalyse verwendet, sowie bei der Konstruktion von Konfidenzintervallen fiir den
Anteilswert einer Grundgesamtheit.

Satz 29.24 Seien S? und S? die Varianzen von zwei unabhiingigen zuflligen Stich-
proben vom Umfang n; bzw. ng, die aus zwei normalverteilten Grundgesamtheiten
stammen. Dann besitzt die Zufallsvariable

2 2
_ 5103

X ==L
53 ot

eine F-Verteilung mit den Freiheitsgraden m; = n; — 1 und my = ny — 1.

29.4 Mit dem digitalen Rechenmeister

Wie schon bei den diskreten Verteilungen kann der Erwartungswert mit Mean und
die Varianz mit Variance berechnet werden. Die Anweisung CDF (,cumulative
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distribution function®) gibt die Verteilungsfunktion ' und der Befehl PDF (,,probability
density function®) liefert die Dichtefunktion f.

Normalverteilung

Mit NormalDistribution[u, o] erhélt man (symbolisch) die Normalverteilung mit
den Parametern p, o:

In[1]:= ndist = NormalDistribution[4, 2][;

CDF[ndist, 6]//N
Out[1]= 0.841345
(Wir haben diese Normalverteilung mit ndist abgekiirzt, um sie z. B. handlicher als
Argument des CDF-Befehls schreiben zu kénnen.) Wenn Sie nicht numerisch rechnen
(also //N weglassen), so bekommen Sie einen symbolischen Output, der hier die
Errorfunktion erf(z) enthélt. Sie ist nichts anderes als eine Abkiirzung fir das
(nur numerisch berechenbare) Integral erf(z) = % Iy e~ dt.

p-Quantile

Das p-Quantil einer Verteilung erhalten wir mit dem Befehl Quantile [vertedlung,
pl. Fiir eine Normalverteilung ergibt sich zum Beispiel:

In[2]:= Quantile[NormalDistribution[100,5],0.05]
Out[2]= 91.7757

Die Normalverteilung als Ndherung

Naherung der Binomialverteilung:

In[3]:= n=10";p = 10"% u =np;0 = \/np(1 — p); x = 90;
1—{CDF[BinomialDistribution|n, p|, x|, CDF[NormalDistribution|u, o], x+

0.5]}//N

out[4]= {0.828616,0.828945}
Né&herung der Poisson-Verteilung:

In[5]:= A = 20;x = 14;
{CDF[PoissonDistribution[)], x], CDF[NormalDistribution[\, VA],x +

0.5]}//N

Out[6]= {0.104864,0.109379}

Priifverteilungen

Das 0.9-Quantil der Chi-Quadrat-Verteilung mit m = 12 Freiheitsgraden ist

In[7]:= Quantile[ChiSquareDistribution[12],0.9]
Out[7]= 18.5493

Das 0.9-Quantil der ¢t-Verteilung mit m = 12 Freiheitsgraden erhalten wir mit
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In[8]:= Quantile[StudentTDistribution[12],0.9]
Out[8]= 1.35622

Das 0.95-Quantil der F-Verteilung mit m; = 2 und my = 12 Freiheitsgraden berech-
net sich so:

In[9]:= Quantile[FRatioDistribution[2,12],0.95]
Out[9]= 3.88529

29.5 Kontrollfragen

Fragen zu Abschnitt 29.1: Die Normalverteilung

Erkldaren Sie folgende Begriffe: Normalverteilung, Gaufi’sche Glockenkurve, Stan-
dardnormalverteilung, Symmetrie der Standardnormalverteilung, p-Quantil, ko-
Intervalle.

1.
2.
3.

Wann ist eine Normalverteilung zu erwarten?

Welchen Wert hat  a) &(0) b) 2057

Die Quantile der Standardnormalverteilung kénnen in der Regel nur fiir Wahr-
scheinlichkeiten > 0.5 aus der Tabelle abgelesen werden. Warum ist das ausrei-
chend? Wie erhalten Sie zum Beispiel zq.17

Welche Bedeutung haben die Parameter der Normalverteilung?

Was trifft fiir die Standardnormalverteilung zu (z € R beliebig):

a) (—z) = —P(z) b) &(—2)=1—-P(2) c) P(—z) =1+ P(z)

Richtig oder falsch (a # 0, b seien beliebige reelle Zahlen):

a) Wenn X normalverteilt ist, dann ist auch aX + b normalverteilt.

b) Die Verteilung von aX + b ist immer gleich der Verteilung von X.

Fragen zu Abschnitt 29.2: Die Normalverteilung als Niherung

Erkliren Sie folgende Begriffe: Additionssatz der Normalverteilung, zentraler Grenz-
wertsatz, asymptotisch normalverteilte Zufallsvariable.

1.

Richtig oder falsch:

a) Die Summe von zwei normalverteilten Zufallsvariablen ist wieder normalver-
teilt.

b) Die Summe von zwei gleichverteilten Zufallsvariablen ist wieder gleichver-
teilt.

Seien X und Y unabhéingig und normalverteilt mit ux = 2, 0% = 1 bzw. py = 4,
0?2 = 0.5. Geben Sie die Verteilung, den Erwartungswert und die Varianz von
X +Y an.

Was sagt der zentrale Grenzwertsatz?

a) Die Summe von ,vielen“ identisch verteilten Zufallsvariablen ist niherungs-
weise normalverteilt.

b) Die Summe von ,,vielen“ identisch verteilten und unabhéngigen Zufallsvaria-
blen ist ndherungsweise normalverteilt.



342 29 Spezielle stetige Verteilungen
Fragen zu Abschnitt 29.3: Drei wichtige Priifverteilungen

Erkliren Sie folgende Begriffe: Priifverteilung, Chi-Quadrat-Verteilung, t-Verteilung,
F-Verteilung.

1. Wie viele Parameter hat

a) die Chi-Quadrat-Verteilung b) die ¢-Verteilung c) die F-Verteilung
2. Welche Verteilung ist symmetrisch?

a) Chi-Quadrat-Verteilung b) t-Verteilung ¢) F-Verteilung
3. X7 und X, seien standardnormalverteilt. Welche Verteilung hat:

DXPHX3 DX o

Losungen zu den Kontrollfragen

Loésungen zu Abschnitt 29.1

1. Eine Normalverteilung ist zu erwarten, wenn sich ein Merkmal als Summe von
vielen zufélligen, voneinander unabhéngigen, gleichberechtigten Einfliissen er-
gibt.

2. a) 50% b) 0

3. Bs gilt 21—, = —z,. Wegen 201 = —z2p.9 geniigt es daher, den Wert von 29
tabelliert zu haben.

4. Das Maximum der Glockenkurve liegt an der Stelle p, und die beiden Wende-
punkte liegen an den Stellen p + o.

5. a) falsch (alle Funktionswerte von @ sind positiv)
b) richtig
c) falsch (alle Funktionswerte von @ sind kleiner als 1, denn das ist die gesamte
Flédche)

6. a) richtig b) falsch

Loésungen zu Abschnitt 29.2

1. a) Falsch: Das gilt nur, wenn die beiden normalverteilten Zufallsvariablen un-
abhéngig sind!
b) Falsch: Die Summe ist dreieckverteilt.

2. Normalverteilung mit y =2 +4 =6 und 0> =1+0.5=1.5

3. a) falsch b) richtig

Loésungen zu Abschnitt 29.3

1. a)l b) 1 c) 2

2. Nur die t-Verteilung.

3. a) chi-quadrat-verteilt (m = 2) b) normalverteilt (u = 0, 02 = 1/2)
c) t-verteilt (m = 2); denn X /v/2 ist standardnormalverteilt, und X? + X3 ist
chi-quadrat-verteilt mit m = 2.
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29.6 Ubungen

Aufwirmiibungen

1.

Messwerte X sind normalverteilt mit 4 = 40 mm und o = 4 mm. Wie grof§ ist
die Wahrscheinlichkeit, dass ein Messwert

a) hochstens 50 mm b) mindestens 37 mm ¢) genau 29 mm ist.

d) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Messwert um weniger als 6 mm
vom Erwartungswert abweicht?

Das Abfiillgewicht von Kekspackungen ist normalverteilt mit p = 299 g und
o = 2 g. Es ist ein Toleranzbereich von 300+ 5 g vorgegeben. Mit welcher Wahr-
scheinlichkeit liegt eine abgefiillte Packung auflerhalb dieses Toleranzbereichs?
Der elektrische Widerstand X von elektronischen Bauteilen ist normalverteilt
mit g =200 {2 und o = 10 2.

a) Wie viel Prozent der Bauteile halten einen Mindestwert von 190 {2 ein?

b) Welcher Widerstandswert wird nur von 2% aller Bauteile iiberschritten?

. In einem Fertigungsprozess von elektronischen Bauteilen ist die Ausschussrate

praktisch gleichbleibend 4%. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass in einer
Stichprobe von 1000 Einheiten

a) hochstens 50 Stiick b) mindestens 35 Stiick fehlerhaft sind?

In einem Servicecenter gibt es (zur Hauptgeschiftszeit) pro Stunde durchschnitt-
lich 16 Kundenanfragen. Die Anzahl der Anfragen kann als poissonverteilt an-
genommen werden. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass weniger als 10
Kundenanfragen pro Stunde eintreffen?

Die Dichtefunktion der x2-Verteilung mit 4 Freiheitsgraden ist gegeben durch:

0 , firz<0
f(x){ %e_%, firxz >0

a) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit P(X < 4).
b) Geben Sie die Verteilungsfunktion F'(z) = P(X < z) an.
¢) Berechnen Sie das 0.95-Quantil.

Weiterfithrende Aufgaben

1.

Die Reaktionszeit X eines Autolenkers kann als normalverteilt angenommen wer-
den. Angenommen, der Erwartungswert betrigt 0.6 Sekunden und die Standard-
abweichung 0.08 Sekunden.

a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist die Reaktionszeit grofer als 0.5 Sekunden?
b) Uber welchem Wert liegt die Reaktionszeit mit 99%-iger Wahrscheinlichkeit?
Ein Assessment-Test, bei dem Punkte zu erreichen sind, ist ndherungsweise nor-
malverteilt mit ¢ = 100 Punkten und o = 50 Punkten.

a) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit eine Punkteanzahl zu erreichen, die
grofler als 120 ist.

b) Bestimmen Sie jene Punkteanzahl, die hochstens 10% der Bewerber errei-
chen.
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In einem grofien Netzwerk treten pro Tag im Durchschnitt 16 Stérungen auf. Man
kann annehmen, dass die Anzahl der Stérungen poissonverteilt ist. Wie grof} ist
die Wahrscheinlichkeit, dass pro Tag mehr als 20 Stérungen auftreten?

Einem Hersteller ist bekannt, dass 3% der produzierten Halbleiter die Endkon-
trolle nicht bestehen. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass in einer Stich-
probe von 1000 Chips mindestens 25 fehlerhaft sind?

Leiten Sie die Dichtefunktion der x2(1)-Verteilung aus Kenntnis der Dichtefunk-
tion der Standardnormalverteilung her.

Tipp: X = Z2 ist fiir standardnormalverteiltes Z chi-quadrat-verteilt mit m = 1.
Verwenden Sie nun P(X < z) = P(Z? < x) um die Verteilungsfunktion von X
durch jene von Z auszudriicken.

Zeigen Sie, dass Satz 29.4 gilt. (Tipp: Zeigen Sie mithilfe partieller Integration,
dass E(Z") = (n — 1)E(Z"~2) und verwenden Sie E(Z") = E(1) = 1.)
Weibull-Verteilung: Die Weibull-Verteilung ist gegeben durch

Ft)=1—e (F)".

Sie wird fiir die Modellierung von Lebensdauern verwendet. Dabei ist 1" die cha-
rakteristische Lebensdauer, bei der die Ausfallwahrscheinlichkeit gleich F(T') =
1— 1 =63.2% ist. Zeigen Sie:
a) Ist X Weibull-verteilt, so gilt

E(X") = T"I'(1+ %).
Insbesondere

2 1

Var(X) = T*(I'(1 + 7)) -+ 5)2).
(Tipp: Substitution s = (%)® und Vergleich mit der Definition der Gammafunk-
tion I'(x) (siehe Beispiel 21.26).)
b) Ist X exponentialverteilt mit Parameter k, so ist Y = X ¢ Weibull-verteilt mit
Parametern T'=%k7° und b =
(Tipp: P(Y <y) = P(X <y).)
Logarithmische Normalverteilung: Eine Zufallsvariable X > 0 heifit loga-
rithmisch normalverteilt, wenn In(X) normalverteilt ist. Kurz X ~ LN (u,0?).

E(X)=TTI(1+ %),

o=

In der Finanzmathematik nimmt man meist an, dass die Renditen von Aktien logarithmisch
normalverteilt sind.

Zeigen Sie:

a) Verteilungsfunktion und Dichte sind gegeben durch

Fw) = oM e oy = Lo iy,

(Tipp: P(X < z) = P(In(X) < In(x)).)
b) Erwartungswert und Varianz sind gegeben durch:
0,2
E(X)=e""%,  Var(X)=e*t7 (7" —1).
Zeigen Sie die Formel fiir den Erwartungswert (schwer). (Tipp: Substitution
x = e und danach in der Exponentialfunktion quadratisch ergdnzen um mit der
Normalverteilung vergleichen zu konnen.)
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Losungen zu den Aufwirmiibungen

1.

a) P(X < 50) = F(50) = ¢(2229) = ¢(2.5) = 99.38%, wobei wir ¢(2.5) =
0.9938 aus der Tabelle abgelesen haben.

b) P(X >37)=1-P(X <37)=1-F(37) =1-&(320) =1 - ¢(-0.75) =
1—(1—=9(0.75)) = ¢(0.75) = 77.3%

¢) 0 (wie bei jeder stetigen Verteilung)

d) P(34 < X < 46) = F(46) — F(34) = &(440) — p(240) = ¢(1.5) — D(—1.5)
=¢(1.5) - (1— 5)) =2¢(1.5) —1=2-0.9332 -1 = 86.7%

2(1.
. P(295 < X < 305) = F(305)—F(295) = ¢(35729) —¢(2255299) — ¢(3)—P(—2)

=P(3)— (1—9(2)) = 0.9759 ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass eine Packung
im Toleranzbereich liegt. AuBlerhalb des Toleranzbereichs liegt eine Packung da-
her mit der Wahrscheinlichkeit 1 — P(295 < X < 305) = 0.0241 = 2.4%.
a) P(X > 190) = 1 — P(X < 190) = 1 — F(190) = 1 — &(12%200) =
1-d(-1)=1-(1-9(1)) =P(1) = 84.1%
b) 0.98 = F(zg.9s) = $(*-23-200) Wir lesen aus der Tabelle fiir die Standard-
normalverteilung ab, dass der Funktionswert 0.98 angenommen wird, wenn das
Argument ndherungsweise gleich 2.05 ist. Es muss also %&200 = 2.05 sein.
Daraus folgt xg.9s = 10 - 2.05 + 200 = 220.5. Das heifit, ca. 98% aller Bauteile
haben einen Widerstand unter 220.5 2.
Die Anzahl X der fehlerhaften Einheiten in der Stichprobe ist binomialverteilt
mit » = 1000 und p = 0.04. Wegen np (1l — p) = 38.4 > 9 kann durch eine
Normalverteilung mit p = 40 und o = 6.2 genéhert werden:
a) P(X <50) = Fp(50) =~ Fn(50.5) = 95.5%.
b) P(X >35)=1—P(X <35)=1—Fp(34) = 1 — Fn(34.5) = 81.3%.
Wegen = 16 > 9 kann durch eine Normalverteilung mit 4 = 16 und ¢ = 4
gendhert werden: P(X < 10) = P(X <9) = Fp(9) =~ Fn(9.5) = 5.2%.
4

a) P(X < 4) = f04 Le /2y = —L(z +2)e7/? =1- 2, wobei partiell
integriert wurde. ’

= [ te7¥2dt =1 — J(z +2)e™*/? fiir © > 0, und F(z) = 0 sonst.
c) F( ) =1— %(z+2)e ?/2 = 0.95. Diese Gleichung ist nach z aufzulésen. Sie
kann nur numerisch gelost werden: xg.95 = 9.488.

(Losungen zu den weiterfithrenden Aufgaben finden Sie in Abschnitt B.29)
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Schlielende Statistik

30.1 Einfithrung

Wir betrachten eine endliche oder unendliche Grundgesamtheit (z.B. die Bevilke-
rung eines Landes, alle Artikel aus einer laufenden Produktion). Wenn sie endlich
ist, so bezeichnen wir ihren Umfang mit V. An den Elementen der Grundgesamtheit
interessiert uns ein Merkmal X (z.B. Alter, Durchmesser, ...).

Wir gehen weiters davon aus, dass es nicht moglich ist, alle Elemente der Grund-
gesamtheit zu untersuchen (z. B. weil die Grundgesamtheit unendlich grof} ist, weil
die Untersuchung eines Elementes dieses zerstéren wiirde, oder es organisatorisch
nicht méglich/zu teuer ist). Daher ziehen wir eine Stichprobe vom Umfang n, be-
trachten die Realisationen z1,...,z, des interessierenden Merkmals, und schliefen
davon auf die Grundgesamtheit.

Fiir die Stichprobe werden zufillig Elemente aus der Grundgesamtheit gew#hlt
(ohne Zuriicklegen). Da die Stichprobe und somit die Ausprigungen des Merkmals
X in ihr vom Zufall abhéngen, liegt es nahe, sie mithilfe von Zufallsvariablen zu
beschreiben:

Definition 30.1 Eine Zufallsstichprobe vom Umfang n ist eine Folge X7, ..., X,
von unabhéingigen, identisch verteilten Zufallsvariablen. Dabei ist X; die Merkmals-
ausprigung des i-ten Elements der Stichprobe. Die X; heiflen Stichprobenvaria-
blen.

Wird eine Stichprobe gezogen, so nehmen Xi,...,X,, die konkreten Werte (Reali-
sationen) 1, ..., an.

Beispiel 30.2 Zufallsstichprobe

X = Abfillgewicht einer Tafel Schokolade ist das interessierende Merkmal in
der Grundgesamtheit aller produzierten Tafeln einer Anlage. In einer Stichpro-
be Xi,..., X109 vom Umfang 10 kénnten sich zum Beispiel die Werte (in Gramm)

100,97, 101, 96, 98, 102, 96, 100, 101, 98

ergeben. In einer anderen Stichprobe finden wir wohl andere Werte.

G. Teschl, S. Teschl, Mathematik fiir Informatiker, eXamen.press,
DOI 10.1007/978-3-642-54274-9 13, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2014
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Eine Stichprobe wird, wie gesagt, iiblicherweise ohne Zuriicklegen gezogen. Das be-
deutet, dass nur im Fall einer unendlichen Grundgesamtheit die X; unabhéngig und
identisch verteilt sind. Wir werden daher im Folgenden einen hinreichend groflen
Umfang N der Grundgesamtheit voraussetzen (und einen dazu vergleichsweise klei-
nen Stichprobenumfang n), sodass das Ziehen der einzelnen Elemente die Grundge-
samtheit nur geringfiigig &ndert. Dann konnen die X; praktisch als unabhingig und
identisch verteilt angenommen werden.

Mit dieser Voraussetzung kénnen wir leichter rechnen, denn sie ermoglicht z. B. die Anwendung des

zentralen Grenzwertsatzes und die daraus resultierende Approximation durch eine Normalverteilung
(siehe Abschnitt 29.2).

Die Information, die wir iiber das Merkmal X in der Grundgesamtheit haben
mochten, ldsst sich oft durch einen Parameter 6 ausdriicken. Beispielsweise konn-
ten wir am durchschnittlichen Gewicht einer Schokoladentafel aus der laufenden
Produktion interessiert sein, also am Erwartungswert des Gewichtes X. Ein solcher
Parameter ist eine feste, aber uns unbekannte Zahl. Er wird mithilfe der Stichprobe
geschétzt.

Beispiel 30.3 Parameter einer Grundgesamtheit, Schitzung mithilfe ei-

ner Stichprobe

a) Grundgesamtheit: Studierende in einem bestimmten Jahr an einer bestimmten
Universitét (also eine endliche Grundgesamtheit). X = Alter. Wir interessieren
uns fiir das durchschnittliche Alter in der Grundgesamtheit, also fiir das arith-
metische Mittel 0 = %(xl +...4+xyN), wobel z; das Alter der i-ten Person der
Grundgesamtheit ist. Gehen wir davon aus, dass es nicht méglich /zu aufwiindig
ist, alle Elemente der Grundgesamtheit zu untersuchen. Daher schitzen wir 6
mithilfe des arithmetischen Mittels in einer Stichprobe.

b) Grundgesamtheit: alle Schokoladentafeln einer laufenden Produktion. X =
Gewicht einer Tafel. Interessierender Parameter 6: durchschnittliches Gewicht.
Da die Grundgesamtheit nun unendlich ist, wird das durchschnittliche Gewicht
einer Tafel durch den Erwartungswert von X repriisentiert, also § = F(X). Er
wird ebenfalls durch das arithmetische Mittel einer Stichprobe geschétzt.

Beachten Sie, dass 6 keine Zufallsvariable ist. Sein Wert ist dem Untersuchenden
zwar unbekannt, er ist aber nicht vom Zufall abhéngig.

Von einer Stichprobe kann mit unterschiedlichen Methoden auf die Grundgesamt-

heit geschlossen werden. Wir unterscheiden dabei Punktschitzungen, Inter-
vallschitzungen und Hypothesentests.

30.2 Punktschitzungen

Um den Parameter 6 zu schitzen, wird aus den Werten einer Stichprobe ein Schétz-
wert gebildet:

Definition 30.4 Eine Funktion 7T(Xi,...,X,) der Stichprobenvariablen heift
Stichprobenfunktion. Sie ist selbst wieder eine Zufallsvariable. Wenn sie zur
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Schétzung eines Parameters 6 der Grundgesamtheit verwendet wird, so wird sie
Schitzfunktion (oder Schitzstatistik oder Schiitzer) fiir 0 genannt.

Die Schétzfunktion T ist also eine Zufallsvariable, deren Realisationen Schitzwerte
sind, die von den zugrunde liegenden Stichproben abhéingen.

Beispiel 30.5 Schitzfunktion

a) Interessierender Parameter der Grundgesamtheit: durchschnittliches Gewicht
1 einer Schokoladentafel. Schétzfunktion: arithmetisches Mittel X = (X7 +
...+ X,,) einer Stichprobe. Die konkrete Stichprobe aus Beispiel 30.2 liefert
den Schitzwert (= Realisation der Schéitzfunktion) T = 98.9.

b) Interessierender Parameter der Grundgesamtheit: Varianz o2 des Gewichtes ei-
ner Schokoladentafel. Schétzfunktion: Varianz 52 = —L- 3" | (X; — X)? einer
Stichprobe. Die konkrete Stichprobe aus Beispiel 30.2 ergibt den Schétzwert
s2 = 4.77.

¢) Interessierender Parameter der Grundgesamtheit: Anteil p der Schokoladen-
tafeln unter 100 g. Schitzfunktion: Anteil P der Schokoladentafeln unter 100
g in einer Stichprobe. Die konkrete Stichprobe aus Beispiel 30.2 liefert den

Schétzwert p = 2 = 50%.

Ein Schatzwert hangt von der gezogenen Stichprobe ab, daher diirfen wir nicht davon
ausgehen, dass er den gesuchten Parameter der Grundgesamtheit genau trifft. Wir
erwarten aber von einer guten Schitzfunktion, dass die Schitzwerte, die sie liefert,
im Mittel richtig sind. Weiters wiinschen wir uns, dass die Schitzung umso genauer
wird, je groBer die zugrunde liegende Stichprobe ist:

Definition 30.6 Eine Schétzfunktion T heifit erwartungstreu (oder unverzerrt,
engl. unbiased), wenn ihr Erwartungswert gleich dem zu schéiitzenden Parameter ist,
das heif3t

E(T) = 6.

Eine Schétzfunktion heiflt konsistent, wenn sie stochastisch gegen 6 konvergiert:

lim P(|T— 6| <e)=1 fiir beliebiges € > 0.

n— oo

Sie heifit konsistent im quadratischen Mittel, wenn die erwartete quadratische
Abweichung im Grenzwert verschwindet:

lim E((T —6)?) = 0.

n—oo

Eine Schéatzfunktion 7" kann mit einem fest montierten Gewehr verglichen werden, das auf eine
Zielscheibe gerichtet ist. Der zu schitzende Parameter 6 entspricht der Mitte der Zielscheibe. Je-
de Schéitzung ist ein Schuss auf die Zielscheibe. Durch zuféllige Einfliisse trifft man nicht immer
dieselbe Stelle. Bei einem erwartungstreuen Gewehr sind die Einschussstellen gleichméflig um den
Mittelpunkt der Zielscheibe verstreut. Je nach Varianz streuen sie mehr oder weniger. Ein nicht
erwartungstreues Gewehr wiirde hingegen zum Beispiel systematisch zu weit nach links zielen.
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Wegen

E(T - 6)?) E(T?) — 20E(T) + 6* = E(T?) — E(T)? + (E(T) — 6)*

Var(T) + (E(T) — 0)?

bedeutet Konsistenz im quadratischen Mittel, dass sowohl die Varianz von T als
auch die Abweichung E(T") — 0 fiir wachsenden Stichprobenumfang n verschwindet.
Insbesondere ist eine erwartungstreue Schéitzfunktion konsistent im quadratischen
Mittel, wenn ihre Varianz fiir wachsenden Stichprobenumfang n verschwindet.
Konsistenz im quadratischen Mittel ist die starkere Figenschaft, denn es gilt:

Satz 30.7 Ist eine Schétzfunktion konsistent im quadratischen Mittel, so ist sie auch
konsistent.

Das folgt aus der Ungleichung von Tschebyscheff.

In Satz 27.44 haben wir gezeigt, dass das arithmetische Mittel erwartungstreu und
konsistent im quadratischen Mittel ist. Vollkommen analog folgt das fiir jede Schétz-
funktion 7', die von der Form T = 1 3" | T; ist und fiir die E(T}) = 6 gilt. Damit
erhalten wir auf einen Schlag:

Satz 30.8 Die Schatzfunktionen

. X (arithmetisches Mittel) fiir u,
e P (empirischer Anteil) fiir p und
F

° (empirische Verteilungsfunktion) fiir F

sind erwartungstreu und konsistent im quadratischen Mittel.

Fiir den Anteil p aller Elemente in der Grundgesamtheit mit einer bestimmten Eigenschaft lautet
die Stichprobenfunktion

wobei P; nur die Ausprigungen 0 (Eigenschaft nicht vorhanden) und 1 (Eigenschaft vorhanden)
hat. Zum Beispiel kénnte eine Stichprobe vom Umfang 5 so aussehen: 1,1,0,1,0. Dann ist P =
% b= 11404140 %, also 3 von 5 Elementen haben die gewiinschte Eigenschaft. Fiir F
siehe Satz 27.47.

Sehen wir uns nun die Schatzfunktion

1 - — 1 - n =2
S2 = X, —X)? = X2 - X

2

fiir die Varianz o° an. Sie haben sich sicher schon gefragt, warum man hier durch
n — 1 dividiert (und nicht durch n). Der Grund ist, dass S nur in diesem Fall erwar-
tungstreu ist:

Satz 30.9 Die Schitzfunktion S? (empirische Varianz) fiir o2 ist erwartungstreu
und konsistent.
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Da fiir beliebige Zufallsvariablen E(X?2) = Var(X) + E(X)? gilt, folgt aus Satz 27.44
2 2 2 2 a? 2
E(Xj)=0c"4+p* und E(X")=—+p°.
n
Also gilt

n

1 n —2 n n o2
2\ _ 2y _ _ 2 2y _ o~ 2y _ 2
B(S?) = g 2 BO) — I B = It v - () =

und damit ist S? erwartungstreu.
Mit der Schéatzfunktion

1 —
2:7 Xz—Xz

~ n—1

% =

wiirde o2 systematisch unterschitzt werden, denn der zugehérige Erwartungswert
ist )
5 n—1 o
E(5%) = ——E(S?) = 0% — —.
(5%) = —E(s?) a

Dass die nahe liegende Schétzfunktion 52 nicht erwartungstreu fiir o2 ist, liegt daran, dass die
Abweichungen vom Mittelwert X, der ja aus derselben Stichprobe stammt, verwendet werden.
Ersetzen wir X durch p, so erhalten wir die erwartungstreue Schiitzfunktion % S (X — w)2. Sie
ist fiir die Praxis aber unbrauchbar, da p in der Regel unbekannt ist.

Fiir wachsenden Stichprobenumfang n geht aber der Korrekturfaktor gegen 1, der
Unterschied zwischen S2 und dem verzerrten Schiitzer S? verschwindet also. Man
sagt, dass 52 asymptotisch erwartungstreu ist.

Achtung: Aus der Tatsache, dass S? erwartungstreu fiir die Varianz o? ist, folgt
nicht, dass S erwartungstreu fiir die Standardabweichung o ist. Man kann aber
zeigen, dass S asymptotisch erwartungstreu und konsistent ist. Das Gleiche gilt
auch fiir den empirischen Korrelationskoeflizienten r,, als Schitzfunktion fiir die
Korrelation pxy. Das Stichprobenquantil z, als Schatzfunktion fiir das Quantil z,
ist ebenfalls konsistent.

30.3 Intervallschitzungen

Eine Punktschitzung liefert uns einen Wert, der in der Regel den zu schitzenden Pa-
rameter nicht genau trifft. Ob bzw. wie weit der Schétzwert daneben liegt, ist offen.
Eine Intervallschétzung behebt diesen Mangel. Hier wird mithilfe einer Stichprobe
ein Intervall bestimmt, das den gesuchten Parameter § mit einer hohen Wahrschein-
lichkeit {iberdeckt. Diese Wahrscheinlichkeit wird vorab gewéhlt.

Definition 30.10 Ein Intervall,

[gu(Xl, ©o 'aXn)ago(Xla coo )Xn)},

dessen Grenzen aus Stichprobenwerten berechnet werden, und das mit einer vorge-
gebenen Wahrscheinlichkeit 1 — a den gesuchten Parameter 6 der Grundgesamtheit
iiberdeckt,
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PO € [gu(X1s. s Xn)s go(X1s.. Xn)]) = 1 — a,

heifit Konfidenzintervall (oder Vertrauensintervall oder Vertrauensbereich)
zum Niveau 1 — . Man nennt 1 — o Konfidenzniveau (oder Vertrauenswahr-
scheinlichkeit, auch Sicherheit).

Damit ist o die Wahrscheinlichkeit, dass das Verfahren ein Konfidenzintervall liefert,
das den Parameter nicht {iberdeckt:

P(0 ¢ [gu(Xla-~~3Xn)>go(X1,~~';Xn)]) =a.

Man nennt « daher auch Irrtumswahrscheinlichkeit. Meist wird 0.95 (manchmal
auch 0.9 oder 0.99) als Konfidenzniveau verwendet. Das bedeutet: Bei oftmaliger
Anwendung des Verfahrens iiberdecken die berechneten Konfidenzintervalle in etwa
95% aller Fille den gesuchten Parameter der Grundgesamtheit, und in 5% der Fille
erfassen sie ihn nicht.

Es ist nahe liegend zu sagen, der Parameter 6 fillt mit 95%-iger Wahrscheinlichkeit ins Konfidenz-
intervall, aber streng genommen ist es umgekehrt: das Konfidenzintervall fillt um den Parameter.
Denn die Grenzen des Konfidenzintervalls hingen vom Zufall ab, und nicht der Parameter. Wir

konnen also gar nicht davon sprechen, dass 6 etwas mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit macht,
da 6 zwar unbekannt, aber fest ist, und nicht vom Zufall abhingt.

Wir betrachten im Folgenden Konfidenzintervalle fiir

den Erwartungswert einer Normalverteilung bei bekannter Standardabweichung,
den Erwartungswert einer Normalverteilung bei unbekannter Standardabwei-
chung,

den Erwartungswert einer beliebigen Verteilung bei groflem Stichprobenumfang,
den Vergleich der Erwartungswerte von zwei Normalverteilungen,

die Varianz bzw. Standardabweichung einer Normalverteilung,

eine Wahrscheinlichkeit (einen Anteilswert) bei kleinem und grofiem Stichprobe-
numfang.

Die Idee und die prinzipielle Vorgehensweise ist dabei in allen Féllen &hnlich. Wir
werden sie nun ausfiihrlich anhand des Konfidenzintervalls fiir x4 einer Normalver-
teilung bei bekanntem o besprechen:

Konfidenzintervall fiir den Erwartungswert einer Normalverteilung bei
bekannter Standardabweichung

Bei der Herstellung von Schokoladentafeln sei das Verpackungsgewicht X normal-
verteilt mit Standardabweichung ¢ = 2 (Gramm). Der Sollwert liegt bei 100. Der
Hersteller mochte weder haben, dass p < 100 (denn dann miisste er Reklamatio-
nen der Verbraucher befiirchten), noch dass p > 100 (unnotige Verschwendung und
damit finanzielle Verluste). Eine Stichprobe vom Umfang n = 10 ergibt ein arith-
metisches Mittel von T = 98.9. Ist das eine zufillige Abweichung, oder ist das Ver-
packungsgewicht tatsichlich zu gering eingestellt? Wir fragen mit anderen Worten
danach, ob man aufgrund dieser Stichprobe noch immer davon ausgehen kann, dass
der Erwartungswert des Verpackungsgewichtes gleich dem Sollwert ist?
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Uberlegen wir, wie wir diese Frage beantworten kénnen: Wir gehen von einer normalverteilten
Zufallsvariablen X aus, deren Standardabweichung o bekannt ist. Gesucht ist ihr Erwartungswert
p. Wir ziehen dazu eine Stichprobe Xi,..., X, vom Umfang n, wobei die X; unabhingig und
normalverteilt nach N (u; o2) sind.

Eine Schitzfunktion fiir i ist das Stichprobenmittel X, das wegen Satz 29.11 ebenso normalver-
teilt ist, ebenfalls mit Erwartungswert p, aber geringerer Varianz % (Satz 27.44). Die zugehorige
standardisierte Zufallsvariable ist standardnormalverteilt:

X —p
Z = ~ N(0;1).
o/ (0;1)
Wahlen wir als Konfidenzniveau zum Beispiel den Wert 1 — o = 0.90. Wir méchten also den
gesuchten Erwartungswert mit 90%-iger Wahrscheinlichkeit eingrenzen.
Nun bestimmen wir jenen z-Wert, fiir den die Fliche unter der Glockenkurve der Standardnor-

malverteilung zwischen —z und 42z gerade gleich 1 —a = 0.90 ist (siehe Abbildung 30.1). Aufgrund

-3 —2095 —1

Abbildung 30.1. Die Fliche unter der Glockenkurve zwischen dem 0.05- und 0.95-Quantil
ist gleich 1 — a = 0.90.

der Symmetrie ist das gerade das (1 — §)-Quantil der Standardnormalverteilung, also 2y _, /2. Aus
1 —a = 0.90 erhalten wir o = 0.10 bzw. § = 0.05 und damit 1 — § = 0.95. Das zugehorige Quantil
ist also zg.95 = 1.645.

Was haben wir damit gewonnen? Wir wissen nun, dass das standardisierte Stichprobenmittel
Z mit 90%-iger Wahrscheinlichkeit einen Wert zwischen —1.645 und +1.645 annimmt. Allgemein
nimmt es mit Wahrscheinlichkeit 1 — o einen Wert zwischen —2;_, /5 und 2;_,/2 an. Das heifit:

X —
090 = P(—1.645< 2 <1.645) =P <—14645 < s 1.645>
o/v/n

(o2 —_— o
= P[l-164>—< X —u<1.645—
( Vo \/ﬁ)

— o — o
= PlX-1645—<u<X+1645—].
( Vo \/ﬁ)
Es wurden hier nur die Ungleichungen im Argument von P so umgeformt, dass nun in Worten

dasteht: Mit 90%-iger Wahrscheinlichkeit liegt p im Intervall [X — 1.645%,Y + 1.645%]. Die

Grenzen des Intervalls enthalten die Zufallsvariable X, sind also selbst Zufallsvariablen. Das ist
aber klar, denn sie hingen ja von der gezogenen Stichprobe ab.

Wir brauchen nun nur noch den Mittelwert T = 98.9 aus unserer konkreten Stichprobe und die
gegebenen Werte n = 10 bzw. o0 = 2 einzusetzen, und schon haben wir das zu dieser Stichprobe
gehorende Konfidenzintervall:

2 2
98.9 — 1.645——,98.9 4+ 1.645——] = [97.9,99.9].
[ o o) = | ]
Dieses Intervall enthélt mit 90%-iger Wahrscheinlichkeit den gesuchten Erwartungswert der Scho-
koladengewichte. Das Sollgewicht 100 g ist darin nicht enthalten. Also ist mit 90%-iger Wahrschein-
lichkeit der Erwartungswert (er wird mit dieser Wahrscheinlichkeit vom Konfidenzintervall erfasst)
ungleich dem Sollgewicht (denn dieses liegt auBerhalb des Konfidenzintervalls).
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Um das gesuchte Konfidenzintervall zu bestimmen, sind zusammenfassend folgende
Schritte notwendig:

Konfidenzintervall fiir u eines normalverteilten Merkmals bei bekanntem

ag:

Wiéhle ein Konfidenzniveau 1 — a (z. B. 0.90, 0.95 oder 0.99).
Ziehe eine Stichprobe vom Umfang n und berechne Z.
Bestimme das Quantil z;_,/p der Standardnormalverteilung.
Dann iiberdeckt das Konfidenzintervall

[ ]
T — 21— ==, T 9F Zil— —
1 Oz/Qﬁa 1 a/Qﬁ

den gesuchten Erwartungswert p mit der Wahrscheinlichkeit 1 — a.

Einige Bemerkungen dazu:

Der kleine Wert « ist die Wahrscheinlichkeit, dass ¢ vom Konfidenzintervall nicht
iiberdeckt wird. Das bedeutet: Wenn wir viele Stichproben ziehen und jedes Mal
ein Konfidenzintervall zum gleichen Niveau 90% berechnen, dann wird in ca. 10%
aller Félle der Parameter u nicht iiberdeckt.

Das Konfidenzintervall ist zentriert um das arithmetische Mittel T der zugehori-
gen Stichprobe. Die linke und die rechte Intervallgrenze liegen im Abstand
21—« /Qﬁ von Z. Die Lange des Intervalls ist also gleich

L= 221—&/2%'

Aus der Formel fiir die Lange des Konfidenzintervalls sehen wir, dass es (bei
gleichem «) umso kiirzer wird, je grofer der Stichprobenumfang n ist. Das ist
einleuchtend, denn je mehr Information verwertet wird, umso besser kann der
Parameter eingegrenzt werden.

Ebenso sehen wir aus der Formel, dass das Konfidenzintervall (bei gleichem Stich-
probenumfang) umso linger wird, je grofler das Konfidenzniveau 1 — « ist.

Denn je groBer die Fliche 1 — a zwischen —z1_, /2 und 2z1_4 /2 ist, umso grofer ist das Quantil
21_a/2-

Ein Intervall zum Niveau 99% ist also bei gleichem Stichprobenumfang linger
als ein Intervall zum Niveau 90%. Im Grenzfall, dass das Konfidenzniveau gegen
1 geht, ergibt sich ein unendlich langes Konfidenzintervall. Klar, denn mit 100%-
iger Sicherheit kann man nur sagen, dass der Parameter irgendwo auf der reellen
Achse liegt.

Ofters gibt man vor, wie eng man den Parameter (mit der Wahrscheinlichkeit
1 — «) eingrenzen moéchte. Man legt also eine maximale Lénge Ly, des Konfi-
denzintervalls fest, und fragt nach dem dafiir zumindest notwendigen Stichpro-
benumfang. Wenn wir die Bedingung

g
221—04/27 < Lmam

NG
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umformen, so sehen wir, dass der Stichprobenumfang dazu

22’1—a/20 ?
> - =
"= ( Lmaw
erfiillen muss.

e Wir sind hier von einem zweiseitigen Konfidenzintervall ausgegangen. Manch-
mal ist man nur an der Abweichung in eine Richtung interessiert.
Zum Beispiel ist fiir eine Verbraucherorganisation nur eine Abweichung des Schokoladenge-

wichts vom Sollwert nach unten interessant; bei einer Abweichung nach oben wiirde sie sich
beim Hersteller wohl nicht beschweren.

Eine solche Fragestellung fithrt auf ein einseitiges Konfidenzintervall. Dabei
ist die untere Intervallgrenze gleich —oo,

i

(—OO,Y + 21—«

bzw. die obere Intervallgrenze gleich oco:

(X — zl_ai, 00).

N

Es wird analog zum zweiseitigen Konfidenzintervall konstruiert. Soll das Intervall nach oben
unbegrenzt sein, so gilt:

l—a = P(Zgzl,a):P(f/t/ggzl,a)
= P(Y—H,SZlfa%):P(MZY—Zlfa%).

Damit ergibt sich das einseitige Konfidenzintervall
— o
X —21—q——,00).
[ l1-a \/ﬁ )

Analog erhalten wir das einseitige Konfidenzintervall mit Begrenzung nach unten.

Beispiel 30.11 (—CAS) Zweiseitiges Konfidenzintervall fiir 1 einer Nor-
malverteilung bei bekanntem o

Bestimmen Sie das zweiseitige Konfidenzintervall zum Niveau 95% fiir Beispiel 30.2
unter der Annahme, dass die Grundgesamtheit normalverteilt mit o = 2 ist.

Loésung zu 30.11 Das Konfidenzniveau ist 1 — o = 0.95, also a = 0.05 bzw.
1—5 = 0.975. Der Umfang ist n = 10 und der Mittelwert T = 98.9. Die Standardab-
weichung o = 2 ist vorgegeben. Das gesuchte Quantil der Standardnormalverteilung
ist zg.975 = 1.96. Daraus berechnet sich das Konfidenzintervall

2 2
98.9 —1.96——,98.9 + 1.96 ——
| V10 V10

das mit 95%-iger Wahrscheinlichkeit den Erwartungswert enthiilt. |

] = [97.7,100.1],
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Beispiel 30.12 Einseitiges Konfidenzintervall fiir © einer Normalvertei-
lung bei bekanntem o

Eine Verbraucherorganisation mochte sich davon iiberzeugen, dass das Sollgewicht
100 g nicht unterschritten wird. Bestimmen Sie das entsprechende einseitige Kon-
fidenzintervall zum Niveau 99% fiir Beispiel 30.2 unter der Annahme, dass die
Grundgesamtheit normalverteilt mit o = 2 ist.

Loésung zu 30.12 Das Konfidenzniveau ist 1 — a = 0.99. Der Umfang n = 10, der
Mittelwert T = 98.9 und die Standardabweichung o = 2 sind bekannt. Das gesuchte
Quantil der Standardnormalverteilung ist zg.99 = 2.326. Daraus berechnet sich das
Konfidenzintervall

2
(—00,98.9 + 2.326——] = (—o0, 100.4],

V10

das mit 99%-iger Wahrscheinlichkeit den Erwartungswert enthiilt. ]

Beispiel 30.13 Notwendiger Stichprobenumfang fiir vorgegebene Maxi-
malléinge des Konfidenzintervalls
Wir gehen wieder von unserem normalverteilten Schokoladengewicht X mit Stan-
dardabweichung o = 2 aus. Wie grofl miisste der Stichprobenumfang n sein, damit
bei einem gegebenen Niveau von 90% das Konfidenzintervall fiir den Erwartungs-
wert die Lange 1 nicht iiberschreitet?

Lésung zu 30.13 Das Vertrauensniveau ist 1 —a = 0.9, also a = 0.1 bzw. 1 — § =

0.95. Es muss ) )
221 . 1.645 .
nz<2/w)=<2f§2>=%m

gelten, also n > 44. |

Konfidenzintervall fiir den Erwartungswert einer Normalverteilung bei
unbekannter Standardabweichung

Wir haben bisher vorausgesetzt, dass die Standardabweichung o der Normalvertei-
lung bekannt ist. Das trifft in der Praxis meist nicht zu. Dann muss das Verfahren
zur Gewinnung eines Konfidenzintervalls fiir 4 etwas abgeédndert werden:

Die Uberlegung ist vollig analog wie zuvor: Wieder méchten wir X, das normalverteilt ist nach
N(u;0%/n), als Schitzfunktion fiir u verwenden. Da o2 nicht bekannt ist, schitzen wir es durch
die erwartungstreue Stichprobenvarianz S? = ﬁ > (X — X)%. Wir ,standardisieren® nun X
mit diesem S, .

X —p

S/vn’
Diese Stichprobenfunktion ist nun nicht standardnormalverteilt, sondern t-verteilt mit n — 1 Frei-
heitsgraden (Satz 29.22). Wir bestimmen also nun, nachdem wir o gew#hlt haben, das zugehérige
Quantil ¢,,_1;1_ /2 und konstruieren damit analog wie zuvor unser Konfidenzintervall fiir .
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Konfidenzintervall fiir ;1 eines normalverteilten Merkmals bei unbekann-
tem o:

Wihle ein Vertrauensniveau 1 — « (z.B. 0.90, 0.95 oder 0.99).

Ziehe eine Stichprobe vom Umfang n und berechne T sowie s.

Bestimme das Quantil ¢,,_y,;_, /o der ¢-Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden.
Dann iiberdeckt das Konfidenzintervall

__ S  _ S
[$ - tnfl;lfa/2%a T+ tnfl;lfa/2ﬁ]

den gesuchten Erwartungswert p mit der Wahrscheinlichkeit 1 — a.

Beispiel 30.14 (—CAS) Konfidenzintervall fiir y einer Normalvertei-
lung bei unbekanntem o

Bestimmen Sie das zweiseitige Konfidenzintervall zum Niveau 95% fiir Beispiel 30.2
unter der Annahme, dass die Grundgesamtheit normalverteilt ist.

Lésung zu 30.14 Das Vertrauensniveau ist 1 — a = 0.95, also 1 — § = 0.975. Das
gesuchte Quantil der ¢-Verteilung mit n — 1 = 9 Freiheitsgraden ist £g,0.975 = 2.262.
Daraus berechnet sich das Konfidenzintervall

2.183 2.183
[08.9 — 2.262° =, 98.9 + 2.262°—] = [97.3,100.5],
V10 V10

das mit 95%-iger Wahrscheinlichkeit den Erwartungswert enthiilt. |

Konfidenzintervall fiir den Erwartungswert einer beliebigen Verteilung
bei grolem Stichprobenumfang

Bisher haben wir den Erwartungswert u eines normalverteilten Merkmals gesucht.
Diese Voraussetzung kénnen wir fallen lassen, wenn nur der Stichprobenumfang grof3
genug ist.

Wir betrachten eine Grundgesamtheit mit einem beliebig verteilten Merkmal X und interessie-
ren uns fiir dessen Erwartungswert pu. Zu diesem Zweck ziehen wir wieder eine Zufallsstichprobe
X1,...,Xn (alle X; sind unabhéngig und gleich wie X verteilt mit dem Erwartungswert u). Schétz-

funktion ist wieder das Stichprobenmittel X. o
Nach dem zentralen Grenzwertsatz ist nun X fiir hinreichend grofien Stichprobenumfang

anndhernd normalverteilt. Die zugehorige standardisierte Variable Z = X—p (falls o bekannt)

o/

bzw. % (falls o nicht bekannt) ist dementsprechend annéhernd standardnormalverteilt. Daher

konnen wir analog wie zuvor ein ndherungsweises Konfidenzintervall fiir ;1 berechnen.

Konfidenzintervall fiir p eines beliebig verteilten Merkmals bei grofiem
Stichprobenumfang:

e Wihle ein Vertrauensniveau 1 — a (z. B. 0.90, 0.95 oder 0.99).
e Ziehe eine Stichprobe von hinreichend grofem Umfang n (Faustregel: n £ 30)
und berechne Z und ggf. s (falls o unbekannt).
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e Bestimme das Quantil z;_,/» der Standardnormalverteilung.
e Dann iiberdeckt das Konfidenzintervall
[T ~_ T+ 2 ] e bekannt, b
T—2—a/2——>T+ Z1—a/o——|, wenn o nnt, bzw.
1-a/2 ﬁ 1-a/2 \/ﬁ
wenn o unbekannt

_ s  _ S
[x_zlfa/2ﬁax+zlfa/2ﬁ]a

anndhernd den gesuchten Erwartungswert p mit der Wahrscheinlichkeit 1 — a.

Beispiel 30.15 Konfidenzintervall fiir ; bei groflem Stichprobenumfang
Eine Stichprobe vom Umfang n = 100 aus einer Grundgesamtheit ergab T = 20
und s = 1.5. Bestimmen Sie das zweiseitige Konfidenzintervall zum Niveau 95%.

Lésung zu 30.15 Das Vertrauensniveau ist 1 —a = 0.95, also 1 — § = 0.975. Das
gesuchte Quantil der Standardnormalverteilung ist zg.975 = 1.96. Daraus berechnet
sich das Konfidenzintervall

1.5 1.5
20 - 1.96——,20 + 1.96 ——| = [19.71,20.29].
[ 7100 v, | ]
Es iiberdeckt mit 95%-iger Wahrscheinlichkeit den Erwartungswert. ]

Der zentralen Grenzwertsatz sagt, dass die Anndherung einer konkreten Verteilung durch die Nor-
malverteilung immer besser wird, je grofler der Stichprobenumfang wird. Ab welchem Stichprobe-
numfang die Anndherung gut genug ist, hdngt von der konkreten Verteilung ab: Wenn diese der
Normalverteilung bereits sehr dhnlich ist, dann wird die Anndherung schon bei kleinerem Stich-
probenumfang zufrieden stellend sein. Ist die Verteilung aber zum Beispiel sehr schief und/oder
mehrgipfelig, dann wird die Anndherung erst bei groflerem Stichprobenumfang gut. Meist liefert
unsere Faustregel n Z 30 fiir eine beliebige Verteilung eine fiir die Praxis hinreichend gute Nihe-
rung.

Konfidenzintervall fiir den Vergleich der Erwartungswerte von zwei
Normalverteilungen

In vielen Féllen méchte man die Erwartungswerte zweier Stichproben vergleichen.
Zum Beispiel wollen wir bei zwei Herstellern herausfinden, wer die bessere Qualitéit
bietet. Wenn wir aus beiden Grundgesamtheiten Stichproben entnehmen, kann die-
se Frage mithilfe eines Konfidenzintervalls fiir die Differenz der Erwartungswerte
beantwortet werden.

Wir ziehen aus jeder der beiden Grundgesamtheiten eine Stichprobe. Die Umfinge ni bzw. na
dieser Stichproben konnen verschieden sein. Alle Ziehungen sind unabhéngig und nach N(p1; U%)
(Stichprobe aus Grundgesamtheit 1) bzw. nach N(u2;03) (Stichprobe aus Grundgesamtheit 2)
2
92

2
verteilt. Die zugehorigen Stichprobenmittel sind dann nach N (g1 %) bzw. N(pu2; 772) verteilt.

Die Differenz X1 — X2 ist eine erwartungstreue Schitzfunktion fiir p1 — p2. Sie ist nach dem
Additionssatz 29.11 und dem Linearitétssatz 29.5 fiir Normalverteilungen normalverteilt,

X1 = Xo— (11— p2)

~ N(0;1).
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Damit kénnen wir das Konfidenzintervall fiir u; — p2 wie gewohnt konstruieren.

Konfidenzintervall fiir den Vergleich der Erwartungswerte von zwei Nor-
malvertetlungen mit bekannten Standardabweichungen:

Wiéhle ein Vertrauensniveau 1 — « (z.B. 0.90, 0.95 oder 0.99).

Ziehe aus jeder Grundgesamtheit eine Stichprobe (Umfinge n; bzw. ny) und
berechne die arithmetischen Mittel T; bzw. T».

Bestimme das Quantil z;_,/p der Standardnormalverteilung.

Dann iiberdeckt das Konfidenzintervall

S of o3 _  _ of | o}
[T1 —T2 — 21_q/24)/ = + ==, T1 — T2 + 21_a/2{] — + =]
ny n2 ny n2

den gesuchten Parameter p; — o mit der Wahrscheinlichkeit 1 — a.

In der Praxis sind meist die Varianzen o; und o> nicht bekannt. Man kann aber oft
voraussetzen, dass sie gleich sind, also o1 = 03.

In diesem Fall kann man zeigen, dass

X1 —Xo — (p1 — p2)
\/(n1+n2) ((n1—1)5f+(n2—1)55)
ny-ng ni+ng—2

Dann sehen die Schritte, die zum Konfidenzintervall fithren, so aus:

~t(ny +n2 —2).

Konfidenzintervall fiir den Vergleich der Erwartungswerte von zwei Nor-
malverteilungen mit unbekannten, aber gleichen Standardabweichungen:

Wihle ein Vertrauensniveau 1 — « (z. B. 0.90, 0.95 oder 0.99).
Ziehe aus jeder Grundgesamtheit eine Stichprobe (Umfinge n; bzw. ng), berech-
ne die arithmetischen Mittel Z; bzw. T und die Stichprobenvarianzen s% bzw.
2.

e Bestimme das Quantil £,,, 1,,,_2:1_q/2 der t-Verteilung mit n; + ny — 2 Freiheits-
graden.

e Dann iiberdeckt das Konfidenzintervall

_ _ —1)s2+(no—1)s2
[g*7g+]7 g+ = X1 — X2 =+ tn1+n2—2;1—o¢/2 \/(7;1114‘1:;2) <(n1 n)lsiniizg )82)7

den gesuchten Parameter p; — po mit der Wahrscheinlichkeit 1 — o
e Im Fall n; = ny = n vereinfacht sich die Formel fiir das Konfidenzintervall:

21 2 T
S s1+s3 . _ s71+s
[T1 — T2 — tan-1);1-a/2 \/ £ ” 2 T — Tz + tan—1)1—a/2 \/ = " 2].

Wenn das Konfidenzintervall nun den Wert 0 enthilt, so spricht die zugehorige Stich-
probe nicht dagegen, dass u; und uo gleich sind. Wenn das Konfidenzintervall jedoch
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0 nicht enthélt, dann kann man mit der Wahrscheinlichkeit 1 — o davon ausgehen,
dass p1 # po ist.

Beispiel 30.16 (—CAS) Konfidenzintervall fiir den Vergleich zweier Er-
wartungswerte

Aus der Produktion von Seilen zweier Hersteller wurden Stichproben entnommen
und die ReiBifestigkeit (in Kilonewton) bestimmt:

Hersteller 1: 152, 148, 149, 146, 146, 152, 149, 150
Hersteller 2: 153, 150, 149, 149, 152, 151, 154, 152

Bestimmen Sie das Konfidenzintervall fiir die Differenz der Erwartungswerte
1 — po zum Niveau 90% unter der Annahme, dass beide Grundgesamtheiten
normalverteilt mit gleicher Varianz sind.

Lésung zu 30.16 Es gilt 7; = 149.0, s? = 5.429 und 7 = 151.25, s = 3.357
(n = 8). Das Vertrauensniveau ist 1 —a = 0.9, also 1 — § = 0.95. Das gesuchte
Quantil der t-Verteilung mit 2(8 — 1) = 14 Freiheitsgraden ist t14,0.95 = 1.761.

Daraus berechnet sich das Konfidenzintervall

5.429 + 3.357 5.429 + 3.357
[—2.25 — 1.7614 + —2.25+ 1.7614 %}, = [-4.1,-0.4],

das mit 90%-iger Wahrscheinlichkeit die Differenz der Erwartungswerte enthélt. Der
Wert 0 wird von diesem Intervall nicht iiberdeckt, daher ist der Fall 17 = po praktisch
ausgeschlossen. Da das Konfidenzintervall weiters nur negative Zahlen {iberdeckt, ist
mit 90%-iger Wahrscheinlichkeit g1 — pg < 0, also p; < po. Die ReifSfestigkeit der
Seile von Hersteller 2 ist also hochstwahrscheinlich besser. ]

Im Fall von verbundenen Stichproben kann man sich das Leben etwas erleichtern:
Man bildet einfach die Differenzen D = X; — X5 der Stichproben und wertet dann
das Konfidenzintervall fir D = X; — X5 wie im Fall einer einzelnen Stichprobe
aus. Verbundene Stichproben bedeutet, dass es eine Beziehung zwischen dem
i-ten Wert aus der ersten und dem i-ten Wert aus der zweiten Stichprobe geben
muss (fiir alle ¢ = 1,...,n; beide Stichproben haben insbesondere denselben Um-
fang). Beispiele: die Produktivitit des i-ten Mitarbeiters vor (X; ;) und nach (X2 )
einer Schulung; die Festigkeit eines Werkstiicks nach der Behandlung mit zwei un-
terschiedlichen Verfahren (Sie zerschneiden ein Seil in zwei Teile, unterziehen beide
Teile verschiedenen Verfahren und priifen am Ende die Reiflfestigkeit der beiden
Teile).

Im Fall unbekannter und moglicherweise ungleicher Varianzen ist die Sache komplizierter. Man

kann zeigen, dass L
X1 —Xo — (1 — p2)

2 2
EE]
n1 | ng
niherungsweise t-verteilt mit
2 2\ 2
st 83
ni no
m =
1 1
51 53

2= T nd(na—1)
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Freiheitsgraden ist. Die Anzahl der Freiheitsgrade m wird hier im Allgemeinen nicht mehr ganzzah-
lig sein, man kann die ¢t-Verteilung aber iiber die Formel fiir die Dichte auch fiir nicht ganzzahlige
Werte definieren.

Konfidenzintervall fiir die Varianz einer Normalverteilung

Wir setzen wieder ein normalverteiltes Merkmal X voraus und sind nun an seiner
Varianz o2 bzw. Standardabweichung o interessiert. Der Erwartungswert braucht
nicht bekannt zu sein.

Ziehen wir eine Stichprobe X7i,..., X,, wobei alle X; unabhingig und identisch nach N(u;c?)
verteilt sind. Dann ist die Stichprobenfunktion

n ~ 2
X;—X n—1_o
Y:§ = S
i_1< 7 >

o2
x2-verteilt ist mit n — 1 Freiheitsgraden (Satz 29.19).

Analog wie bei den Verfahren zuvor bestimmen wir (nach Festlegung des Niveaus 1—a) die Quantile
der x2-Verteilung so, dass links bzw. rechts davon die Fliche % abgeschnitten wird. Somit bleibt
zwischen ihnen die Fliche 1 — a (siche Abbildung 30.2). Das sind also das x?n_a/Q-Quantil und das

f(x)

X

0 u 15 2095 30

Abbildung 30.2. Dichtekurve der x2-Verteilung mit Freiheitsgrad m = 12. Die Fliche
zwischen dem 0.05- und 0.95-Quantil ist gleich 1 — a = 0.90.

2

xm‘lian-Quantil. (Da die x2-Verteilung nicht symmetrisch ist, miissen beide Quantile bestimmt
werden.) Dann folgt wie gewohnt:
1 = POCs <Y <X (X2, <P s <2
—a = (Xm;a/2 = = Xm;l—a/Q) - Xm;a/2 = g2 — Xm;l—a/Q

2 2
Xm‘a/2 1 Xm‘l—a/?
p | fmesz o - o Tmil—a/2
((n 1)S2 ~ 02 7 (n— 1)52>

_ P((T;—I)S’Q<02§(n—1)5’2>‘

2
Xm;l—a/? Xm;a/Q

Konfidenzintervall fiir 02 eines normalverteilten Merkmals:

e Wiéhle ein Vertrauensniveau 1 — « (z.B. 0.90, 0.95 oder 0.99).
e Ziehe eine Stichprobe vom Umfang n und berechne s2.
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2

n—1il—a/2 der y2-Verteilung mit n — 1

o Bestimme die Quantile Xi—l'a /2 und
Freiheitsgraden.
e Dann iiberdeckt mit der Wahrscheinlichkeit 1 — o das Konfidenzintervall

l (n—1)s* (n- 1)52‘|

2 2
Xn—l;l—a/2 Xn—l;a/Q

die gesuchte Varianz 0% bzw. das Konfidenzintervall

(n—1)s2 (n—1)s2
XZ—l;l—a/Q, Xi—l;a/2

die gesuchte Standardabweichung o.

Beispiel 30.17 (—+CAS) Konfidenzintervall fiir 0? einer Normalvertei-
lung
Eine Stichprobe vom Umfang n = 10 aus einer normalverteilten Grundgesamtheit
ergab s = 0.25. Bestimmen Sie das Konfidenzintervall fiir die Varianz zum Niveau
95%.

Losung zu 30.17 Das Vertrauensniveau ist 1 — a = 0.95, also § = 0.025 bzw.
1— 2 =0.975. Die gesuchten Quantile der x2-Verteilung mit n — 1 = 9 Freiheitsgra-
den sind x3.9.gp5 = 2.700 und X3;0_975 = 19.02. Daraus berechnet sich das Konfiden-

zintervall

9-0.25 9-0.25
[W, 277} =[0.118,0.833],
das mit 99%-iger Wahrscheinlichkeit die Varianz enthélt. |

Konfidenzintervall fiir einen Anteilswert

Gegeben ist eine Grundgesamtheit, in der die Elemente eine bestimmte Eigenschaft
A (z. B. defekter Artikel, ...) haben oder nicht. Wir interessieren uns fiir die Wahr-
scheinlichkeit p = P(A), dass ein Element die Eigenschaft A hat (falls die Grundge-
samtheit unendlich ist); bzw. fiir den Anteil p an Elementen der Grundgesamtheit
mit dieser Eigenschaft (falls die Grundgesamtheit endlich ist). Mithilfe einer Stich-
probe soll ein Konfidenzintervall fiir p konstruiert werden.

Der Anteil P aller Elemente in der Stichprobe mit der Eigenschaft A ist

Z P’i7
i=1
wobei die Stichprobenvariable P; angibt, ob das i-te Element der Stichprobe die Eigenschaft A hat
(P; = 1) oder nicht (P; = 0). Wie ist P verteilt? Zunichst ist die Summe P; + ...+ P, (= Anzahl
der Elemente in der Stichprobe vom Umfang n mit Eigenschaft A) binomialverteilt nach Bi(n;p).
Sie hat also den Erwartungswert g = np und die Varianz o2 = np(l — p).

Fiir grofles n ist daher nach dem zentralen Grenzwertsatz diese Summe annidhernd normalver-
teilt nach N(np;np(1 — p)) bzw. wegen der Linearitit der Normalverteilung (Satz 29.5) ist P =

%(Pl + ...+ P,) annihernd normalverteilt nach N(p; @).

P

S
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Damit kénnen wir den bereits altbekannten Weg gehen: Die zu P zugehérige standardisierte
Zufallsvariable ist annihernd standardnormalverteilt, also

P—p

p(1—p)

n

& N(0;1).

Wir legen daher a fest und wie zuvor ergibt sich das Konfidenzintervall aus:

=
p(1—p)
n
Um nach p auflésen zu kénnen, quadrieren wir beide Seiten
P _p)2
( P) < 52

p(l-p) —

‘gz mit z=21_4/2-

und formen um )

2 n =z n
—2——(P+ —)p+

P n+ 22 ( 2n p n + 22

Das ist eine nach oben offene Parabel, und der gesuchte Bereich liegt zwischen den beiden Nullstellen

2 2 2
gr = n (P_,’_Z):t\/(nn (ﬁ+z)2_ n ﬁZ

P’ <o.

n 4 22 2n 2n n 4+ 22

n — 22 P(1-P) 22
- Poday | —L 4 2|,
n 4 22 ( +2n z n +4n2

Approximatives Konfidenzintervall fiir eine Wahrscheinlichkeit bzw.
einen Anteilswert p bei grofiem Stichprobenumfang (n Z 20):

Wiéhle ein Vertrauensniveau 1 — « (z.B. 0.90, 0.95 oder 0.99).

Ziehe eine Stichprobe vom Umfang n und berechne den Anteil p der Elemente
mit der interessierenden Eigenschaft darin.

Bestimme das Quantil z;_,/p der Standardnormalverteilung.

Dann iiberdeckt das Konfidenzintervall

2 _ _ 2
n _ Al_a)2 Pl =DP) | *i-ay
_ — + 24
l9-19+], 92 =~ o Pt — —*= /2\/ T

den gesuchten Parameter p mit der Wahrscheinlichkeit 1 — o, wobei die Grenzen
dieses Intervalls als Naherungswerte zu verstehen sind.
e Fiir np(1 —p) £ 9 kann die einfachere Formel

Iy L Ut SRR i Ul

verwendet werden.

Beispiel 30.18 (—CAS) Konfidenzintervall fiir einen Anteil p — Sonn-
tagsfrage
500 Wahlberechtigte werden von einer Tageszeitung gefragt: ,,Welche Partei
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wiirden Sie withlen, wenn am néichsten Sonntag Wahl wire?“ Dabei gaben D = 12%
aller Befragten an, dass sie fiir die Griin-Partei stimmen wiirden. Geben Sie ein
naherungsweises Konfidenzintervall fiir den Anteil der Griin-W#hler zum Vertrau-
ensniveau 95% an.

Lésung zu 30.18 Da np(1 —p) = 52.8, kénnen wir mit der einfacheren Formel ein
naherungsweises Konfidenzintervall fiir den unbekannten Anteil p der Griin-Wahler
konstruieren. Dazu bendtigen wir das Quantil 2;_, /o der Standardnormalverteilung.
Wegen 1 — a = 0.95 bzw. o = 0.05 folgt 1 — § = 0.975. Wir erhalten daher zg.975 =
1.96. Damit lautet das Konfidenzintervall:

[p— Z1-a/2\/ @,TD-F Z1-a/2\/ @]

0.12-0.88 0.12-0.88

=10.12 - 1. A2 4+ 1.
[0 96 =00 ,0.12 +1.96 =00

]
= [0.092,0.15].

Das bedeutet, dass das Intervall [9.2%, 15%] den Anteil der Griin-Wihler mit ca.
95%-iger Wahrscheinlichkeit enthélt. |

Wenn der Stichprobenumfang n nicht grof ist, dann kann die Normalverteilung nicht als N&herung
verwendet werden. In diesem Fall kénnen die Grenzen des Konfidenzintervalls exakt mithilfe der
F-Verteilung bestimmt werden:

T (@ + DFai1)2(n—2);2

[

T+ (n —z+ l)FZ(nferl);Qz;lf% ’ n—x+ (1‘ + 1)F2(z+1);2(nfz);% ’

wobei x die Anzahl der Treffer in der Stichprobe bedeutet und Finq;ms;p die Quantile zur Wahr-
scheinlichkeit p der F-Verteilung sind. Damit ergibt sich fiir obiges Beispiel das Konfidenzintervall
[0.093,0.15].

30.4 Hypothesentests

Wie bei Punkt- oder Intervallschéitzungen wird auch bei Testverfahren aus einer
Stichprobe Information iiber die Grundgesamtheit gewonnen. Sehen wir uns die
prinzipielle Idee und Vorgehensweise, die bei jedem Test gleich ist, anhand der Scho-
koladentafeln aus Beispiel 30.2 an:

Die Stichprobe von 10 Schokoladentafeln ergibt ein arithmetisches Mittel von
98.9 (Gramm). Deutet dieses Ergebnis darauf hin, dass der Erwartungswert in der
Grundgesamtheit ungleich dem Sollwert von 100 ist? Oder ist das einfach eine zufilli-
ge Abweichung, die bei einer Stichprobe immer vorkommen kann? Im letzten Ab-
schnitt haben wir diese Frage durch die Berechnung eines Konfidenzintervalls fiir
den Erwartungswert beantwortet. In der Praxis ist es oft {iblich, dieses Vorgehen in
Form eines Tests zu formulieren.

Mathematisch gesehen passiert hierbei nichts Neues. Es geht uns vielmehr darum, die Sprechweisen
aus der Praxis kennen und verstehen zu lernen.

Gehen wir davon aus, dass der wahre, unbekannte Erwartungswert gleich dem Soll-
wert ist: 4 = 100. Diese Hypothese, an der wir festhalten wollen, solange nicht
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»,schwerwiegende®“ Beweise dagegen sprechen, nennen wir die Nullhypothese Hy. Die
Gegenbehauptung p # 100 heifit die Alternativhypothese H;. Also:

Hoz,u:100, leu;«éloo.

Aufgrund der Stichprobe soll entschieden werden, ob wir Hy beibehalten oder zu-
gunsten von H; verwerfen.
Die Idee, die zu dieser Entscheidung fiihrt, ist sehr einfach:

Stellen Sie sich vor, eine Stichprobe liefert den Mittelwert = 99.8. Dann sehen wir wohl
»gefithlsméBig” wenig Grund, an unserer Annahme p = 100 zu zweifeln, denn zuféllige Schwankun-
gen des Mittelwerts um den Erwartungswert kommen ja immer vor. Wenn eine Stichprobe hingegen
T = 82 liefert, dann fillt es uns schwer, an p = 100 festzuhalten. Denn es ist ziemlich unwahrschein-
lich, dass bei eingehaltenem Sollwert 100 eine solche Stichprobe zustande kommt. Wir werden also
»gefiihlsmiBig” eher Hy verwerfen. Die Aufgabe ist nun, eine objektive Entscheidungsregel zu fin-
den:

Fiir die Alternative H, spricht offenbar, wenn das Stichprobenmittel X einen Wert
annimmt, der ,sehr stark® von g = 100 abweicht. Wie grofi muss diese Abweichung
¢ von 100 sein, dass es ,extrem unwahrscheinlich® ist, dass dieses Stichprobenmit-
tel unter Hy zustande gekommen ist? Dazu miissen wir ,,extrem unwahrscheinlich“
prizisieren. Ein typischer Wert dafiir ist in der Praxis a = 5%. Diesen Wert nennt
man das Signifikanzniveau des Tests. Damit bestimmen wir nun den kritischen Wert
c aus der folgenden Bedingung: Die Wahrscheinlichkeit, dass X bei Giiltigkeit von
Hy einen Wert annimmt, der um mehr als ¢ von g = 100 entfernt ist, ist gleich
a =5%:
P(IX —p| >c¢) =a.

Im letzten Abschnitt haben wir uns iiberlegt, dass bei bekannter Standardabwei-
chung (hier o = 2) diese Bedingung auf den kritischen Wert

P
c= zl_m% =196 = = 1.24

fithrt. Unsere Entscheidungsregel lautet damit: Wenn eine Stichprobe gezogen wird
mit

T<p—c=100—124=988 oder T >pu+c=100+1.24=101.2,

dann sehen wir ihr Zustandekommen unter Hy als zu unwahrscheinlich an und ver-
werfen daher H.

Oder, in den Worten des letzten Abschnitts: Wir verwerfen Hg, wenn g nicht im Konfidenzintervall
zum Vertrauensniveau 1 — « liegt (vergleiche Beispiel 30.11).

Unsere konkrete Stichprobe in Beispiel 30.11 hat einen Mittelwert von T = 98.9. Die-
ser Wert liegt laut unserer Entscheidungsregel nicht im Ablehnungsbereich (—oo, 98.8)
U (101.2,00) (siehe Abbildung 30.3). Wir behalten daher Hy bei. Fassen wir allge-

mein zusammen:

Definition 30.19 Ein statistisches Testproblem besteht aus einer Nullhypothese
Hjy und einer Alternativhypothese H;. Diese schliefien sich gegenseitig aus. Wenn
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0.6F
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04f
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02f

0.1F

100 - ¢ 100 c+100 102

Abbildung 30.3. Ablehnungsbereich fiir Hy: Die schattierten Flidchen, die an beiden En-
den der Verteilung genau iiber dem Ablehnungsbereich liegen, haben jeweils den Wert .

die Hypothesen Aussagen iiber einen Parameter 6 eines Merkmals der Grundgesamt-
heit machen, so spricht man von einem parametrischen Test. Eine Hypothese
heifit

e einfach, wenn sie nur aus einem einzigen Parameterwert besteht, wie z. B. 0 = 6.
e zusammengesetzt, wenn sie aus mehreren Parameterwerten besteht. Beispiele:
9#90,9290 0der9§00.

Der Test basiert auf einer Zufallsstichprobe und einer Priifgréie (oder Teststatis-
tik) T'(Xy,...,X,). Diese ist eine Funktion der Stichprobenvariablen, die sensibel
fiir das Testproblem ist und deren Verteilung unter der Nullhypothese bekannt ist.

Der Ablehnungsbereich (auch Verwerfungsbereich oder kritischer Be-
reich) umfasst jene Werte der Priifgrofie, die fiir die Alternative H; sprechen und
mit einer Wahrscheinlichkeit kleiner oder gleich a auftreten. Dieses a heifit Signifi-
kanzniveau des Tests. Typische Werte fiir o sind 0.10 oder 0.05 oder 0.01.

Wenn der Wert der Priifgréfle fiir die dem Test zu Grunde liegende Stichpro-
be (Priifwert) in den Ablehnungsbereich fillt, lautet die Testentscheidung: ,, Hy
(zugunsten H;) verwerfen“. Andernfalls entscheidet man: ,, H, beibehalten*.

In unserem Beispiel war die Nullhypothese einfach, die Alternativhypothese war zusammengesetzt.
Die PriifgroBe war das arithmetische Mittel X der Stichprobe. Das Signifikanznivau des Tests
war a = 0.05. Der Ablehnungsbereich bestand aus den Werten X < 98.8 bzw. X > 101.2. Das
arithmetische Mittel der konkreten Stichprobe (= Priifwert) ist nicht in den kritschen Bereich
gefallen, daher haben wir Hg beibehalten.

Machen wir uns als Néchstes bewusst, was das Signifikanzniveau « anschaulich be-
deutet. Gehen wir dazu in unserem Beispiel davon aus, dass der Erwartungswert
der Schokoladentafeln tatséchlich gleich 100 g ist. Wenn wir in diesem Fall sehr
viele Stichproben, alle vom Umfang n = 10, ziehen, so werden etwa a = 5% da-
von ein arithmetisches Mittel liefern, das im Ablehnungsbereich unseres Tests liegt.
Falls bei der Durchfiihrung des Tests ungliicklicherweise gerade so eine unwahr-
scheinliche Stichprobe gezogen wird, lautet die Entscheidung ,,Hy verwerfen®, was
dann eine Fehlentscheidung ist. Diese (geringe) Wahrscheinlichkeit, die Nullhypo-
these irrtiimlich abzulehnen, ist also gleich dem vorgegebenen Signifikanzniveau c.
Man nennt diese Fehlentscheidung einen Fehler 1. Art oder «-Fehler.

Bei manchen Tests ist die Wahrscheinlichkeit fiir eine solche Fehlentscheidung nicht gleich, son-
dern kleiner als das vorgegebene Signifikanzniveau «. Das ist zum Beispiel dann der Fall, wenn die
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Priifgrole diskret verteilt ist: dann kann man nicht zu jeder beliebigen Wahrscheinlichkeit einen
zugehorigen kritischen Priifwert finden; oder wenn Hp zusammengesetzt ist: dann hiangt die Wahr-
scheinlichkeit von den moglichen Werten fiir 6 ab. In diesen Fillen definiert man o als obere
Schranke fiir eine Fehlentscheidung (= Wahrscheinlichkeit, dass der Priifwert T bei Giiltigkeit der
Ho-Hypothese in den Ablehnungsbereich K fillt). Die Wahrscheinlichkeit fiir eine Fehlentscheidung
in Abhéngigkeit vom wahren Wert 6 wird als Giitefunktion (engl. power function) bezeichnet:

G(0) = P(T(X1,...,Xn) € K| 0).

Nun legt man « als kleinste obere Schranke (Supremum) fiir eine Fehlentscheidung fest, wenn der
wahre Wert 6 im fiir Ho giinstigen Bereich Op liegt: v = supyc g, G(0).

Es kann aber auch passieren, dass die Nullhypothese filschlicherweise beibehalten
wird, obwohl in Wirklichkeit H; zutrifft:

Definition 30.20 Bei einem statistischen Test spricht man von einem

e Fehler 1. Art (oder a-Fehler), wenn Hj irrtiimlich abgelehnt wird, obwohl sie
wahr ist.

e Fehler 2. Art (oder 5-Fehler), wenn Hj irrtiimlich beibehalten wird, obwohl sie
falsch ist.

Die folgende Tabelle gibt einen Uberblick iiber die moglichen Szenarien:

Entscheidung fiir
Hy ‘ Hy
Hy wahr ok Fehler 1. Art
(a-Fehler)
H; wahr || Fehler 2. Art ok
(8-Fehler)

Die Ho-Hypothese konnte zum Beispiel wie folgt lauten: ,,Es brennt*, ,Der Angeklagte ist unschul-
dig“, ,,Der Patient ist krank* oder ,,Die Person hat keine Zugangsberechtigung*.

Ein Fehler 1. Art passiert, wenn Hq filschlicherweise abgelehnt wird. In den gerade genannten
Beispielen wiirden Fehler 1. Art sein: Der Feuermelder schlidgt keinen Alarm, obwohl es brennt; Der
Angeklagte wird zu Unrecht verurteilt; Eine Person wird zu Unrecht als gesund bezeichnet, obwohl
sie tatséchlich krank ist usw. (Eine falsche Diagnose auf Gesundheit wird in der Medizin als falsch
negativ bezeichnet.)

Ein Fehler 2. Art passiert, wenn man filschlicherweise von Hy ausgeht. Beispiele: Der Feu-
ermelder schldgt Alarm, obwohl es nicht brennt; Die Person wird als krank befunden, obwohl sie
tatsichlich gesund ist (falsch positiv).

Die Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler 1. Art wird zu Beginn des Tests durch Vor-
gabe von a nach oben beschriankt. Dieser Fehler ist also unter Kontrolle. Die Wahr-
scheinlichkeit § fiir einen Fehler 2. Art kann in der Regel nicht vorgegeben werden.

Durch Vorgabe von a wird der Ablehnungsbereich K festgelegt. Die Wahrscheinlichkeit, dass T
nicht in den Ablehnungsbereich K fallt, kann mit der Giitefunktion als P(T(X1,...,Xn) € K ||0) =
1 — G(0) geschrieben werden. Damit erhélt man als obere Schranke fiir einen Fehler 2. Art 8 =
Supgeo, (1 — G(0)), wobei ©1 der fiir Hy giinstige Bereich ist. Unter allen moglichen Tests mit
Signifikanzniveau a sucht man daher nach solchen Tests, welche diese Wahrscheinlichkeit fiir einen
B-Fehler moglichst gering halten. Daher kommt auch der Name Giitefunktion.
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Deshalb ist es im Allgemeinen nicht moglich, beide Fehlerwahrscheinlichkeiten gleich-
zeitig zu kontrollieren.

Das ist anschaulich klar: Man kann einen Feuermelder nicht gleichzeitig so sensibel machen, dass
er jeden Brand meldet und so robust, dass er keinen Fehlalarm auslost.

Wenn die Konsequenzen von Fehlentscheidungen bekannt sind, so wird man den
Fehler mit dem grofleren Risiko zum Fehler 1. Art machen. Man wéhlt also H; so,
dass unter H; nicht so viel passieren kann.

Es ist daher besser ,,Es brennt“ als Ho-Hypothese zu wihlen (anstelle von ,,Es brennt nicht“), da
ein Feueralarm ohne Feuer weniger schlimm als ein nicht erkannter Brand ist.

Zur Veranschaulichung des -Fehlers: Gehen wir davon aus, dass H; wahr ist. Im Beispiel mit den
Schokoladentafeln wiirde das bedeuten, dass der wahre Erwartungswert ungleich 100 ist.

Nehmen wir an, dass dieser wahre Wert nahe beim Hp-Wert 100 liegt, etwa ¢ = 101. Dann
werden viele Stichproben mit hoher Wahrscheinlichkeit einen Mittelwert nahe bei 101 (und somit
noch im Annahmebereich des Tests) liefern. Daher wird der Test dazu tendieren, die Nullhypothese
falschlicherweise beizubehalten. Die Wahrscheinlichkeit fiir einen g-Fehler ist also hoch.

Wenn andererseits der wahre Wert weit vom Hp-Wert 100 entfernt liegt, etwa p = 105, dann
wird der Test das eher erkennen, denn die Stichprobenmittelwerte werden nun um 105 schwanken
und damit meist im Ablehnbereich des Tests liegen. Die Wahrscheinlichkeit fiir einen S-Fehler ist
also gering.

Je ndher der wahre Wert des Parameters also an der Nullhypothese liegt, umso grofler ist die
Wabhrscheinlichkeit fiir einen Fehler 2. Art.

Diese Ungleichbehandlung der beiden Fehlerarten fithrt dazu, dass auch die bei-
den Hypothesen nicht gleichberechtigt sind. Insbesondere ist eine Entscheidung fiir
H, dadurch abgesichert, dass die Wahrscheinlichkeit, damit eine Fehlentscheidung
getroffen zu haben, kleiner oder gleich « ist. Das Testergebnis ,, Hy zugunsten H; ver-
werfen® ist also in diesem Sinn aussagekriftiger als das Ergebnis ,, Hy beibehalten®.
Je kleiner o gewéhlt wird, umso eher wird der Test an der Hyp-Hypothese festhalten.
»Ho beibehalten“ entspricht der Situation, dass fiir einen Angeklagten die Unschuldsvermutung

gilt. Man geht so lange von der Unschuld (Hp) aus, bis schwerwiegende Beweise vorliegen, die da-
gegen sprechen.

Fiir den Grenzfall o = 0 (man méchte also mit Sicherheit ein wahres Ho nicht irrtiimlich verwerfen)
miisste die Testentscheidung immer ,,Hg beibehalten® lauten. In diesem Fall wire f = 1 (= die
Wabhrscheinlichkeit, dass eine falsche Ho-Hypothese irrtiimlich beibehalten wird.)

Kommen wir nun zu weiteren Grundbegriffen. In unserem Schokoladebeispiel hatten
die Hypothesen Hy : o = po und Hy : 1 # pg gelautet. Wir konnen sie aber auch —
je nach der Fragestellung — anders formulieren. Beispiel:

Hy:p=po gegen Hy:p> po.
Die Hypothesen miissen nicht wie ,Aussage“ und ,verneinte Aussage® zueinander stehen. Wichtig
ist nur, dass sie sich gegenseitig ausschlieen.

In diesem Fall sprechen grofie Abweichungen der Priifgréfe X von jo nach oben
fiir die Alternativhypothese. Der Ablehnbereich liegt demnach am rechten Rand der

N (po; %)—Verteilung von X. Das ist auch der Fall, wenn Hy nicht nur aus dem
einzigen Wert o besteht, sondern

Ho:p < po gegen Hy:p> po
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betrachtet wird. Auch dann verwenden wir fiir X die Verteilung N (u; "T—f) und kon-
struieren dementsprechend den Ablehnbereich am rechten Rand dieser Verteilung.

Vielleicht ist Thnen hier aufgefallen, dass das nicht ganz selbstversténdlich ist: Der Test wird ja unter
der Annahme gefiihrt, dass Hy wahr ist. Wenn Hg : 4 = 15, dann ist klar, dass das arithmetische
Mittel der Stichprobe bei Giiltigkeit von Hp den Erwartungswert 15 hat. Wenn aber Hp : p < 15
lautet, so ist von vornherein nicht klar, welchen Erwartungswert man nun fiir die Verteilung der
Priifgroe nehmen soll?

Man kann sich aber iiberlegen, dass dann die Wahl von g = 15 am giinstigsten fiir Hp ist
(= jener Wert aus der Nullhypothese, der am dichtesten an der Alternativhypothese liegt). Denn
wenn man den Ablehnbereich fiir die Priifgréfie mit g = 15 so bestimmt, dass die zugehorige

Wahrscheinlichkeit gleich « ist, dann ist damit garantiert, dass fiir jeden anderen Wert aus der
Nullhypothese, also p < 15, mit diesem Ablehnbereich die Wahrscheinlichkeit a unterschritten
wird. Somit ist die Bedingung ,, Wahrscheinlichkeit fiir Fehler 1.Art ist < a“ fiir die Konstruktion
des Ablehnbereiches fiir jedes p aus Hy erfiillt.

Analoges gilt fiir Testprobleme, bei denen der Ablehnbereich am linken Rand der
Priifgrofenverteilung liegt. Je nachdem, ob der Ablehnbereich an beiden oder nur
an einer Seite dieser Verteilung liegt, spricht man von einem zwei- oder einseitigen
Testproblem:

Definition 30.21 Ein Testproblem heif}t
e zweiseitig, wenn es die Form
Hy:p= po gegen H;y : p # pg hat.

e einseitig, wenn es die Form

Ho:p<po  gegen  Hi:p>pg
bzw.

Hy:p > po gegen Hy o p < po

hat.

In der Praxis wird die Priifgrofie in der Regel standardisiert und der Ablehnbereich
gleich fiir die standardisierte Priifgrofie angegeben. Dadurch soll ein ,rezeptarti-
ges* Vorgehen erleichtert werden. Der folgende Test, der auch das Schokoladentafel-
Beispiel einschliefit, wird Gauf3-Test (auch z-Test oder u-Test) genannt:

Test fiir u eines normalverteilten Merkmals bei bekanntem o (Gauf3-Test):

e Formuliere die Hypothesen:

a) Ho:p=po  gegen  Hyi:p# po

b) Ho:p>po  gegen  Hi:p<po

c) Ho:p<po  gegen  Hi:p>po
e Wibhle ein Signifikanzniveau « (z. B. 0.10, 0.05 oder 0.01).

e Ziehe eine Stichprobe vom Umfang n, berechne = und den zugehérigen standar-
disierten Priifwert
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= T — Ho
a/n’
(Die zugehorige Priifgrofie Z ist standardnormalverteilt.)
e Bestimme das entsprechende Quantil der Standardnormalverteilung:

a) z1-g bzw. b), ¢) z1—q-
e Entscheidungsregel: Hy ist zu verwerfen, falls

a) |z| > z1-g.
b) z< —21_q4.

c) 2> Zi_q-

Diese Priifgrole und dieselben kritschen Werte kénnen auch verwendet werden, wenn
das Merkmal nicht normalverteilt, sondern beliebig verteilt ist, aber der Stichpro-
benumfang grof ist (Faustregel: n Z 30). Denn dann sind das Stichprobenmittel X
und die zugehorige standardisierte Priifgrofle Z nach dem zentralen Grenzwertsatz
ndherungsweise normalverteilt.

Beispiel 30.22 (—-CAS) GauB3-Test

Fiithren Sie den Gauf3-Test fiir die Stichprobe vom Umfang n = 10 aus Beispiel 30.2
unter der Annahme einer normalverteilten Grundgesamtheit mit o = 2 durch.

a) Testen Sie die Nullhypothese Hy : p > 100 gegen die Alternativhypothese
H; : p < 100 auf dem Signifikanzniveau a = 0.01.

b) Ab welchem Signifikanzniveau miisste die Nullhypothese bei dieser Stichprobe
verworfen werden?

Loésung zu 30.22
a) Wir gehen nach dem Rezept vor: Den Mittelwert T = 98.9 haben wir bereits,
und daraus ergibt sich der standardisierte Priifwert

L _ 989100
2/v/10

Das gesuchte Quantil ist z1_g.01 = z0.99 = 2.326. Der Ablehnungsbereich ist
also z < —2.326. Da der Priifwert nicht im Ablehnungsbereich liegt, —1.739 >
—2.326, wird Hy beibehalten.

b) Die Nullhypothese wird verworfen, wenn der Stichprobenpriifwert kleiner als der
kritische Wert ist, also sobald z = —1.739 < —z;_,, gilt. Wir suchen nun jenes
a, fiir das gerade —1.739 = —z1_,(= 24) gilt. Das bedeutet o« = ¢#(—1.739) =
1 —@(1.739) = 0.041. Wiirde man also ein Signifikanzniveau > 0.041 vorgeben,
so miisste Hy fiir unsere Stichprobe verworfen werden. [

= —1.739.

Der in diesem Beispiel berechnete Wert, ab dem die Nullhypothese verworfen werden
muss, heifit p- Wert:




30.4 Hypothesentests 371

Definition 30.23 Der p-Wert gibt die Wahrscheinlichkeit an, bei Giiltigkeit von
Hy den beobachteten Priifwert oder einen in Richtung von H; extremeren Wert zu
erhalten. Die Entscheidungsregel lautet: Hy wird verworfen, falls der p-Wert kleiner
ist als das Signifikanzniveau a.

Der p-Wert wird von den meisten Statistikprogrammen automatisch berechnet. Er
enthélt mehr Information als eine reine Ja/Nein Entscheidung, da er die Grenze fiir
die Beibehaltung/Verwerfung von H angibt.

Das Signifikanzniveau muss daher vor der Berechnung des p-Wertes festgelegt werden. Wenn man

das Signifikanzniveau anhand des p-Werts anpasst, um ein genehmes Testergebnis zu bekommen,
dann kann man sich den Test gleich sparen.

Analog koénnen auch die weiteren Ergebnisse aus dem letzten Abschnitt in Form von
Tests formuliert werden. Ein wichtiger Test ist der t-Test:

t-Test fiir © eines normalverteilten Merkmals bei unbekanntem o:

e Formuliere die Hypothesen:

a) Ho:p=po  gegen  Hyi:p# po
b) Ho:p>po  gegen  Hi:p<po
c) Ho:p<po  gegen  Hi:p>po

Wiéhle ein Signifikanzniveau a (z. B. 0.10, 0.05 oder 0.01).
Ziehe eine Stichprobe vom Umfang n, berechne daraus T und s sowie den zu-
gehorigen Priifwert
_ T—Ho
~s/yn’
(Die zugehdorige Priifgréfie T ist dann ¢-verteilt mit n — 1 Freiheitsgraden.)
o Bestimme das entsprechende Quantil der ¢-Verteilung:

t

a) th-1,1-2 bzw. b), ¢) th—11—a-
e Entscheidungsregel: Hy ist zu verwerfen, falls

a) |t‘ > tn—l;l—%-
b) t < _tn—l;l—a-
C) t > tn—l;l—a-

Bei grofiem Stichprobenumfang (n Z 30) kann, wie schon beim Konfidenzintervall,
die t-Verteilung durch die Standardnormalverteilung ersetzt werden.

Um die Varianz einer Normalverteilung zu testen, gehen wir analog nach folgen-
dem Algorithmus vor:
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x2-Test fiir o2 eines normalverteilten Merkmals:

e Formuliere die Hypothesen:

a) Hy: 0% =02 gegen H,: 0% # 0}
b) Hy : 02 > o} gegen H,:0% <o}
¢) Hy: 0? < of gegen Hy:0% >0}

Wiéhle ein Signifikanzniveau a (z. B. 0.10, 0.05 oder 0.01).

Ziehe eine Stichprobe vom Umfang n, berechne daraus s? sowie den zugehorigen
Priifwert
_n—1,
y= o2

(Die zugehorige PriifgréBe Y ist dann y2-verteilt mit n — 1 Freiheitsgraden.)
e Bestimme die entsprechenden Quantile der y2-Verteilung:
2 2
a) anl;% und anl;lfg
2
b) anl;a
c) X?L—l;l—a
e Entscheidungsregel: Hy ist zu verwerfen, falls
2 2
a) y< Xn-1;5 odery > xq 19 .

b) Yy < Xi—l;oc'
C) Yy > X’I2’L71;17&'

Achtung: Wenn die Grundgesamtheit nicht normalverteilt ist, kann dieser Test, auch
bei groflem Stichprobenumfang n, nicht verwendet werden.

Zum Abschluss wollen wir noch kurz darauf eingehen, wie man testen kann, ob
eine bestimmte Verteilung (z.B. Normalverteilung, Binomialverteilung, usw.) vor-
liegt. Wir wihlen dazu den so genannten y?-Anpassungstest. Er setzt eine grofie
Stichprobe voraus.

Gegeben sei eine Zufallsvariable X. Wir teilen ihre moglichen Werte in Klassen A;, 1 < i < k,
ein und ermitteln die zugehérigen Wahrscheinlichkeiten p; = P(X € A;). Wir ziehen nun eine
Stichprobe mit dem Umfang n und stellen die Anzahl h; der Stichprobenwerte in den Klassen

A; fest. Die Grundidee des Testes ist, dass diese in A; beobachteten Anzahlen h; mit den dort
erwarteten Anzahlen n p; verglichen werden. Dazu bilden wir die Priifgrofie

k k
(hi—np)? 1 Zﬁ .
~  np; n \ = pi

(3

Y =

Die zweite Formel folgt wegen ’-“: h; = n bzw. ’-c: p; = 1.) Dann kann man zeigen, dass
=1 1=1
Y &P (k- 1)

fir n — oo gilt.
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x2-Anpassungstest:

e Sei X eine Zufallsvariable. Es soll getestet werden, ob X eine bestimmte Vertei-
lung besitzt. Bilde eine Zerlegung A;, 1 < i < k in disjunkte Mengen, die alle
moglichen Werte von X umfasst.

e Berechne die Wahrscheinlichkeiten p; fiir die Ereignisse X € A;, 1 <14 < k, unter
der angenommenen Verteilung.

e Formuliere die Hypothesen:

HOP(XEAl):pZa 1S2§k7 gegen
H,: P(X € A;) #p; fiir mindestens ein 1.

Weiihle ein Signifikanzniveau « (z. B. 0.10, 0.05 oder 0.01).
Ziehe eine Stichprobe vom Umfang n, stelle die Anzahl h; der Stichprobenwerte
in A; fest und berechne den Priifwert

k k
—np;)° 1 h?
=3 Gl L (S -

(Die zugehorige PriifgroBe Y ist dann niherungsweise x2-verteilt mit k — 1 Frei-
heitsgraden, falls np; £ 5 fir alle 4.)
e Bestimme das entsprechende Quantil der y2-Verteilung:

2
Xk—1:1—a-

e Entscheidungsregel: Hy ist zu verwerfen, falls

2
Y > Xk-1;1-a

Durch die Klasseneinteilung wird eigentlich nur getestet, ob X die Klassenwahrscheinlichkeiten p;
besitzt, die auf Grund der fiir X vermuteten Wahrscheinlichkeitsverteilung gelten. Der Test kann
also nicht zwischen Verteilungen mit gleichen p;’s unterscheiden.

Bei einer diskreten Zufallsvariablen bietet es sich an, fiir die Bildung der Klassen
A; einfach die moéglichen Werte von X zu nehmen. Bei einer stetigen Zufallsvaria-
blen miissen die Klassen A; sinnvoll gew#hlt werden (z. B. Intervalle). Je feiner die
Zerteilung in Klassen ist, umso besser wird die ,,Giite“ des Tests sein. Durch die
Faustregel np; £ 5 sind der Feinheit aber Grenzen gesetzt. Man muss daher gege-
benenfalls Klassen so lange zusammenlegen, bis diese Bedingung erfiillt ist (oder es
ist von vornherein anders zu gruppieren).

Beispiel 30.24 y?-Anpassungstest

Ein Supermarkt verkauft die Sorten Wohlfihltee und Gliickstee. Von beiden Sor-
ten wurden in der Vergangenheit die gleichen Mengen verkauft. Der Wohlfiihltee
wurde fiir eine Woche verstiarkt beworben und es wurden in dieser Woche vom
Wohlfiihltee 56 und vom Gliickstee 44 Stiick verkauft. Handelt es sich um eine
zufiillige Schwankung oder kann man bei einem Signifikanzniveau von o = 0.05
davon ausgehen, dass die Werbung einen Effekt gehabt hat?
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Losung zu 30.24 Unsere Zufallsvariable sei X mit dem Wert 0, falls sich der Kunde
fiir den Wohlfiihitee und 1, falls sich der Kunde fiir den Gliickstee entscheidet. Die
Hy-Hypothese ist: Die Wahrscheinlichkeiten fiir X = 0 und X = 1 sind jeweils
gleich 0.5. (Das heifit, die Werbung hat keinen Einfluss gehabt). Die Hi-Hypothese
ist daher: Die Wahrscheinlichkeiten fiir X = 0 und X = 1 sind nicht gleich 0.5 (Das
heifit, die Werbung hat einen Einfluss gehabt.) Es bietet sich die Zerlegung A; = {0}
und As = {1} mit p; = p2 = 0.5 an. Der Stichprobenumfang ist n = 56 4+ 44 = 100.
Da es k£ = 2 Klassen gibt, benttigen wir das 1 — a = 0.95-Quantil mit £k — 1 =1
Freiheitsgrad der x2-Verteilung: X%;o.gs = 3.841. Der Priifwert ist

567 . 442
~100-0.5  100-0.5
Wegen 1.44 # 3.841 ist die Hy-Hypothese beizubehalten. Das heiflt, der erhéhte

Absatz von Gliickstee im Vergleich zu Wohlfiihltee kann bei diesem Test durch eine
zufillige Schwankung erklart werden. |

— 100 = 1.44.

Y

Maochte man nur testen, ob eine bestimmte Verteilung vorliegt, ohne die zugehorigen
Parameter zu kennen, so kann der Test analog durchgefiihrt werden. Dabei ersetzt
man die unbekannten Parameter durch Schidtzwerte und reduziert fiir jeden unbe-
kannten Parameter die Anzahl der Freiheitsgrade um eins. Wenn zum Beispiel ge-
testet werden soll, ob gegebene Werte normalverteilt sind, so wahlt man fiir g und o
die entsprechenden Schiitzwerte aus der Stichprobe und verwendet die y2-Verteilung
mit k — 3 Freiheitsgraden (wobei k wieder die Klassenanzahl bedeutet).

Bei diesem Test auf Normalverteilung sollte fiir die Varianz die Schétzfunktion S2 = "TASZ ver-
wendet werden.

Fiir die Praxis ist dieser Test von besonderer Bedeutung, da die meisten der bisher
besprochenen Verfahren davon ausgehen, dass eine Normalverteilung vorliegt. Diese
Annahme muss daher durch einen Test bestétigt werden. Ein Beispiel dazu:

Beispiel 30.25 (—CAS) x2-Anpassungstest auf Normalverteilung
Fiir eine Stichprobe von n = 100 Flaschen wurde folgende Fiillmengen bestimmt:

102.5, 115.7, 93.8, 102.6, 110., 111.5, 98.6, 96.8, 101.7, 110.9, 103., 104.4, 108.4,
104.2, 97.7, 105.5, 92.1, 100.3, 97.9, 105.5, 106.1, 90.3, 108.9, 96.4, 90.4, 91.5,
94.9,99.9, 84.9, 102., 101.5, 96.8, 99.9, 104.6, 92.7, 87.9, 104., 108.6, 94.7, 107.3,
98.6, 96.6, 105.4, 101.4, 104., 94.2, 108.3, 106.2, 101.1, 109.1, 94., 95.6, 100.1,
89.5,101.2, 94.1, 92., 100.1, 105.5, 105.1, 94.1, 113.1, 101.6, 86., 92.1, 91.5, 98.6,
90.6, 101.4, 93.6, 88.3, 88.5, 83.6, 95.9, 108.2, 101.2, 101.1, 96.9, 100.2, 104.7,
96.6, 109.2, 108.5, 108.4, 111.6, 99.2, 90.8, 111.7, 99.7, 100.4, 96., 95.7, 90.9,
95.5, 106.6, 100.2, 114.1, 101.6, 113.6, 98.5

Kann man bei einem Signifikanzniveau von o = 0.05 davon ausgehen, dass die
Daten normalverteilt sind?

Losung zu 30.25 Da weder p noch o bekannt sind, miissen sie durch Schétzwerte
ersetzt werden

7 =100.135,  § = 6.9834.
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Alle Stichprobenwerte liegen zwischen 84 und 116. Wir sortieren daher die Daten
und teilen sie in 16 Klassen A; um 110 ein: A; = (—o0, 86], As = (86,88], ..., 415 =
(112,114], A1 = (114, 00). Nun zéhlen wir die Anzahl der Stichprobenwerte h; in A;
und berechnen jeweils die erwartete Anzahl np;. In Ay liegen hy = 2 Werte und die
erwartete Anzahl ist np; = 100 @(8=2) = 100 H(—2.02) = 100(1 — $(2.02)) = 2.14.
Analog hy = 1 und npy = 100(P(22E) — H(55-T)) = 100P(—1.74) — 2.14 = 2.0,

Usw.:

LA [hi [nps | [As [ hi [nps |
(—00,86] [2 |21 (100,102] [ 17 | 11.3
(86,83 |1 |20 (102,104] [ 5 | 10.5
(88,90] |4 |32 (104,106] | 9 | 8.9
(90,92] |8 [49 (106,108] | 4 | 7.0
(92,94 |6 |68 (108,110] | 10 | 5.1
(94,96] |10 |87 (110,112 [ 4 | 34
(96,98] |8 |10.3 (112,114] [ 2 | 2.1
(98,100] |8 [11.2 (114,0) |2 |24

Um unsere Faustregel np; £ 5 zu erfiillen, legen wir noch einige Klassen zusammen,

[ A; [hi [nopi] A | hi [ np; |
o0, 00 [7 7.3 (100,102] [ 17 | 11.3
(90,92] |8 |49 (102,104 [ 5 | 10.5
(92,94 6 |6.8 (104,106] | 9 | 8.9
(94,96 10 | 8.7 (106,108] | 4 | 7.0
(96,98] 8 [103 (108,110] [ 10 [ 5.1
(98,100] |8 | 11.2 (110,00) |8 | 7.9

und berechnen den zugehorigen Priifwert

12
1 h?
Y= — E — | —n=15.5.
n(ilpi>

Das gesuchte Quantil der y2-Verteilung ist x75_3.0.05 = X3:0.05 = 16.9 und wegen
15.5 # 16.9 ist die Hyp-Hypothese beizubehalten. Das heifit, es kann von einer Nor-
malverteilung ausgegangen werden. |

Ein Vorteil des y2-Anpassungstests ist, dass er auf stetige und diskrete Verteilungen
anwendbar ist und dies auch bei einer Parameterschitzung. Ein Nachteil ist, dass er
mitunter einen hohen Stichprobenumfang verlangt, um eine falsche Hy-Hypothese
anzuzeigen. Besonders bei einer Priifung auf Normalverteilung werden daher andere
Tests vorgezogen (z. B. Kolmogoroff-Smirnoff-Lilliefors-Test, Shapiro-Wilk-Test oder
Epps-Pulley-Test).

30.5 Mit dem digitalen Rechenmeister

Funktionen zur Berechnung von Konfidenzintervallen stehen nach dem Laden des
Zusatzpakets
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In[1]:= Needs[’HypothesisTesting'”’]

zur Verfiigung. Die Daten aus Beispiel 30.2 sind

In[2]:= data = {100.,97.,101.,96.,98.,102.,96.,100.,101.,98.};
{Mean[data], Variance[data], StandardDeviation[data]}
{98.9,4.766677 2.18327}

Out [3]

Konfidenzintervall fiir den Erwartungswert

Das Konfidenzintervall einer Stichprobe aus einer normalverteilten Grundgesamtheit
mit bekannter Varianz erhalten wir mit:

In[4]:= MeanCI[data,KnownVariance — 4,ConfidenceLevel — .9]
Out[4]= {97.8597,99.9403}

Ohne Angabe des Konfidenzniveaus (ConfidenceLevel) wird ein Niveau von 1 —a =
0.95 verwendet:

In[5]:= MeanCI[data,KnownVariance — 4]
Out[5]= {97.6604,100.14}

Wird die Varianz nicht angegeben, so wird sie automatisch als unbekannt angenom-
men:

In[6]:
Out [6]

MeanCI[data]
{97.3382, 100.462}

Konfidenzintervall fiir den Vergleich zweier Erwartungswerte
Das Konfidenzintervall fiir den Vergleich zweier Erwartungswerte bekommen wir so:
Inl7]:= datal = {152, 148,149, 146, 146,152, 149, 150};

data2 = {153,150, 149, 149, 152, 151, 154, 152};

VarianceCI[data, EqualVariances — True, ConfidenceLevel — 0.9]
Out[9]= {—4.09578, —0.404222}

Konfidenzintervall fiir die Varianz

Das Konfidenzintervall fiir die Varianz bekommen wir mit

In[10]:=VarianceCI[data]
Out[10]={0.119856, 0.844323}

Konfidenzintervall fiir einen Anteilswert

Ein Befehl zur Berechnung des Konfidenzintervalls fiir einen Anteilswert steht zwar
nicht zur Verfiigung, wir kénnen aber leicht einen definieren. Da Mathematica die
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F-Verteilung kennt, kénnen wir die exakte Formel implementieren:

In[11]:=ProportionCI|n_, x_, opts___| := Block[{p,Fp},
1 — ConfidenceLevel .
p=1-— 5 /. {opts,ConfidenceLevel — .95}
Fpml_ m2]:= Quantile[FRatioDistribution[ml,m2], pl;

x (x+1)Fp[2(x+1),2(n—x)] }
x+(n—x+1)Fp[2(n—x+1),2x] * n—x+(x+1)Fp[2(x+1),2(n—x)]

l;

In[12] :=ProportionCI[500, 60|
Out [12]={0.092834,0.151752}

Hypothesentests

Funktionen zur Durchfithrung von Hypothesentests stehen nach dem Laden des Zu-
satzpakets

In[13] :=Needs[’HypothesisTesting®”’]
zur Verfiigung. Den GauB-Test fiir Hy : ¢ > 100 bekommen wir so:

In[14] :=MeanTest[data, 100, KnownVariance — 4,SignificanceLevel — 0.01]

Out [14]= {OneSidedPValue — 0.0409952,
Fail to reject null hypothesis at significance level — 0.01}

Mathematica fiihrt automatisch einen einseitigen Test durch (je nachdem, ob T > g
oder T < po gilt) und gibt den zugehérigen p-Wert aus. Wird die Varianz nicht
angegeben, so wird automatisch ein ¢-Test durchgefiihrt. Einen zweiseitigen Test
konnen wir durch Angabe der Option TwoSided — True erhalten. Mit der Option
FullReport — True werden zusétzlich Stichproben-Mittelwert, Priifwert und die
verwendete Verteilung ausgegeben.

x2%-Anpassungstest auf Normalverteilung

Wir beginnen mit den gegeben Fiillmengen:

In[15]:=xlist = {102.5,115.7,93.8,102.6,110.,111.5,98.6,96.8,101.7,110.9,
103.,104.4,108.4,104.2,97.7, 105.5,92.1, 100.3,97.9, 105.5, 106.1,
90.3,108.9, 96.4,90.4,91.5,94.9,99.9,84.9, 102., 101.5, 96.8, 99.9,
104.6,92.7,87.9,104., 108.6, 94.7, 107.3, 98.6, 96.6, 105.4, 101.4,
104.,94.2,108.3,106.2,101.1,109.1, 94., 95.6, 100.1, 89.5, 101.2,
94.1,92.,100.1,105.5,105.1,94.1,113.1,101.6,86.,92.1, 91.5, 98.6,
90.6,101.4, 93.6, 88.3, 88.5, 88.6, 95.9, 108.2, 101.2, 101.1, 96.9,
100.2,104.7,96.6,109.2,108.5,108.4,111.6,99.2,90.8,111.7,99.7,
100.4, 96.,95.7,90.9,95.5,106.6,100.2, 114.1,101.6,113.6,98.5}

Die gesuchten Schitzwerte sind

-1
In[16]:={m, s} = {Mean[xlist], Il7\/Varianc:e[xlist]}
n

Out [16]={100.135, 6.9834}
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und die zugehorige Normalverteilung ist

In[17]:=ndist = NormalDistribution|m, s|;

Nun berechnen wir fiir gegebene Klassengrenzen alle benétigten Werte:

In[18]:=clist = {—o0, 90,92, 94, 96,98, 100, 102, 104, 106, 108, 110, co};
tab = Table[{{clist[[i]], clist[[i + 1]]},
Count[xlist,y_/; (clist[[i]] < y < clist[[i + 1]])]
nCDF[ndist, clist[[i 4 1]]] — CDF[ndist, clist[[i]]
{i,1,Length[clist] — 1}];
tab//MatrixForm
Out [18]//MatrixForm=
(00,90} 7 7.33483
00,92} 8  4.86803
(92,941 6 6.78043
{94,961 10 8.70526
96,98} 8 10.3021
{08,100} 8 11.2381
{100,102} 17 11.3001
{102,104} 5  10.4735
{104,106} 9  8.94792
{106,108} 4  7.04651
{108,110} 10 5.11501
(110,00} 8 7.88814

N}

Daraus folgt der gesuchte Priifwert und das gesuchte Quantil:
tab[[1, 2]]?
tabl[i, 3]]

Quantile[ChiSquareDistribution[Length[clist] — 4],0.95]}
Out [19]={15.4801, 16.919}

In[19] := {Sum] ,{i,1,Length[clist] — 1}] —n,

30.6 Kontrollfragen

Fragen zu Abschnitt 30.1: Einfiihrung

Erkldaren Sie folgende Begriffe: Zufallsstichprobe, Stichprobenvariablen.

1. Was trifft zu: Bei einer Zufallsstichprobe sind die Stichprobenvariablen
a) identisch verteilt b) abhingig ¢) unabhingig
2. Wie ist der Mittelwert einer Zufallsstichprobe mit grofem Umfang n verteilt?

Fragen zu Abschnitt 30.2: Punktschitzungen

Erkldren Sie folgende Begriffe: Stichprobenfunktion, Schitzfunktion, Schatzwert, er-
wartungstreu, konsistent, konsistent im quadratischen Mittel, asymptotisch erwar-
tungstreu.
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Was trifft zu: Eine erwartungstreue Schitzfunktion 7" fiir 6 ist genau dann kon-
sistent im quadratischen Mittel, wenn

a) lim, oo E((T — 0)?) =0 b) lim,, 0o E(T —0)2 =0

¢) limy,_,o Var(T) =0

. Was trifft zu: Ist eine Schitzfunktion konsistent im quadratischen Mittel, so ist

sie auch automatisch
a) erwartungstreu b) asymptotisch erwartungstreu ¢) konsistent

Fragen zu Abschnitt 30.3: Intervallschitzungen

Erkliren Sie folgende Begriffe: einseitiges/zweiseitiges Konfidenzintervall, Konfidenz-
niveau, Irrtumswahrscheinlichkeit.

1.

Wie verdndert sich die Liange des Konfidenzintervalls fiir p eines normalverteilten
Merkmals, wenn sich o verdoppelt?

FEine Stichprobe vom Umfang 1000 aus einer normalverteilten Grundgesamtheit
mit ¢ = 0.1 ergab T = 5.3. In welchem Intervall liegt der Erwartungswert mit
Sicherheit?

Wie verdndert sich die Linge des Konfidenzintervalls, wenn man

a) den Stichprobenumfang vergroiert

b) das Vertrauensniveau vergrofert?

Welche Verteilung bendtigt man zur Berechnung des Konfidenzintervalls fiir p
eines normalverteilten Merkmals bei unbekannter Varianz?

Welche Verteilung benétigt man zur Berechnung des Konfidenzintervalls fiir o2
eines normalverteilten Merkmals?

Fragen zu Abschnitt 30.4: Hypothesentests

Erklaren Sie folgende Begriffe: Nullhypothese, Alternativhypothese, Ablehnungsbe-
reich, Signifikanzniveau, Irrtumswahrscheinlichkeit, Priifgrofe, Priifwert, Fehler 1./2.
Art, einseitiger/zweiseitigen Test, p-Wert, Gauf3-Test, t-Test.

1.

Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten eines a-Fehlers?

2. Wie lautet die Testentscheidung, wenn o = 0 vorgegeben wird?
3. Richtig oder falsch:

a) Der p-Wert entspricht jenem Signifikanzniveau, bei dem die Priifgrée auf den
kritischen Wert, also die Grenze zwischen Annahme- und Ablehnungsbereich,
fallen wiirde.

b) Der p-Wert kann als Fliache veranschaulicht werden.

Losungen zu den Kontrollfragen

Lésungen zu Abschnitt 30.1

1.

a) richtig b) falsch c) richtig

2. N#herungsweise normalverteilt (zentraler Grenzwertsatz).
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Loésungen zu Abschnitt 30.2

1.
2.

a) richtig b) falsch ¢) richtig
a) falsch b) richtig c) richtig

Losungen zu Abschnitt 30.3

CU o=

Sie verdoppelt sich ebenfalls.

(—OO, OO)

a) Das Konfidenzintervall wird kiirzer. b) Das Konfidenzintervall wird ldnger.
Die t-Verteilung.

Die x2-Verteilung.

Lésungen zu Abschnitt 30.4

1.

Kleiner oder gleich als das Signifikanzniveau a.

2. Die Entscheidung ist in diesem Fall ,, Hy beibehalten® (das Risiko, Hy irrtiimlich

abzulehnen, kann wegen « = 0 nicht eingegangen werden).
a) richtig b) richtig

30.7 Ubungen

Aufwirmiibungen

1.
2.

Berechnen Sie die Schiitzwerte Z, s2 und s fiir die Stichprobe aus Beispiel 30.2.
Bestimmen Sie das zweiseitige Konfidenzintervall fiir den Erwartungswert auf
dem Niveau 0.99 fiir Beispiel 30.2 unter der Annahme, dass die Grundgesamtheit
normalverteilt mit o = 2 ist.

Bestimmen Sie das zweiseitige Konfidenzintervall fiir den Erwartungswert auf
dem Niveau 0.99 fiir Beispiel 30.2 unter der Annahme, dass die Grundgesamtheit
normalverteilt ist.

Fiihren Sie den t-Test fiir die Stichprobe aus Beispiel 30.2 durch. Testen Sie die
Nullhypothese Hy : 1 > 100 auf einem Signifikanzniveau von o = 0.05.

Weiterfithrende Aufgaben

1.

FEine Verbraucherorganisation mochte anhand der Stichprobe aus Beispiel 30.2
feststellen, ob das Sollgewicht von 100 g unterschritten wird. Mit welcher Wahr-
scheinlichkeit enthélt (—o0,99.9] den Erwartungswert unter der Annahme, dass
die Grundgesamtheit normalverteilt mit o = 2 ist?

Aus einem laufenden Produktionsprozess von Kondensatoren wurden 25 Stiick
entnommen. Eine Priifung ergab fiir die Kapazitéiten (in uF) den Mittelwert T =
101 und s = 0.77. Geben Sie das Konfidenzintervall fiir den Erwartungswert auf
dem Niveau 0.95 unter der Annahme, dass die Grundgesamtheit normalverteilt
ist, an.
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3. Eine Firma stellt Prazisionswiderstéinde her. Der Erwartungswert darf um ma-
ximal 0.1% vom Sollwert 100 Ohm abweichen. Die Standardabweichung darf 0.2
nicht iiberschreiten. Zur Qualitdtssicherung wird aus dem laufenden Produkti-
onsprozess eine Stichprobe vom Umfang n = 50 mit Mittelwert T = 100.014
und Standardabweichung s = 0.11 entnommen. Sind die Vorgaben auf einem
Konfidenzniveau von 0.95 erfiillt (unter der Annahme einer normalverteilten
Grundgesamtheit)?

4. Losen Sie die Fragestellung aus Ubungsaufgabe 3 mithilfe von Hypothesentests.
Machen Sie dazu fiir den Erwartungswert zwei einseitige Tests.

5. Ein Bauer fiittert seine Kiihe mit zwei verschiedenen Futtermitteln Supergras®
und Turboheu®. Er mochte den Einfluss auf die Milchleistung untersuchen und
nimmt dazu zwei Stichproben (in Liter):

Supergras®: 23.8, 28.6, 26.1, 32.0, 31.0, 27.1, 20.2, 26.8, 29.6, 23.6
Turboheu®: 27.1, 32.2, 29.7, 32.0, 26.6, 33.8, 31.1, 28.9, 34.1, 29.2

Bestimmen Sie das Konfidenzintervall fiir die Differenz der Erwartungswerte
s — pr auf dem Niveau 0.95 unter der Annahme, dass beide Grundgesamtheiten
normalverteilt mit derselben Varianz sind.

6. Ein Hersteller untersucht die Ausfallwahrscheinlichkeit von Bauteilen unter
erhohter Belastung. Ein Test mit 50 Bauteilen ergab 6 Ausfille. Bestimmen
Sie ein approximatives Konfidenzintervall auf dem Niveau 0.95 fiir die Ausfall-
wahrscheinlichkeit.

Loésungen zu den Aufwirmiibungen

1. Der Mittelwert ist

1
T = 1—0(100—1—99—1—101—1—964-98—&-102+97+ 100 + 101 + 98) = 98.9

und die Varianz ist

1
st = 5 ((100 —98.9)% 4 (99 — 98.9)2 + (101 — 98.9)% 4 (96 — 98.9)?
+(98 — 98.9)% + (102 — 98.9)% + (97 — 98.9)2 + (100 — 98.9)>
+(101 — 98.9)% + (98 — 98.9)2) =4.77.
Daraus folgt die Standardabweichung s = 1/4.77 = 2.183.
2. Das Vertrauensniveau ist 1 —a = 0.99, also a = 0.01 bzw. 1 — § = 0.995. Der
Stichprobenumfang ist n = 10 und der Mittelwert T = 98.9. Die Standardabwei-

chung o = 2 ist vorgegeben. Das gesuchte Quantil der Standardnormalverteilung
ist zg.995 = 2.5758. Daraus berechnet sich das Konfidenzintervall

2 2
98.9 — 2.5758 —=,98.9 + 2.5758 —=
[ V10 V10

das mit 99%-iger Wahrscheinlichkeit den Erwartungswert {iberdeckt.

] = [97.3,100.5],
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Das Vertrauensniveau ist 1 —a = 0.99, also 1 — & = 0.995. Das gesuchte Quantil
der t-Verteilung mit n—1 = 9 Freiheitsgraden ist t9.0.995 = 3.25. Damit berechnen
wir das Konfidenzintervall

2.183 2.183
[908.9 — 3.255° =2 98.9 4 3.25 5] = [96.7, 101.1],

V10 V10
das mit 99%-iger Wahrscheinlichkeit den Erwartungswert enthilt.
Wir gehen nach unserem Rezept vor: Den Umfang n = 10, den Mittelwert T =
98.9 und die Standardabweichung s = 2.183 kennen wir bereits. Daraus ergibt
sich der standardisierte Priifwert:

_989-100 oo
2.183/1/10

Das gesuchte Quantil ist tg9,1_0.05 = t9,0.95 = 1.833. Wegen —1.593 £ —1.833
wird Hj beibehalten.

(Losungen zu den weiterfithrenden Aufgaben finden Sie in Abschnitt B.30)
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A.1 Differentiation und Integration

Differentiation Integration
%) = qz?? fa:adx = a+1 (a # —1)
e?) =e® [ tdz =In(|z|)

f a:cd'r _ leam

JIn(z)dx = z1n(z) — =

fsm d:c = —cos(z)

[ cos(z)dx = sin(x)

ftan(x)dw = —1In(] cos(z)])

J cot(x)dz = In(| sin(z)])

[ cosh(z)dz = sinh(z)

[ sinh(z)dz = cosh(z)

[ 7%z = £ arctan(%)
(3)

dz 1
Ik zzfaz Lartanh

J W = arcsin(2)

J \/12+ > = arsinh(Z%)

Ik \/wd’” = = arcosh(%)
[sin®(z)dx = Sz — i L sin(22)
[ cos?(z)dx = 295—1— 1 sin(2x)
[ tan?(z)dz = tan(z) — x

J cot?(z)dx = — cot(z) — z

[ e sin(bz)dx = W(a sin(bx) — bcos(bx))
[ e cos(bx)d aai = = (acos(bx) + bsin(bx))
Jze®dr =S5 (ax—1)

Ik xsin(ax)dm = L (sin(az) — axcos(az))

[ x cos(azx)dx = i(cos(ax) + axsin(ax))
fxe‘””dx—a (a® 2—2a;v—|—2)

x) + 2a z sin(azx))

[ z*sin(az)dr = 5 ((2 — a 2?) cos(a
% x) 4+ 2a x cos(ax))

[ 22 cos(az)dz = 25 ((a®z* — 2) sin(a

G. Teschl, S. Teschl, Mathematik fiir Informatiker, eXamen.press,
DOI 10.1007/978-3-642-54274-9, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2014
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A.2 Standardnormalverteilung &(z)

Standardnormalverteilung ¢(z) (P(—z) = 1 — &(z)):

[z o0 [0.01 J0.02 [0.03 [0.04 [0.05 [0.06 [0.07 [0.08 ]0.09

0.0 [[ 0.5000 [ 0.5040 [ 0.5080 [ 0.5120 [ 0.5160 [ 0.5199 [ 0.5239 [ 0.5279 [ 0.5319 [ 0.5359
0.1 ][ 0.5398 [ 0.5438 [ 0.5478 | 0.5517 [ 0.5557 | 0.5596 | 0.5636 | 0.5675 | 0.5714 | 0.5753
0.2 | 0.5793 [ 0.5832 | 0.5871 | 0.5910 | 0.5948 | 0.5987 [ 0.6026 | 0.6064 | 0.6103 [ 0.6141
0.3 [| 0.6179 [ 0.6217 | 0.6255 | 0.6293 [ 0.6331 | 0.6368 | 0.6406 | 0.6443 | 0.6480 [ 0.6517
0.4 [| 0.6554 [ 0.6591 | 0.6628 | 0.6664 [ 0.6700 | 0.6736 | 0.6772 [ 0.6808 | 0.6844 | 0.6879
0.5 [| 0.6915 [ 0.6950 | 0.6985 | 0.7019 [ 0.7054 | 0.7088 | 0.7123 [ 0.7157 | 0.7190 [ 0.7224
0.6 | 0.7257 [ 0.7291 [ 0.7324 | 0.7357 [ 0.7389 | 0.7422 | 0.7454 [ 0.7486 | 0.7517 | 0.7549
0.7 [ 0.7580 [ 0.7611 | 0.7642 | 0.7673 [ 0.7704 | 0.7734 | 0.7764 [ 0.7794 | 0.7823 | 0.7852
0.8 | 0.7881 [ 0.7910 [ 0.7939 | 0.7967 [ 0.7995 | 0.8023 | 0.8051 [ 0.8078 | 0.8106 | 0.8133
0.9 | 0.8159 [ 0.8186 | 0.8212 | 0.8238 [ 0.8264 | 0.8289 | 0.8315 [ 0.8340 | 0.8365 | 0.8389
1.0 | 0.8413 | 0.8438 | 0.8461 | 0.8485 | 0.8508 | 0.8531 | 0.8554 | 0.8577 [ 0.8599 | 0.8621
1.1/ 0.8643 | 0.8665 | 0.8686 | 0.8708 | 0.8729 [ 0.8749 | 0.8770 | 0.8790 [ 0.8810 | 0.8830
1.2 ][ 0.8849 | 0.8869 | 0.8888 | 0.8907 | 0.8925 [ 0.8944 | 0.8962 | 0.8980 [ 0.8997 | 0.9015
1.3 ] 0.9032 | 0.9049 [ 0.9066 | 0.9082 | 0.9099 [ 0.9115 | 0.9131 [ 0.9147 [ 0.9162 | 0.9177
1.4][0.9192 | 0.9207 [ 0.9222 | 0.9236 | 0.9251 [ 0.9265 | 0.9279 | 0.9292 [ 0.9306 | 0.9319
1.5 ][ 0.9332 ] 0.9345 [ 0.9357 [ 0.9370 | 0.9382 [ 0.9394 | 0.9406 | 0.9418 [ 0.9429 | 0.9441
1.6 [[0.9452 [ 0.9463 | 0.9474 | 0.9484 [ 0.9495 [ 0.9505 | 0.9515 | 0.9525 | 0.9535 | 0.9545
1.7 ][ 0.9554 | 0.9564 [ 0.9573 | 0.9582 | 0.9591 [ 0.9599 | 0.9608 | 0.9616 [ 0.9625 | 0.9633
1.8 ][ 0.9641 | 0.9649 | 0.9656 | 0.9664 | 0.9671 [ 0.9678 | 0.9686 | 0.9693 [ 0.9699 | 0.9706
1.9[[0.9713 [ 0.9719 | 0.9726 | 0.9732 | 0.9738 [ 0.9744 [ 0.9750 | 0.9756 | 0.9761 | 0.9767
2.0 [ 0.97720.9778 [ 0.9783 | 0.9788 [ 0.9793 | 0.9798 | 0.9803 [ 0.9808 | 0.9812 [ 0.9817
2.1 ([ 0.9821 [ 0.9826 | 0.9830 | 0.9834 [ 0.9838 | 0.9842 | 0.9846 | 0.9850 | 0.9854 [ 0.9857
2.2 [/ 0.9861 [ 0.9864 [ 0.9868 | 0.9871 | 0.9875 | 0.9878 [ 0.9881 [ 0.9884 | 0.9887 | 0.9890
2.3 ([ 0.9893 [ 0.9896 | 0.9898 | 0.9901 [ 0.9904 | 0.9906 | 0.9909 [ 0.9911 | 0.9913 | 0.9916
2.4 (] 0.9918 [ 0.9920 [ 0.9922 | 0.9925 [ 0.9927 | 0.9929 | 0.9931 [ 0.9932 | 0.9934 | 0.9936
2.5 1 0.9938 [ 0.9940 [ 0.9941 | 0.9943 | 0.9945 | 0.9946 | 0.9948 [ 0.9949 | 0.9951 | 0.9952
2.6 [| 0.9953 [ 0.9955 | 0.9956 | 0.9957 [ 0.9959 | 0.9960 | 0.9961 [ 0.9962 | 0.9963 | 0.9964
2.7 [[0.9965 [ 0.9966 | 0.9967 | 0.9968 [ 0.9969 | 0.9970 | 0.9971 [ 0.9972 | 0.9973 [ 0.9974
2.8 ] 0.9974 [ 0.9975 [ 0.9976 [ 0.9977 | 0.9977 | 0.9978 | 0.9979 [ 0.9979 [ 0.9980 | 0.9981
2.9 | 0.9981 [ 0.9982 [ 0.9982 | 0.9983 [ 0.9984 | 0.9984 | 0.9985 [ 0.9985 | 0.9986 | 0.9986
3.0 | 0.9987 [ 0.9987 [ 0.9987 | 0.9988 [ 0.9988 | 0.9989 | 0.9989 [ 0.9989 | 0.9990 | 0.9990
3.1 [/ 0.9990 [ 0.9991 [ 0.9991 | 0.9991 [ 0.9992 | 0.9992 | 0.9992 [ 0.9992 | 0.9993 | 0.9993
3.2[[0.9993 [ 0.9993 [ 0.9994 | 0.9994 [ 0.9994 | 0.9994 | 0.9994 [ 0.9995 | 0.9995 | 0.9995
3.3 (] 0.9995 [ 0.9995 | 0.9995 | 0.9996 [ 0.9996 | 0.9996 | 0.9996 | 0.9996 | 0.9996 | 0.9997
3.4 (] 0.9997 [ 0.9997 [ 0.9997 | 0.9997 [ 0.9997 | 0.9997 | 0.9997 [ 0.9997 | 0.9997 | 0.9998
3.5 || 0.9998 [ 0.9998 | 0.9998 | 0.9998 [ 0.9998 | 0.9998 | 0.9998 [ 0.9998 | 0.9998 | 0.9998
3.6 | 0.9998 [ 0.9998 [ 0.9999 | 0.9999 [ 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 [ 0.9999 | 0.9999 | 0.9999
3.7 ]]0.9999 [ 0.9999 [ 0.9999 | 0.9999 [ 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 [ 0.9999 | 0.9999 | 0.9999
3.8 []0.9999 [ 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 [ 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 [ 0.9999 | 0.9999 | 0.9999
3.9 || 1.0000 | 1.0000 [ 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 [ 1.0000 | 1.0000 | 1.0000

Ablesebeispiel: Der Funktionswert fiir z = 0.23 steht in der Zeile 0.2 und der Spalte
0.03. Also ©(0.23) = 0.591.

p-Quantile z, (21—p = —2p):

[po6 Jo7 Jo0.8 J09 [095 [0.975 [0.99 [0.995 [0.999 [0.9995 |
[ 2p [ 0.2533 ] 0.5244 [ 0.8416 [ 1.2816 [ 1.6449 [ 1.9600 [ 2.3263 | 2.5758 | 3.0902 | 3.2905 |
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A.3 Quantile der Chi-Quadrat-Verteilung

p-Quantile an;p:

[m\p][0.005[0.01 [0.025]0.05 [0.1 [0.9 [0.95 [0.975]0.99 [0.995 |
1 0.000 [ 0.000 [ 0.001 [ 0.004 [ 0.016 | 2.706 | 3.841 | 5.024 [ 6.635 | 7.879
2 0.010 | 0.020 [ 0.051 | 0.103 [ 0.211 | 4.605 | 5.991 | 7.378 | 9.210 | 10.60
3 0.072 1 0.115 [ 0.216 | 0.352 [ 0.584 | 6.251 | 7.815 | 9.348 | 11.34 | 12.84
4 0.207 | 0.297 [ 0.484 | 0.711 [ 1.064 | 7.779 | 9.488 | 11.14 | 13.28 | 14.86
5 0.412]0.554 [ 0.831 | 1.145 | 1.610 | 9.236 | 11.07 | 12.83 | 15.09 | 16.75
6 0.676 | 0.872 [ 1.237 | 1.635 | 2.204 | 10.64 | 12.59 | 14.45 | 16.81 | 18.55
7 0.989]1.239 [ 1.690 | 2.167 | 2.833 [ 12.02 | 14.07 | 16.01 | 18.48 [ 20.28
8 1.344 [ 1.646 | 2.180 [ 2.733 | 3.490 | 13.36 | 15.51 | 17.53 | 20.09 | 21.95
9 1.735 [ 2.088 | 2.700 | 3.325 | 4.168 | 14.68 | 16.92 | 19.02 | 21.67 | 23.59
10 [[2.156 | 2.558 [ 3.247 [ 3.940 | 4.865 | 15.99 | 18.31 | 20.48 | 23.21 | 25.19
11 [[2.603|3.053 | 3.816 | 4.575 | 5.578 | 17.28 | 19.68 | 21.92 | 24.72 | 26.76
12 [[3.074 | 3.571 | 4.404 | 5.226 | 6.304 | 18.55 | 21.03 | 23.34 | 26.22 | 28.30
13 [/ 3.565 | 4.107 [ 5.009 | 5.892 | 7.042 [ 19.81 | 22.36 | 24.74 | 27.69 | 29.82
14 [ 4.075 | 4.660 | 5.629 | 6.571 | 7.790 | 21.06 | 23.68 | 26.12 | 29.14 | 31.32
15 |/ 4.601|5.229 [ 6.262 | 7.261 | 8.547 | 22.31 | 25.00 | 27.49 | 30.58 | 32.80
16 |[5.142|5.812(6.908 | 7.962 | 9.312 | 23.54 | 26.30 | 28.85 | 32.00 | 34.27
17 [ 5.697 | 6.408 | 7.564 | 8.672 ] 10.09 | 24.77 | 27.59 | 30.19 | 33.41 | 35.72
18 [/ 6.265 | 7.015 | 8.231 [ 9.390 | 10.86 | 25.99 | 28.87 | 31.53 | 34.81 | 37.16
19 [[6.844 | 7.633(8.907 [ 10.12] 11.65 | 27.20 | 30.14 | 32.85 | 36.19 | 38.58
20 || 7.43418.260]9.591 [ 10.85 | 12.44 | 28.41 | 31.41 | 34.17 | 37.57 | 40.00
21 [/ 8.034]8.897]10.28 [ 11.59 | 13.24 | 29.62 | 32.67 | 35.48 | 38.93 | 41.40
22 [/ 8.64319.542]10.98 | 12.34 | 14.04 | 30.81 | 33.92 | 36.78 | 40.29 | 42.80
23 [/9.260 [ 10.20 | 11.69 | 13.09 | 14.85 | 32.01 | 35.17 | 38.08 | 41.64 | 44.18
24 {/9.886 | 10.86 | 12.40 | 13.85 | 15.66 | 33.20 | 36.42 | 39.36 | 42.98 | 45.56
25 (/1052 ]11.52]13.12 | 14.61 | 16.47 | 34.38 | 37.65 | 40.65 | 44.31 | 46.93
26 |/ 11.16 | 12.20 | 13.84 | 15.38 | 17.29 | 35.56 | 38.89 | 41.92 | 45.64 | 48.29
27 [/11.81]12.88]14.57 [ 16.15 | 18.11 | 36.74 | 40.11 | 43.19 | 46.96 | 49.64
28 [ 12.46 | 13.56 | 15.31 | 16.93 | 18.94 | 37.92 | 41.34 | 44.46 | 48.28 | 50.99
29 [/13.12]14.26]16.05 | 17.71 | 19.77 | 39.09 | 42.56 | 45.72 | 49.59 | 52.34
30 || 13.79]14.95|16.79 | 18.49 | 20.60 | 40.26 | 43.77 | 46.98 | 50.89 | 53.67
31 || 14.46 | 15.66 | 17.54 | 19.28 | 21.43 | 41.42 | 44.99 | 48.23 | 52.19 | 55.00
32 [ 15.13]16.36 | 18.29 | 20.07 | 22.27 | 42.58 | 46.19 | 49.48 | 53.49 | 56.33
33 || 15.82 [ 17.07 | 19.05 | 20.87 | 23.11 | 43.75 | 47.40 | 50.73 | 54.78 | 57.65
34 |116.50 | 17.79 | 19.81 | 21.66 | 23.95 | 44.90 | 48.60 | 51.97 | 56.06 | 58.96
35 || 17.19 [ 18.51 | 20.57 | 22.47 | 24.80 | 46.06 | 49.80 | 53.20 | 57.34 | 60.27
36 || 17.89(19.23|21.34 | 23.27 | 25.64 | 47.21 | 51.00 | 54.44 | 58.62 | 61.58
37 |1 18.59(19.96 | 22.11 | 24.07 | 26.49 | 48.36 | 52.19 | 55.67 | 59.89 | 62.88
38 1119.29(20.69 | 22.88 | 24.88 [ 27.34 | 49.51 | 53.38 | 56.90 | 61.16 | 64.18
39 11 20.00[21.4323.65 | 25.70 | 28.20 | 50.66 | 54.57 | 58.12 | 62.43 | 65.48

Ablesebeispiel: x75.99 = 18.55

Fiir m > 39 kann folgende Approximation verwendet werden:

2
Xm;p

~m(l—

Im

2
7+Zp

2

Im

)%,

wobei z, das p-Quantil der Standardnormalverteilung ist.
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A.4 Quantile der t-Verteilung

p-Quantile £, (Emii—p = —tmsp):
[m\p[[0.9 [0.95 [0.975]0.99 [0.995]0.999

1 3.078 | 6.314 | 12.71 | 31.82 | 63.66 | 318.3
2 1.886 | 2.920 | 4.303 | 6.965 | 9.925 | 22.33
3 1.638 | 2.353 | 3.182 | 4.541 | 5.841 | 10.21
4 1.533 | 2.132 | 2.776 | 3.747 | 4.604 | 7.173
5 1.476 | 2.015 | 2.571 | 3.365 | 4.032 | 5.893
6 1.440 | 1.943 | 2.447 | 3.143 | 3.707 | 5.208
7 1.415 | 1.895 | 2.365 | 2.998 | 3.499 | 4.785
8 1.397 | 1.860 | 2.306 | 2.896 | 3.355 | 4.501
9 1.383 | 1.833 | 2.262 | 2.821 | 3.250 | 4.297
10 1.372 | 1.812 | 2.228 | 2.764 | 3.169 | 4.144
11 1.363 | 1.796 | 2.201 | 2.718 | 3.106 | 4.025
12 1.356 | 1.782 | 2.179 | 2.681 | 3.055 | 3.930
13 1.350 | 1.771 | 2.160 | 2.650 | 3.012 | 3.852
14 1.345 | 1.761 | 2.145 | 2.624 | 2.977 | 3.787
15 1.341 | 1.753 | 2.131 | 2.602 | 2.947 | 3.733
16 1.337 | 1.746 | 2.120 | 2.583 | 2.921 | 3.686
17 1.333 | 1.740 | 2.110 | 2.567 | 2.898 | 3.646
18 1.330 | 1.734 | 2.101 | 2.552 | 2.878 | 3.610
19 1.328 | 1.729 | 2.093 | 2.539 | 2.861 | 3.579
20 1.325 | 1.725 | 2.086 | 2.528 | 2.845 | 3.552
21 1.323 | 1.721 | 2.080 | 2.518 | 2.831 | 3.527
22 1.321 | 1.717 | 2.074 | 2.508 | 2.819 | 3.505
23 1.319 | 1.714 | 2.069 | 2.500 | 2.807 | 3.485
24 1.318 | 1.711 | 2.064 | 2.492 | 2.797 | 3.467
25 1.316 | 1.708 | 2.060 | 2.485 | 2.787 | 3.450
26 1.315 | 1.706 | 2.056 | 2.479 | 2.779 | 3.435
27 1.314 | 1.703 | 2.052 | 2.473 | 2.771 | 3.421
28 1.313 | 1.701 | 2.048 | 2.467 | 2.763 | 3.408
29 1.311 | 1.699 | 2.045 | 2.462 | 2.756 | 3.396
30 1.310 | 1.697 | 2.042 | 2.457 | 2.750 | 3.385
31 1.309 | 1.696 | 2.040 | 2.453 | 2.744 | 3.375
32 1.309 | 1.694 | 2.037 | 2.449 | 2.738 | 3.365
33 1.308 | 1.692 | 2.035 | 2.445 | 2.733 | 3.356
34 1.307 | 1.691 | 2.032 | 2.441 | 2.728 | 3.348
35 1.306 | 1.690 | 2.030 | 2.438 | 2.724 | 3.340
36 1.306 | 1.688 | 2.028 | 2.434 | 2.719 | 3.333
37 1.305 | 1.687 | 2.026 | 2.431 | 2.715 | 3.326
38 1.304 | 1.686 | 2.024 | 2.429 | 2.712 | 3.319
39 1.304 | 1.685 | 2.023 | 2.426 | 2.708 | 3.313

Ablesebeispiel: t12,0.9 = 1.356
Fiir m > 39 kann folgende Approximation verwendet werden:
1+ 212,)
am 7
wobei z, das Quantil der Standardnormalverteilung ist.

tmip & 2p(1 +
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Losungen zu den weiterfithrenden Aufgaben

B.18 Elementare Funktionen

1. a) Nullstellen: keine; Polstellen: +1; gerade Funktion; asymptotisch wie s(z) = 1.
b) Nullstellen: —1,2; Polstelle: 3; asymptotisch wie s(z) = § + 1.

2. a)s(z) =1,q(x) =2. b)s(x)=3+1,r(z)=4

3. -

4. -

5. wM—FnA bzw. n(M + A).

6. BO(t) =1, B{(t)=1—t, Bi(t) =

7. a) V =12.01 km/h. b) V = 15.00 km/h.

8. ta(x—1)(z—2)

9. a) 3.8%. b) Zum Beispiel n(t) = 1.038" - 7.8 (Einheit = ,,10 Jahre“, t = 0

entspricht dem Jahr 1991). ¢) Im Jahr 2057.

10. -

11. Setzt man u = cos(z), so erhélt man die Lésungen z,, = +arccos(1) 4+ 2mn =
+%5 +27mn, n € Z.

12. Setzen wir s = sin(%) und ¢ = cos(%). Dann folgt aus der Formel von de Moivre
3 —3cs? = —1 und 3c?s — 3 = 0.

13. -

14. -

15. z =log(c £ V% — 1) = £ log(c+ v — 1).

16. b) Halbwertszeit 7 = 4ms.

17. -

18. -

19. a) Seien f, g gerade, also f(—z) = f(z) und g(—z) = g(x). Dannist (f+g)(—z) =
(—x)+g(—2x) = f(x)+g(z ):( )( ), also auch gerade. Der Rest geht analog.

20. wy = \ﬁ e 41 Wo = \@ 6772r \[ 611327r1

21. e" 2

B.19 Differentialrechnung I

1. Ja.

G. Teschl, S. Teschl, Mathematik fiir Informatiker, eXamen.press,
DOI 10.1007/978-3-642-54274-9, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2014
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w N

—

B

LN

10.

11.
12.
13.

14.

SN A

) Ty(x
2.a) Ti(z)=1-3
)

a=3

Ja: f/(0) =0.

a) 3cos(3z — 1) In(z?) 4+ sin(3z — 1)2  b) —15e 37 F4y/22 — 1 + %
o) _2(1;%) Q) % i m

Tipp: Ndhern Sie durch die Tangente an der Stelle zp = 0. Es ergibt sich der
Niherungswert: e =99 ~ 0.99.

a) Tangente: h(t) = %t b) zum Zeitpunkt b c)a

a) t(z) = —512.5 + 60z b) C(16) ~ 447.5

a) D(p) = 1400 — 5p, 0 < p < 280 b) p > 140

a): b0 b)-1 ¢)0

+00

a) 0 b) 3 c) —o0

.20 Differentialrechnung II

a) Ty(x) =1—2z%+ 224 b) Ty(z) = —1+42(x— 3)? — 2(z — 3)*

b) Das Maximum von g(z) = f(x)—(1-%) ist g(—0.5) = 0.164214 (das Minimum
ist g(0) = 0).

c) Taylorpolynom hoheren Grades, zum Beispiel: Tx(2) =1 — § + %

Tipp: Setzen Sie in der Taylorreihe von e” fiir x = ip ein. Vereinfachen Sie die
entstehende Reihe unter Verwendung von i? = —1.

vl

. a) Streng monoton fallend fiir z < 2, streng monoton wachsend fiir z > 2.

b) Streng monoton fallend fiir 1 < z < 4, streng monoton wachsend fiir z < 1
und x > 4.

¢) Streng monoton fallend fiir > 1, streng monoton wachsend fiir = < 1.

a) Konvex fiir alle x.

b) Konkav fiir x < %, konvex fiir x > %

¢) Konkav fiir z < 2, konvex fiir z > 2.

Minimum bei z = 2.

Maximum Ry(—%) = —1 + 5, Minimum Ry(%) =1 —
S(z) ist an der Stelle 7 = £1t=F22 minimal.

Globales Minimum bei z = 2 und « = 4, globales Maximum bei z = 0.

Das Newton-Verfahren liefert die Folge x,, = % (:vn,l + )7 die fiir jeden

beliebigen positiven Startwert gegen /a konvergiert.
Maximaler Gewinn von 678.855 bei einem Preis von 13.0841.
Maximaler Gewinn 1968.75 bei einem Preis von 31.25.

a) Al (,’EQ) =49.95 — 0.5372 b) Ag(l‘l) = 47.62 — 0.481‘1

¢) (z1,x2) = (34.95,38.10) bzw. (z1,x2) = (34.30, 31.28)

d) Das Gleichgewicht liegt bei (1, x2) = (34.31,31.28).

Das globale Maximum von f(z) = z"e ™ liegt bei z = n.

(NE]

a
Tn—1
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B.24 Differentialgleichungen 391

.21 Integralrechnung

a) —z +zln(x) +C b) —4x (zweimal partiell integrieren)

G(1) ~ 5 + &= = 0.898942 (exakt: G(1) = 0.841345).

a) 0o b) § c) —oo d) oo

Der Integrand hat bei x = 0 eine Polstelle. Das Integral hat den Wert oo.

.22 Fourierreihen
) Fg(t) _ i N singj:rt) k_ sinif:rt) _ sin(GIjTrt) . sin(glﬁﬂ't)
) =0, 25 sin (kt)

by =0

.23 Differentialrechnung in mehreren Variablen

Die Funktion ist nicht stetig, denn fiir die Folge x,, = (0, %) gilt limy, o0 f(Xn) =
lim,, oo 0. = 0. Fiir die Folge x, : (ﬁ, %) gilt aber lim, o f(x,) =
lim,, s 00 SmZ(/lé”) = 1 (wegen lim, g % = 1). Da f(x1,0) = f(0,z2) = 0
existiert die Jacobi-Matrix an der Stelle xg = 0 und lautet

of

—(0)=(0 0).

% (o)~ (0 0)

Da die Funktion bei 0 nicht stetig ist, ist sie dort auch nicht differenzierbar.
21(2 4+ x129)e™1 %2

©w

N Gt

B

ST W=

1 1
—cos(x1 + x2) L1

Minimum bei xo = (0, 1).
Minimum bei x¢ = (1, 0), Sattelpunkt bei xo = (—1,0).

Die optimale Bestellmenge ist x = (\/g , \/g).
Die optimalen Werte sind z; = 3 = 23 = 15 (also ein Wiirfel).

.24 Differentialgleichungen
x(t) = Ct
z(t) =v1+1t2
z(t) = (3¢’ — cos(t) — sin(t))
flx) = Azx©

Um ca. 22:34 Uhr.
z(t) = et cos(v/3t) + v/3e ! sin(v/3t)



392 B Losungen zu den weiterfiihrenden Aufgaben

7. y(z) = L(cosh(az) — 1)
x(t) = xq cos(wt) + 2+ sin(wt)

9. z(t) =10— 7;’—2(6””'/ —1+tn). Die Gleichung z(t1) = 0 ist nicht analytisch lsbar.
Numerische Losung ergibt ¢; = 1.46. Chefarzt Hofmann hat also etwas mehr als
eine Sekunde.

10. z(t) =2et —2 -1t

*®

B.25 Beschreibende Statistik und Zusammenhangsanalysen

1. -

2. a =T (arithmetisches Mittel der Daten)

3. a) T=10.53, Z = 104, Zg.25 = 10.1, 975 = 11.1, s = 0.75, R = 2.6.
b) 53% ¢) 10.4 Liter

4. 36.6 cm

5. b) rp = —0.046, 73y =0
¢) r = 0.503; Scheinkorrelation: Das Merkmal ,,Geschlecht“, das sowohl mit
»Schuhgrofe® als auch mit ,, Einkommen* inhaltlich korreliert ist, blieb hier un-
beriicksicht. (Im Durchschnitt verdienen Minner mehr als Frauen und haben
auch grofere Fiile.)

6. r=0.85, f(z) = 4.58 + 2.43x

B.26 Elementare Wahrscheinlichkeitsrechnung

1. a) 80.8% b) 18.4% ¢) 0.8%

2. —

3. a) 2% b) 18% c) 2% d) 98%

4. Die beste Strategie ist zu wechseln. Die Gewinnwahrscheinlichkeiten sind a) %,
b) 1, bzw. ¢) 2.

5.a)1, Db)2, c)80%.

6. a) 110 b) 0.019%

B.27 Zufallsvariablen

a) 33.3  b) 33.3 c) 2156 bzw. 72.22  d) nein

Tipp: Potenzreihen diirfen gliedweise differenziert werden (Satz 20.9).

a) N b) p; = (%)1_1 (2) c) 42.1%

Erzeugende Funktion: p(z) = ﬁ.

a) pu=>55 b)u=10

a) T1% b) 26% ¢) 0.67%

a) p = —2.70 (diesen Geldbetrag verlieren Sie also im Mittel pro Spiel an das
Casino;-), o = 100.0

b) u = —2.70, ¢ = 10.0 (das Risiko ist also bei dieser Strategie geringer)

8. a) P < 13.68 (keine brauchbare Aussage) b) P < 0.684

N oUW e
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9.a)V,=100-(2"-1) b)G,=100-2""t ¢)n=7 d) P(Gewinn)=99%
und P(Verlust) = 1%, p = —20.5

11. Tipp: Partielle Integration.
12. -

B.28 Spezielle diskrete Verteilungen

a) 98.7% b) 86.9%  c) 0.58%

a) Bi(3;0.001) b) P(X >1)=0.2997% c) 0.003

1.67%

a) 12.19% b) 30.1%

Erzeugende Funktion: p(z) = ((1 —p) + pz)™. (Tipp: binomischer Lehrsatz.)
33.72% ~ 33.47%

exakt: 42.72%; geniihert: 42.13%

Erzeugende Funktion: p(z) = e**=1),

© XN W=

B.29 Spezielle stetige Verteilungen

a) 89.4% b) ca. 0.4 Sekunden

a) 34.5% b) 165 Punkte

ca. 12% (Nidherung durch eine Normalverteilung)
ca. 85 % (Ndherung durch eine Normalverteilung)

. . . . . . _a? _ a2
Tipp: Um partiell zu integrieren, schreiben Sie 2"e~ % als 2"~ ! - xe~ 7.

PN oW

B.30 Schlief3lende Statistik

1. 94.3%

2. [100.7,101.3]

3. Ja. (Konfidenzintervalle: [99.98,100.05] fiir u bzw. [0.092,0.137] fiir o.)
4. -

5. [-6.6, —0.6]

6. [0.056,0.29]
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