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o ¢ — -Kriterium

Ve > 036 > 0Vx € (zg — 6,20 +0) : |f(z) — f(zo)| < e

1 Untersuchen Sie die Folgenden Reihen auf Stetigkeit

%x2+1, <2

a) f:RHR,f(;z:){

—z+5, x>2
1 >0

b :R = R, =< -

) ! /(@) {1, z <0

7

In beiden Féllen wird die Funktion nur an einer Stelle auf Stetigkeit untersucht (fiir a) an
xo = 2, fiir b) an 2o = 0), da die Stetigkeit an allen anderen Stellen bereits aus Satz 6.9
(Polynome sind stetig) folgt.

a) Wir zeigen, dass die Funktion an der Stelle xy = 2 stetig ist. Dazu brauchen wir zuerst,
dass %22 +1=3= —2+5 ist. Wére dies nicht der Fall wire die Funktion in g = 2 nicht

stetig.
i) Per Grenzwert

Stetigkeit durch Grenzwert an der Stelle xg ist gegeben durch:

W) - (Jim n =20) = (fim, £(en) = f(20))
Fiir Folgen ().

Wir miissen also fiir alle Folgen x,, mit dem Grenzwert 2 zeigen, dass lim,,—, o f(x,) = f(xo)
gilt.

Variante 1: Fallunterscheidung Dafiir helfen uns die Regeln aus Satz 3.8 Sei also (zy,)
eine Folge mit Grenzwert 2. Wir machen eine Fallunterscheidung, nach x:




. o 15
nILH;o flz) = nl;r{:o <2zn + 1> | Def. f
1
= lim (xi) + ( lim 1) | Addition von Folgen
n—oo \ 2 n— 00

Multiplikation von Folgen
Grenzwert konstanter Folge

1
= <lim )~(lim :z:fl)Jrl
n—o00 2 n—00

Grenzwert konstanter Folge

1
= ( lim z, - lim xn) +1 Multiplikation von Folgen
2 n— 00 n— 00
1
:5-2-2—1—1 | 2, hat Grenzwert 2
=1-2+41=2+1=3
o x> 2
lim f(z)= lim (—z+5) | Def. f
n—oo n— o0
= lim (—x)+ ( lim 5) | Addition von Folgen
n—oo n—oo
Multiplikation von Folgen
= ( lim —1) . ( lim xn) +5 Grenzwert konstanter Folge
n—oo n—oo
Grenzwert konstanter Folge
=-1-24+5 T, hat Grenzwert 2
=-2+4+5=3

Variante 2: Uber e-Kriterium der Konvergenz In dieser Variante errechnen wir
aus einem ¢, dass angibt, wie nah f(x,) an f(x¢) ist, ein ¢ und &”, dass uns angibt, wie
nah dafiir z,, an z( sein muss (jeweils ein pro Funktion). Aus diese ¢’ und " kénnen wir
schlussendlich n{, und n{ fiir die Konvergenz von 22 +1 und —z,, 4+ 5 bestimmen. Wéhlen
wir ng = maxng, n(, so folgt Konvergenz der zusammengesetzten Funktion.

Dies verlauft relativ analog zu dem ¢ — §-Kriterium.

ii) Per ¢ — 0-Kriterium
Ve >030 >0z € D :|xg —z| <= |f(xo) — fx)| <e

Wir betrachten nun einmal das §; fiir Stetigkeit von %m2 + 1 in 29 = 2 und das d, fir

Stetigkeit von —z + 5 in xg = 2. Anschliefend wéahlen wir das Minimum dieser Beiden.

e Fiir —x + 5 ergibt sich §; = ¢

[f(@o) = f(@)] = [ =245 - (—z +5)|
—|—2+5+x—5|
=|—-2+z
=[2— x|

<d=¢




o Fiir %mz + 1 ergibt sich 62 + 462 = 3 = 6y = —2 + /4 + 2¢

(@) ~ f(&)] =B~ (527 + D)

1
2 1
=Z|12— 222
51237
1
=514 -2
— Lol 244
—2 X X
5
<§|2+x\
5
§|—2—xl
02
§|—2+(—2—|—2)—1:|
5
:§|—4+(2—w)l
02
214456
<5 l=4+4|
02
< 5 (I=4/+10])
02
=244
5 (4+9)

1
:252+§6§:5

Durch die p-g-Formel lisst sich dann die Lésung mit do > 0 von 63 + 465 — 26 = 0
bestimmen als §o = —2 + /4 + 2¢

Damit nehmen wir 6 = min{d;,d2} = min{e, -2 + /4 + 2¢}
b) Wir zeigen, dass diese Funktion an der Stelle 2y = 0 nicht stetig ist:

i) Per Grenzwert

Um Stetigkeit zu widerlegen, negieren wir die Stetigkeit durch Grenzwerte:

—V(z,) : ( lim z,, = xg) = < lim f(z,)= f(xo))

3(@n) s = (((Jim w0 = 0) = (lim_ f(wn) = £(0)))
I(zy) : (nhﬁrrgo Ty = xo) A= (nlggo flan) = f(xo))
3wn) : ((Jim o =20) A ( lim_ f(2n) # f(20))

1

Waihlen wir nun x,, = —*=.
=L ist eine Nullfolge, da limp o ((—1) - £) = lim, 00 —1 - limpy_y0o £ = —1-0 =0.
=il

Es bleibt also zu zeigen, dass lim,, e f(2n) # f(z0). Da alle fiir alle n filt z,, = =~ <0,

folgt mit der Definition von f, dass f(x,) = —1. lim, . f(x,) = lim, o, —1 = —1. Jedoch
f(zo) = f(0) = 1.
Damit ist die Nicht-Stetigkeit in xg = 0 bewiesen.




ii) Per ¢ — 0-Kriterium

Wir das € — §-Kriterium:

Ve > 035 > 0Vz € D :|zg —z| < d = |f(xo) — f(z)| <e
Je > 030 > 0Va € D :|zg — x| < I = |f(zo) — f(z)| <e
Je > 0V6 > 0-Ve € D:|lxg—x| <d=|f(xo) — f(z)| <e

Je > 0V6 > 03z € D : =(Jzog — x| < § = |f(x0) — f(z)| < ¢)
Je > 0V0 > 03z € D :|xg — x| <A |f(z0) — fz)| <e
Je > 0V6 > 03z € D :|xg — x| < 0 A |f(zo) — f(z)| > ¢

Wir wéhlen also e =1 und = = (xg — 0,9 - 0).
Setzen wir dies ein:

V(5>01|$0—(1‘0—0,9-5)|<(5/\|f($0)—f($0—0,9~5)|21

V6 >0:0,9-8 <A |f(xo) — f(zo—0,9-8)] > 1 |6 > 0,20 =0

V6 >0:(0,9-8<8)AIf(0) — f(—0,9-6)] > 1 |T Az =z, Def. £(0)

V6 >0:]1— f(=0,9-8)] >1 |6 > 0= —0.95 < 0,Def. f
V6>0:]1—(=1)]>1

Vo >0:2|>1

Diese Aussage ist offensichtlich wahr. Da dies die Negation der Stetigkeit an zog = 0 ist, ist
die Funktion an der Stelle zyp = 0 also nicht stetig.

2 Zeigen Sie, dass die Abbildung

f:R—=>R

x> cos(z) —x

im Intervall [0, 7] (oder [0°,180°]) eine Nullstelle hat.

f(0)=cos(0) —0=1-0=1, f(r) =cos(r) —m=—-1—7m=—(7m+1). Da f(0) > 0 und
f(m) < 0 und cos(z) — z stetig ist, folgt mit dem Zwischenwertsatz (Satz 6.11), dass es eine
Nullstelle im Intervall [0, 7] geben muss.

3 Zeigen Sie mittels des ¢ — J-Kriteriums, dass die reelle Funktion f(z) = 22 stetig ist.

Zu zeigen:
Voo € RVe > 030 >0Vx € D : |zg — x| <0 = |f(x0) — f(z)| <e

Also Stetigkeit in jedem xq.




Zuerst versuchen wir die rechte Seite (22 — 2?) mit Hilfe der Linken (Jzg — z| < §) abzu-

schétzen:
|25 — 2| = |(zo — 2)(z0 + )]
= |wo — x| - |zo + 2|
<4 |zo+ x|
=0-|=1]-|zo + x|
=6-|—z9— x|
=06 —xo(—x0 + x0) — |

=6 - [(=zo — o) + (z0 — z)|
<4 (] —mo— wo| + |T0 — 7|)
<5 (| = 2u0| +5)

= 6% + 26|xo

| 3. Binom

[ Ja- 8] = [a] -1

| |zo — x| <&

| Nahrhafte 1

[ Ja- 8] = [a] - |

| Nahrhafte 0

| Assoziativgesetz

| Dreiecksungleichung
| o —z| <6

| Distributivgesetz

Nun wollen wir, dass 62 + 25|x¢| = € gilt. Wenn wir diese Gleichung dann nach & umstellen,
so haben wir eine Gleichung, mit der wir é abhéngig von ¢ und € bestimmen koénnen.
Zum Umstellen kann die p — g-Formel verwendet werden, oder quadratische Ergénzung:

(52+2(5|IE0| =&
2 2 2 _
) +26|1‘0|+|1‘0| |1‘0| =&
(6 + |zo)® — |zol* = €
(6 + |zo])® = & + |aof?
0+ |.T0| = +\/e+ |l‘0|2
§ = x/e+ |xo|? — |zo]

Wegen 6 > 0 muss § = /a3 + & — |zo| gelten.

| Nahrhafte 0

| Binomische Formel
| +lzof?

e

| —lzol
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