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Das (spezielle) Halteproblem

@ Das spezielle Halteproblem ist das Problem:

» Gegeben eine Turingmaschine M, hilt M auf ihrer eigenen
Kodierung (M)?

» Formal: Hy = {{M) (M) : M Turingmaschine und M hélt auf (M)}.

Das spezielle Halteproblem ist unentscheidbar.

Satz J

Beweis: Diagonalisierung
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(Many-one) Reduktionen

@ Eine Reduktion von L1 € X" auf Ly € X* ist eine (totale) berechenbare

Funktion
D T T

so dass fir alle w € X*;

wel < f(w)els.

@ L4 ist auf Lo reduzierbar, L1 < L, falls es eine Reduktion
von L1 nach L, gibt.

@ Anschaulich: Ly ist ein kleines Problem im Vergleich zu L,
L1 ist nicht schwerer als L.
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Reduktionen

Lemma
Seien Ly,Ly € X" mit Ly < Ls.
o L, entscheidbar = L entscheidbar.

o Li unentscheidbar = L, unentscheidbar.

Lemma
Seien L1, € X" mit L1 < Lo.
o L, semi-entscheidbar = L semi-entscheidbar

o L1 nicht semi-entscheidbar = L, nicht semi-entscheidbar.
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Das Halteproblem und das Wortproblem

@ Das Halteproblem ist das Problem:
» Gegeben eine Turingmaschine M und ein Wort w, halt M auf w?
» Formal: H={(M)w : M Turingmaschine und M hilt auf w}.

@ Das Wortproblem ist das Problem:

» Gegeben eine Turingmaschine M und ein Wort w, akzeptiert M das
Wort w?

» Formal: W = {{(M)w : M Turingmaschine und w ¢ L(M)}.

Satz
Esgilt Hs<H<W.
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Korollare

Satz
Esgilt Ho<H < W. J

Also ist

@ das Halteproblem unentscheidbar und das Wortproblem
unentscheidbar.

@ Beide Probleme sind semi-entscheidbar.

@ Die Komplemente beider Probleme sind nicht semi-entscheidbar.
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Heute: der Satz von Rice

Satz von Rice

Jede nichttriviale semantische Eigenschaft von Turingmaschinen ist
unentscheidbar.

e Semantische Eigenschaft einer Maschine M: hangt nur von L(M) ab.

@ Nichttrivial: Es gibt Maschine mit der Eigenschaft und Maschine ohne
die Eigenschaft.

o Beispiele:
» L(M) =g2.
» L(M) ist unendlich.
@ Beispiele fiir nicht semantische Eigenschaften:

» M hat 42 Zustande.
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Formal: Eigenschaften von Sprachen

e Eigenschaft der semi-entscheidbaren Sprachen iiber Alphabet ¥:

Pc{LcX” : L semi-entscheidbar}
» Erinnerung: L semi-entscheidbar < es ex. TM M mit L(M) = L.
o Beispiele:

» Pg=@ und Py ={LcX* : L semi-entscheidbar}
sind die trivialen Eigenschaften.

- Fiir jede TM M gilt L(M) ¢ Pg.
- Fiir jede TM M gilt L(M) € Pay.
» Prp={LcX* : List endlich}.
» Preg ={L<SX* : List reguldr}.
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Formal: Semantische Eigenschaften von Maschinen

@ Sei Pc{LcX* : L semi-entscheidbar} eine Eigenschaft von
semi-entscheidbaren Sprachen.

e Eine Turingmaschine M hat die semantische Eigenschaft P, wenn
L(M)eP.
o Beispiele: Sei M eine Turingmaschine

» M hat nicht die Eigenschaft Py aber die Eigenschaft P,.

» M hat die Eigenschaft Ps, = {LcX* : List endlich} genau dann,
wenn L(M) endlich ist.

» M hat die Eigenschaft Pz = {L < X* : L ist reguldr} genau dann,
wenn L(M) regular ist.

Prof. Dr. Sebastian Siebertz Theoretische Informatik 2, Vorlesung 7



Formal: Semantische Eigenschaften von Maschinen

@ Die folgenden Eigenschaften sind keine semantischen Eigenschaften:
» M hat 42 Zustinde.
» M terminiert auf jeder Eingabe.
» M verwirft das Wort 101010.
- Es gibt M" mit L(M) = L(M") und M’ terminiert nicht auf 101010.
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Der Satz von Rice

Satz von Rice

Sei Pc{LcX* : L semi-entscheidbar} eine nichttriviale Eigenschaft von
semi-entscheidbaren Sprachen iiber einem Alphabet ¥. Dann ist die Frage:

@ Gegeben eine Turingmaschine M, gilt L(M) € P?
e Formal: (P)={(M) : M Turingmaschine mit L(M) € P}.

unentscheidbar.

@ Turingmaschinen = Programme: keine nichttriviale semantische
Eigenschaft von Programmen kann automatisch getestet werden!

@ Weitreichende Konsequenzen z.B. fiir Programmverifikation:
automatische Priifung auf Korrektheit ist unméglich!
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Beweis Satz von Rice

Beweis.
e (P)={(M) : M Turingmaschine mit L(M) € P}.
e Wir zeigen H < (P).
» Annahme: @ ¢ P (sonst zeigen wir stattdessen H < (P)).
e Da das Halteproblem unentscheidbar ist, folgt (7P) unentscheidbar.

@ Suchen: total berechenbare Funktion f, die zu jeder Eingabe (M) w
fiir das Halteproblem eine Maschine M’ berechnet, so dass

M hilt auf w < L(M") e P.
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Beweis Satz von Rice

@ P nichttrivial: es existiert L € P und Maschine M; mit L(M,) = L.

@ Zu Eingabe (M) w:
F({M)w) = (M"),

wobei M’ die Maschine ist, die auf Eingabe z
» z auf einem unbeschriebenen Band speichert,
» M auf w simuliert

» wenn M auf w hilt, so simuliert M’ die Maschine M, auf z und
akzeptiert genau dann, wenn M, akzeptiert.

@ (M') ist aus (M) w und der festen Maschine M, berechenbar, also
ist f eine totale berechenbare Funktion.
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Beweis Satz von Rice M’ = F({M)w)

2. simuliere M auf w 3. simuliere M, auf z

w Z | _— Ja

—— M My <<

[T nein

1. speichere z

M hilt nicht auf w
= die Simulation von M auf w terminiert nicht
die Eingabe z wird (fiir beliebiges z) von M’ nicht akzeptiert
LM =2
= L(M")¢(P), daa¢P.
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Beweis Satz von Rice M’ = F({M)w)

2. simuliere M auf w 3. simuliere M, auf z

w z
1 m M, < |
- .
[T nein
z
1. speichere z
M halt auf w

= die Simulation von M auf w terminiert

= M), auf Eingabe z wird simuliert und M’ akzeptiert genau dann,
wenn z € L

= (M) =L
= L(M")eP.
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Beweis Satz

von Rice

M = f((M)w)

w

__>M

2. simuliere M auf w

3. simuliere M; auf z

z

M; <

/
—

1. speichere z

[ nein

e M hilt auf w < L(M') e P.

@ Reduktion

gefunden v/
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Der Satz von Rice

@ Trotzdem kann fiir einige Programme bewiesen werden, dass sie
gewisse semantische Eigenschaften haben.

@ Beispiel: Fir M =(Q,X%,I,[,.5,6,9s, g, qr) mit gs = q, gilt
L(M) =g2.

@ Im Allgemeinen ist es aber nach dem Satz von Rice unentscheidbar,
ob fiir eine gegebene Maschine M gilt L(M) = @.
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Der Satz von Rice, zweiter Teil

e Eigenschaft P heillt nach oben abgeschlossen, falls fiir alle
semi-entscheidbaren L ¢ L' € Y* mit L € P auch gilt L' € P.

o Beispiele:
» Py = {@} ist nicht nach oben abgeschlossen.

» Ps={LcX* : L semi-entscheidbar und |L| endlich} ist nicht nach
oben abgeschlossen.

» Py={LcX* : L semi-entscheidbar und |L| unendlich} ist nach oben
abgeschlossen.
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Der Satz von Rice, zweiter Teil

Satz von Rice, zweiter Teil

Sei Pc{LcX* : L rekursiv aufzdhlbar} eine nichttriviale nicht nach oben
abgeschlossene Eigenschaft von semi-entscheidbaren Sprachen.
Dann ist die Frage:

@ Gegeben eine Turingmaschine M, gilt L(M) € P?
e Formal: (P) = {(M) : M Turingmaschine mit L(M) € P}.

nicht semi-entscheidbar.

Beweis.
o Wir zeigen H < (P).

@ Das Komplement des Halteproblems ist nicht semi-entscheidbar, also
folgt die gewiinschte Aussage.
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Beweis Satz von Rice, zweiter Teil

@ Suchen: total berechenbare Funktion f, die zu jeder Eingabe (M) w
fiir das Halteproblem eine Maschine M’ berechnet, so dass

M hilt nicht auf w < L(M") € P.

o Aquivalent:
M hilt auf w < L(M") ¢ P.

@ P nichttrivial und nicht nach oben abgeschlossen:

= es existieren My und My, so dass
L(Mo) c L(M]_) und L(Mo) € P und L(M]_) ¢'P
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Beweis Satz von Rice, zweiter Teil

e Berechne zu (M) w Kodierung (M’), so dass

M auf w hilt < L(M") ¢ P.

@ M’ Maschine, die zu Eingabe z
» auf dem ersten Band My auf z simuliert
» auf dem zweiten Band M; auf z simuliert
» auf dem dritten Band M auf w simuliert.

» Simulation parallel, immer einen Schritt auf dem ersten Band, einen
Schritt auf dem zweiten Band, einen Schritt auf dem dritten Band, usw.

» M’ akzeptiert genau dann, wenn
- My akzeptiert z, oder

- M akzeptiert z und M hilt auf w.
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Beweis Satz von Rice, zweiter Teil

z ja
> My > Ja
ja
> My > ja
w
M —
terminiert
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Beweis Satz von Rice, zweiter Teil

» M’ akzeptiert genau dann, wenn

- My akzeptiert z, oder z M i ja

- My akzeptiert z und M hilt auf w.

» M halt nicht auf w

= M’ akzeptiert z genau dann, w
wenn Mo z akzeptiert. terminiert

= L(M') = L(Mo)
» M halt auf w

= M’ akzeptiert z genau dann, wenn My oder M; z akzeptieren.
- L(Mo) c L(Ml)
= M’ akzeptiert z genau dann, wenn z € L(M;)

= L(M') = L(M).
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Beweis Satz von Rice, zweiter Teil

@ Wir haben gezeigt:
M hilt auf w
= L(M")=L(M)
= L(M")¢P

und
M hilt nicht auf w
= L(M")=L(Mp)
= L(M")eP.

e Also
M auf w hilt < L(M') ¢ P

wie gewiinscht.
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Der Satz von Rice

Korollar

Das Leerheitsproblem fiir Turingmaschinen, d.h., die Frage ob fiir eine
gegebene Turingmaschine M gilt L(M) = @, ist nicht semi-entscheidbar.

Korollar

Das Aquivalenzproblem von Turingmaschinen, d.h., die Frage ob fiir zwei
gegebene Turingmaschinen My, My gilt L(M;) = L(M,), ist nicht
semi-entscheidbar. )

Beweis.
@ Sei My eine Turingmaschine mit L(My) = @.
e Esgilt L(M) =0 < L(M) = L(Mgy).
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Entscheidungsprobleme fiir Grammatiken

Représentation Wortproblem Leerheitsproblem  Aquivalenzproblem
Typ-0-Grammatik, scmi-entscheidbar, nicht nicht

™ unentscheidbar semi-entscheidbar  semi-entscheidbar
Typ—l—GraunnaUk, Pl . nicht . . nicht .
linear beschr. NTM semi-entscheidbar  semi-entscheidbar
Typ-2-Grammatik, Polynomialzeit Polynomialzeit . nicht .
PDA semi-entscheidbar
det. PDA Linearzeit Polynomialzeit entscheidbar
Typ-3-Gra tik

N}];)pA, rc;mzﬁlsil; ’ Lincarzeit Lincarzeit PSpace-vollstindig
DEA Linearzeit Linearzeit Polynomialzeit

Prof. Dr. Sebastian Siebertz
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Entscheidungsprobleme fiir Grammatiken

Satz

Fiir die Typ-2 Grammatiken ist nicht semi-entscheidbar, ob eine gegebene
Grammatik G alle Worter erzeugen kann, ob also L(G) = £~ gilt.

Korollar

Das Aquivalenzproblem fiir Typ-2 Grammatiken ist nicht semi-entscheidbar.

v

Beweis.

o L(G)=X* < L(G) = L(Gyy) fiir eine beliebige feste Typ-2
Grammatik G, die alle Worter erzeugen kann.
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Beweis des Satzes

o Wir reduzieren das Komplement des Halteproblems H auf das
Universalproblem L(G) = X* fiir kontextfreie Grammatiken G.

o Kontextfreie Grammatiken sind dquivalent zu
Kellerautomaten /Pushdown-Automaten und die Umwandlung ist
berechenbar.

e Wir zeigen: Zu jedem Wort (M) w kdnnen wir einen
Pushdown-Automaten A berechnen, so dass

M nicht auf w hilt < A alle Worter akzeptiert.
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Kellerautomaten /Pushdown-Automaten

Eingabe: von links nach rechts; nur ein Symbol sichtbar

(IRRRRRRNRININ]
Lese— A
kopf
endliche Schreibkopf
Kontrolle
* nur oberstes Symbol
N y s‘.'lchtbar
N * Anderung des Inhalts
= NEA nur von oben

+ kann beliebig gro3 werden

\4
Keller
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Beweis des Satzes

@ Es gelte M= (Q,%,T,[,.,0,9s,4a2,9r)-

o Kodieren Konfigurationen von M als endliche Worter: Wenn
(g,v,k) e @ xT¥xN

eine Konfiguration von M ist und n > k minimal mit v(i) = _ fur
alle i > n, so repréasentieren wir dies als endliches Wort

Q=V].. . Vg 1QVk...Vpio€(QulN)™.

o Alphabet des Pushdown-Automaten A: ¥’ = QuT u {+}.
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Beweis des Satzes

o A soll fiir jedes Wort v € X'* testen, ob
vaikaok ... Fap,

wobei
» a1 die Kodierung der Startkonfiguration von M auf w ist,
» by iy flir 1< i < nogilt und

» «, eine terminierende Konfiguration ist (egal ob akzeptierend oder
verwerfend).

o Er soll akzeptieren, wenn dies nicht der Fall ist.
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Beweis des Satzes

M terminiert auf w
= es existiert akzeptierende Konfigurationsfolge a1 Hpp a2 -py ... Fpg i
= Averwirft v=ai+~as ...+ ap

= Esgilt L(A) X"

M terminiert auf w nicht
= es existiert keine akzeptierende Konfigurationsfolge
= A akzeptiert alle Worter v e ¥'*
= Esgilt L(A)=X"".
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Konstruktion von A

o A soll akzeptieren, wenn

» v nicht die Form aj + as + ... + ay, hat fiir Konfigurationen
Q1,...,0p, oder

» a1 nicht die Startkonfiguration von M auf w ist, oder

» a, keine terminierende Konfiguration ist (egal ob akzeptierend oder
verwerfend),oder

> ajfm iy fiirein 1<i<n.
@ Die ersten 3 Eigenschaften sind reguldr — einfach.

e Die letzte Eigenschaft bendtigt Nichtdeterminismus und den Keller.
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Konstruktion von A

e Wenn
(p,w, k) e QxT* xN

eine Konfiguration ist und
d(p,wg) =(q,b,d) e @ xI x{-1,0,1},
dann ist die Folgekonfiguration von « die Konfiguration
(g, w[k — b], k+d).
@ Das Infix cpa von o wird ersetzt durch das Infix gcb, cgb oder cbq.

@ Alle anderen Zeichen bleiben unverandert.

@ Wenn dies nicht der Fall ist, soll A das feststellen.
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Konstruktion von A

o «j b‘M iyl

= es existiert j, so dass das
ai(Nai(+Dai(j+2) —  ai1()aii(+1aia(+2)
nicht entsprechend 4.
@ A rit «; und die Position j.
e Er merkt sich die Zeichen «;(j)«;(j + 1)a;(j + 2) und die Position j.

@ Er lauft zur nachsten Konfiguration aj,1, markiert durch +, und zahlt
von dort j — 1 Zeichen.

@ Er verifiziert, dass a;jy1(j)is1(J + 1)ajs1(J + 2) nicht entsprechend ¢
ist und akzeptiert in diesem Fall.
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Konstruktion von A

@ Phase 1: laufe iiber das Eingabewort. Bei +~ wechsele
nichtdeterministisch in Phase 2.

» Entspricht raten von «;.

@ Phase 2: laufe iiber das Eingabewort und lege fiir jedes gelesene
Zeichen ein Symbol auf den Stack. Wechsele nichtdeterministisch zu
Phase 3.

» Entspricht raten und speichern von j.

@ Phase 3: speichere die nichsten 3 Zeichen «;(j)a;(j + 1)a;(j +2) und
laufe bis zum nachsten gelesenen .

@ Phase 4: entferne fiir jedes gelesene Zeichen ein Symbol vom Stack.
Wenn der Stack leer sind die niachsten 3 Zeichen
ais1(j)ais1(+ 1ajs1 (G +2). Uberpriife ob diese & entsprechen.
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Zusammenfassung

o A akzeptiert, genau dann, wenn

» v nicht die Form a1 + an + ... + «, hat fiir Konfigurationen
Qi,...,0,, oder

» a1 nicht die Startkonfiguration von M auf w ist, oder

» «, keine terminierende Konfiguration ist (egal ob akzeptierend oder
verwerfend), oder

» ity iy fiirein 1<i<n.

e Esgilt

M hilt nicht auf w < A akzeptiert alle Worter.
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Entscheidungsprobleme fiir Grammatiken

Représentation Wortproblem Leerheitsproblem  Aquivalenzproblem
Typ-0-Grammatik, scmi-entscheidbar, nicht nicht

™ unentscheidbar semi-entscheidbar  semi-entscheidbar
Typ—l—GraunnaUk, Pl . nicht . . nicht .
linear beschr. NTM semi-entscheidbar  semi-entscheidbar
Typ-2-Grammatik, Polynomialzeit Polynomialzeit . nicht .
PDA semi-entscheidbar
det. PDA Linearzeit Polynomialzeit entscheidbar
Typ-3-Gra tik

N}];)pA, rc;mzﬁlsil; ’ Lincarzeit Lincarzeit PSpace-vollstindig
DEA Linearzeit Linearzeit Polynomialzeit

Prof. Dr. Sebastian Siebertz

Theoretische Informatik 2, Vorlesung 7



