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1 Die Wahrscheinlichkeitsfunktion


http://www.uni-bremen.de

Fachbereich 03
Mathematik/Informatik

Elementarwahrscheinlichkeiten

Sei (2, A,P) ein mit A = 2.
Aus der Additivitat von P ergibt sich
VI#AEA:PA) =D PHw}) =) Pw)
wEA wWEA

Es genlgt also, die Elementarwahrscheinlichkeiten
P({w}),w € Q, anzugeben, wobei wegen Normiertheit von P

gelten muss:
> PBw) =
weN


http://www.uni-bremen.de

Fachbereich 03
Mathematik/Informatik

Die Wahrscheinlichkeitsfunktion

Ist umgekehrt eine nicht-negative Abbildung f : 2 — Rxg
gegeben mit der Eigenschaft

> flw) =1, (1)
we
so induziert f ein WahrscheinlichkeitsmaB P, auf 2 vermittels
Pr(A) =) f(w),AC Q. (2)
w€eA
Definition:

Die Funktion f aus (1) und (2) heil3t Zahldichte oder
Wahrscheinlichkeitsfunktion von Py.
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2 Diskrete Gleichverteilung (Laplace’scher W’keitsraum)
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Diskrete Gleichverteilung,
Laplace’scher Wahrscheinlichkeitsraum

Ein endlicher W’keitsraum (2,2, P) mit |2| = n € N heif3t
Laplace’scher Wahrscheinlichkeitsraum, falls P die Zahldichte
fp besitzt, fir die gilt:

i 1

Das Wahrscheinlichkeitsmaf3 P heif3t die diskrete
Gleichverteilung auf 2. Es gilt:

_ |Al _ |A] _ #{fur A gUnstige Ergebnisse}
9 n #{alle mogliche Ergebnisse}

VA € 221 P(A)
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Beispiel: Einfacher Wirfelwurf

Angenommen, ein fairer Wirfel wird geworfen und man
interessiert sich flr die W’keit, eine gerade Zahl zu wurfeln.

Wir betrachten dazu den Grundraum 2 = {1,2,3,4,5,6} sowie
das Ereignis A = {2,4,6}. Die angenommene Fairness des
Wiirfels flhrt zu einem Laplace’schen W’keitsraum und wir

rechnen: A 3 .
]P) A = ——= — =
(4) ] 6 2
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3 Kombinatorik
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Ad

ditionsregel

Die Kombinatorik ist die Lehre von der Anzahlbestimmung bzw.
vom Abzahlen.

Lemma (Additionsregel)

Sei A eine endliche Menge und es gelte A = Ay U A, mit
A1 NA; = 0. Dann ist |A| = |A| + |Az].
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Multiplikationsregel (I)

Lemma (Multiplikationsregel)

Angenommen, aus k Mengen Ay, - - - , A, werden geordnete
k-Tupel (my, - - - ,my) gebildet, deren j-te Komponente in A; liegt
(ijAj,l S]Sk)
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Mu

ltiplikationsregel (I)

Lemma (Multiplikationsregel)

Angenommen, aus k Mengen Ay, - - - , A, werden geordnete
k-Tupel (my, - - - ,my) gebildet, deren j-te Komponente in A; liegt
(ijAj,l S]Sk)

AuBerdem unterliegen die Komponenten der Einschrdnkung,
dass fir alle 2 < j < k die j-te Komponente m; bei gegebenen

mi, ..., mj_1 genau n; verschiedene Elemente aus A; annehmen
kann, gegebenenfalls
von den vorherigen Komponenten my, . ..,m;_; abhangt.
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Multiplikationsregel (I)

Lemma (Multiplikationsregel)

Angenommen, aus k Mengen Ay, - - - , A, werden geordnete
k-Tupel (my, - - - ,my) gebildet, deren j-te Komponente in A; liegt
(ijAj,l S]Sk)

AuBerdem unterliegen die Komponenten der Einschrdnkung,
dass fir alle 2 < j < k die j-te Komponente m; bei gegebenen

mi, ..., mj_1 genau n; verschiedene Elemente aus A; annehmen
kann, gegebenenfalls
von den vorherigen Komponenten my, . ..,m;_; abhangt.

Sei A die Menge aller méglichen k-Tupel
(unter diesen Voraussetzungen).


http://www.uni-bremen.de

Fachbereich 03
Mathematik/Informatik

Multiplikationsregel (ll)

Lemma (fortgesetzt)

Dann gilt:
k

|A\:Hnj:n1-n2-...‘

j=1

ng
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Permutationen mit Wiederholung

Unter einer versteht man ein Tupel.

Lemma (Anzahl méglicher k-Permutationen von n Objekten mit
Wiederholung)

Sei M eine Menge der Machtigkeitn € N, und sei
A=M = {(my, - ,my) :mj € M firalle1 <j<k}.
Dann ist

A| =: Pe*(n,k) =n-n-...-n=nk k> 1.
—_———
k Faktoren
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Ge

burtstagsparadoxon

Gegeben sei eine Gruppe von k Personen, von denen keine am
29. Februar Geburtstag habe.

Es werde angenommen, alle anderen 365 Geburtstage seien
gleich wahrscheinlich.

Wie grof3 ist dann die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens
zwei der k Personen am gleichen Tag Geburtstag haben? Ab
welchem Wert von k Uberschreitet diese Wahrscheinlichkeit
den Wert 1/27
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Losung zum Geburtstagsparadoxon

Q={(m, - ,m):1<m<365V1 <j<k} = |Q| =365

Sei A := {Alle k Geburtstage sind verschieden}. Dann ist
|A] = 365-364-...- (365 —k+1).

Laplace’scher Wahrscheinlichkeitsraum mit Grundmenge €2

liefert
1 .
1Al T1=o (365 —J) .
P(A — = folglich
(A) Q) T und folglic
[T, (365 — )
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Tabelle zum Geburtstagsparadoxon

k i

2 1/365 ~ 0.00274
5 0.02714

10 0.11695

15 0.2529

20 0.41144

23 0.507297
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Permutationen ohne Wiederholung

Lemma (Anzahl méglicher k-Permutationen von n Objekten ohne
Wiederholung)

Sei M eine Menge der Méachtigkeitn € N, und sei
A={(my,...,mg) :mj e MV1 <j <k, m#m;flri+#j}.

Dannist firl < k < n:

|A| =: Pe(n,k)=n-(n—1)-...-(n—(k—1)) = (n) =

(n—k)!
Firk = n gilt: |A| = n!
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Kombinationen ohne Wiederholung (l)

Unter einer Kombination versteht man ein ungeordnetes Tupel
(Reihenfolge spielt keine Rolle).

Sei M eine Menge der Machtigkeit n € N, und sei
AZ{{I’I’I],-" ,mk}iijMV1 §j§k,mi75mj far l;é]}

Dieses A ist also die Menge der k-elementigen Teilmengen von
M, firl <k<n.
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Kombinationen ohne Wiederholung (ll)

Wir schreiben C(n, k) := |A|.

Jedes Element aus A kann auf k! verschiedene Arten
angeordnet werden. Daher ist

C(n,k) - k! = Pe(nk)= und folglich

n!
k)!

oty {)

Die Zahl (}) heiBt Binomialkoeffizient (sprich: ,,n tber k”).
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Beispiel: Urnenmodell ()

Gegeben sei eine Urne mit n nummerierten Kugeln.
Wir ziehen k (unterschiedliche) Kugeln aus dieser
Urne. Damit ist

Q={{my,....m}:mye{l,... . n} V1 <j<km#m far i #j}

und somit || = (}).

Nehmen wir als Modell den Laplace’schen W’keitsraum mit
Grundraum € an, so gilt fir alle w € Q:

1 1
P({w}) = @ = (Tk)
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Beispiel: Urnenmodell (ll)

Sei nun A = {Kugel j* wird nicht gezogen}, 1 < j* < n. Dann ist

n—1
A|—( ] )
und damit

== ()6 = =

Folglich ergibt sich fur beliebiges j* € {1,...,n}:

P({Kugel j* wird gezogen}) = P (CA) = %
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Kombinationen mit Wiederholung (l)

Sei M eine Menge der Machtigkeit n € N, und sei
A:{Lml,...,mk] :ijMVI §]§k}

Gesucht ist wieder die Mé&chtigkeit |A| von A.
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Kombinationen mit Wiederholung (ll)

Zur Bestimmung von |A| kodieren wir die Elemente von A als
(geordnete) (n + k — 1)-Tupel um. Zu diesen Zweck sei der
Einfachheit halber M = {1, ... n}.
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Ko

mbinationen mit Wiederholung (Il)

Zur Bestimmung von |A| kodieren wir die Elemente von A als
(geordnete) (n + k — 1)-Tupel um. Zu diesen Zweck sei der
Einfachheit halber M = {1, ... n}.

Wir starten mit der Auswahimdglichkeit ,,1” und notieren fir ein
Tupel w = |my,...,m] € A so viele ,,G” (gewahlt)
hintereinander, wie es m; in w mit m; = 1 gibt. Danach notieren
wir ein ,,N” (neues Element). Sodann notieren wir wiederum so
oft ein ,,G” hintereinander, wie es m; in w mit m; = 2 gibt, usw.
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Kombinationen mit Wiederholung (ll)

Zur Bestimmung von |A| kodieren wir die Elemente von A als
(geordnete) (n + k — 1)-Tupel um. Zu diesen Zweck sei der
Einfachheit halber M = {1, ... n}.

Wir starten mit der Auswahimdglichkeit ,,1” und notieren fir ein
Tupel w = |my,...,m] € A so viele ,,G” (gewahlt)
hintereinander, wie es m; in w mit m; = 1 gibt. Danach notieren
wir ein ,,N” (neues Element). Sodann notieren wir wiederum so
oft ein ,,G” hintereinander, wie es m; in w mit m; = 2 gibt, usw.

Istetwan =5k=3undw = [21 1], so fihrt das zum Notieren
von GGNGNNN.
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Kombinationen mit Wiederholung (lll)

Offenbar gibt es sieben (allgemein: n + k — 1) Positionen, auf
die man die drei (allgemein: k) ,,G” platzieren kann. Wir haben
es also mit einer Auswahl von k Platzen aus n + k — 1
Moglichkeiten zu tun.

Also ist
A = C(n+k—1,k)—(n+];_1>
(k-1
a1y ¢k
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Beispiel: Kombinationen mit Wiederholung (I)

Angenommen, Dr. D. wandert nach Thailand aus und eroffnet
dort ein Eiscafé. Leider spricht er so schlecht Thailandisch,
dass er die Bestellungen nicht versteht. Deswegen beschlief3t
er, nur genau finf Sorten Eis anzubieten und dass immer nur
genau drei Kugeln Eis bestellt werden kénnen (wobei nattrlich
Wiederholungen erlaubt sind, etwa "Zwei Kugeln Erdbeer und
eine Kugel Schokolade”).
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Beispiel: Kombinationen mit Wiederholung (I)

Angenommen, Dr. D. wandert nach Thailand aus und eroffnet
dort ein Eiscafé. Leider spricht er so schlecht Thailandisch,
dass er die Bestellungen nicht versteht. Deswegen beschlief3t
er, nur genau finf Sorten Eis anzubieten und dass immer nur
genau drei Kugeln Eis bestellt werden kénnen (wobei nattrlich
Wiederholungen erlaubt sind, etwa "Zwei Kugeln Erdbeer und
eine Kugel Schokolade”).

Er wahlt sodann bei jeder Bestellung rein zufallig (also
gleichverteilt) aus den finf Sorten drei Kugeln Eis aus.
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Beispiel: Kombinationen mit Wiederholung (ll)

Wie grof3 ist unter diesen genannten Voraussetzungen die
W'keit, dass Dr. D. einen Kundenwunsch richtig erfillt?

Dabei spiele die Reihenfolge der gewahlten Sorten keine Rolle,
da das Eis im Becher verkauft wird und die drei Kugeln somit
ohnehin nebeneinander zu liegen kommen.
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Beispiel: Kombinationen mit Wiederholung (ll)

Wie grof3 ist unter diesen genannten Voraussetzungen die
W'keit, dass Dr. D. einen Kundenwunsch richtig erfillt?

Dabei spiele die Reihenfolge der gewahlten Sorten keine Rolle,
da das Eis im Becher verkauft wird und die drei Kugeln somit
ohnehin nebeneinander zu liegen kommen.
Lésung:
Die gesuchte Wahrscheinlichkeit betragt

1 Kn—1)! 3.4 1

= = = — ~2.86%.
C*(n=15k=3) (n+k—1)! 7! 35 ,86%
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Schema zur Kombinatorik

Aus n Elementen werden genau k Elemente ausgewahlt.

Reihenfolge . Wiederholung .
ja nein
beriicksichtigt Pe*(n. k) =n* | Pe(n.k) = %,
unberticksichtigt | C*(n,k) = (") | C(n,k) = (})



http://www.uni-bremen.de

Fachbereich 03
Mathematik/Informatik

Ubersicht

4 Zufallsvariablen

Universitat
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Zufallsvariable ()

Eine Zufallsvariable beschreibt einen Teilaspekt eines
Zufallsexperiments.
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Zufallsvariable ()

Eine Zufallsvariable beschreibt einen Teilaspekt eines
Zufallsexperiments.

Mathematisch gesehen ist eine (reellwertige) Zufallsvariable X
auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P) eine Abbildung
X:Q—R
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Zufallsvariable ()

Eine Zufallsvariable beschreibt einen Teilaspekt eines
Zufallsexperiments.

Mathematisch gesehen ist eine (reellwertige) Zufallsvariable X

auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P) eine Abbildung
X:Q—=R.

Wir bezeichnen die Menge aller Werte, die X annehmen kann,

mit
X =X(Q)={xeR:3weQmitX(w)=x}.
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Zufallsvariable (ll)

Lemma:

Sei X : Q — R eine reellwertige Zufallsvariable. Dann kann die
Kardinalitdt der Menge X = X(Q2) die Kardinalitdt der Menge 2
niemals (bersteigen.

Ist also Q2 hochstens abzahlbar, so ist auch X hochstens
abzéahlbar.
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Die Verteilung einer diskreten Zufallsvariable

Sei (2, A, P) ein diskreter Wkeitsraum und X : Q@ — R eine
reellwertige Zufallsvariable.

Dann ist fir jedes x € X
fx(x) = PX=x)=PH{we Q:X(w)=x})

= > felw),

we:X(w)=x

wobei fp die zu P gehdrige Wkeitsfunktion ist.
Das durch die Wkeitsfunktion fx induzierte W'maf3 auf X heif3t
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Beispiel: Augensumme beim doppelten Wiirfelwurf (1)

SeiQ={1,...,6)>={(i,)): 1 <ij<6}, A=22,

und PP die diskrete Gleichverteilung auf €.

Betrachte die Zufallsvariable X, die gegeben ist durch

X((i,))) = i +j fur (i,j) € Q.

Dannist X = {2,3,...,12} und wir kdnnen die Zahldichte von
X wie folgt berechnen:
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Beispiel: Augensumme beim doppelten Wiirfelwurf (ll)

fx(2)
fx(3)

Jx(7)

P(X =2) =P({(1,1)}) = 5
PX =3) =P({(1,2), 2, )}) = 2 = 7

P<X =7)= P({(1’6)5 (275)v (3’4>7 (4.3), (572)7 (6’ ]>}>
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Beispiel: Augensumme beim doppelten Wiirfelwurf (lll)

Allgemein ist die Verteilung der Augensumme X beim
doppelten Wurfelwurf gegeben durch

6—|x—7|

fx(x) = 36 ,xeX ={23,...,12}.
Wir kénnen eine solche diskrete Verteilung durch ein

Stabdiagramm visualisieren.
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Verteilung der Augensumme X

0.16

W'keit
0.10
|

Universitat
Bremen
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Beispiel: Augensumme beim doppelten Wiirfelwurf (1V)

Offensichtlich ist die Verteilung von X hier keine
Gleichverteilung, obwohl wir mit einer Gleichverteilung auf Q2
gestartet sind.

Man kann also Zufallsvariablen dazu benutzen, um aus einer
gegebenen diskreten Wkeitsverteilung P eine neue diskrete
W’keitsverteilung zu generieren, deren Zahldichte ggfs. vollig
anders aussieht als fp.

Man spricht dabei auch von einer Dichte-Transformation.
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Die Verteilungsfunktion einer Zufallsvariable

Sei X eine Zufallsvariable auf einem W’keitsraum (2, A, P) mit
Wertenin X C R.

Dann heif3t die Funktion Fy, die gegeben ist durch
Fx(x) =P(X <x) firx e &,
die Verteilungsfunktion von X.

Die Verteilungsfunktion von X legt die Verteilung von X
eineindeutig fest.
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Die Verteilungsfunktion einer diskreten Zufallsvariable

Falls X reellwertig und diskret verteilt ist mit Zahldichte fx, so
I&sst sich die Verteilungsfunktion Fx von X aus fx berechnen
vermittels

Vxe X: Fx(x) = Z fx(y)

yeX y<x

Jede Verteilungsfunktion wachst monoton von Null nach Eins.
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Verteilungsfunktion der Augensumme

0.8 1.0
|

0.6

Vifkt

0.2
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5 Binomialverteilung
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Bernoulli-Experiment und -Verteilung (l)

Sei p € [0, 1] eine vorgegebene Zahl.

Wir betrachten ein Zufallsexperiment, dessen Ergebnis
entweder ein "Treffer” oder ein "Nicht-Treffer” sein kann.
Dabei sei die Treffer-W’keit gleich p und damit die W’keit far
einen "Nicht-Treffer” gleich 1 — p.

Wir kodieren den "Treffer” mit der Zahl 1 und den "Nicht-Treffer”
mit der Zahl 0 und modellieren das Experiment wie folgt:
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Bernoulli-Experiment und -Verteilung (ll)

Q=1{0,1}, A =22,
[P wird induziert durch die Zahldichte fp(-|p) mit

D, fallsw =1,

— W, — l_w:
felwlp) =p*-(1=p) {1—p, falls w = 0.

Wir nennen ein Experiment von diesem Typ ein
Bernoulli-Experiment und das W’maf3 P die


http://www.uni-bremen.de

Fachbereich 03
Mathematik/Informatik

Bernoulli’sches Versuchsschema

Sei nun zusatzlich eine Zahl n € N gegeben.

Wir betrachten die Situation, dass das Bernoulli-Experiment mit
Treffer-W’keit p n-mal unabhangig voneinander durchgeflhrt
wird.

Dieses Zufallsexperiment wird als ein Bernoulli'sches
Versuchsschema bezeichnet.
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Modellierung des Bernoulli’schen
Versuchsschemas

Q={0,1}", A=29,
[P wird induziert durch die Zahldichte fp(-|n, p) mit:

fo(wln, p) = piz1®i . (1 — )= Sizi i
Beispielsweise ist furn = 5und w = (1,0,0, 1, 1):
felwln =5,p) =p*- (1 - p)?

Die Produktgestalt der Zahldichte folgt aus der Unabhangigkeit
der Wiederholungen im Bernoulli’schen Versuchsschema.
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Binomialverteilung (1)

Unter einem Bernoulli'schen Versuchsschema mit Parametern
n und p betrachten wir die Zufallsvariable X, die gegeben ist
durch X(w) = > | w; firw € Q = {0, 1}".

X beschreibt also die im
Bernoulli'schen Versuchsschema.

Klarerweise ist der Wertebereich von X gegeben durch
X =1{0,1,...,n}.
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Binomialverteilung (ll)

Die Verteilung von X heif3t
Binomialverteilung mit Parametern n und p,
in Zeichen: Bin(n, p).

Ihre Zahldichte ist gegeben durch
feloln.p) = Px =) =

firxe X ={0,1,...,n}.

Dies folgt daraus, dass es (ﬁ) verschiedene Méglichkeiten gibt,
die x Treffer auf die n Versuche zu verteilen.
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Binomialverteilung mit Parametern n=30 und p=0.2

.
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Blau: Zahldichte von Bin(n = 30,p = 0.2)
Schwarz: Verteilungsfunktion von Bin(n = 30,p = 0.2)
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6 Poisson-Verteilung
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Herleitung der Poisson-Verteilung (1)

Wir betrachten die Binomialverteilung mit Parametern n und p
und nehmen an, dass » gegen unendlich strebt und gleichzeitig
strebt.

Diese beiden Asymptotiken seien derart aneinander gekoppelt,
dass fir jedes n € N die Gleichheitn - p = \ € R qilt.

Mit anderen Worten ist also p = p(n) = \/n.
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Herleitung der Poisson-Verteilung (Il)

Satz:

Bezeichne fgin(:|n, p) die Zahldichte der Binomialverteilung mit
Parametern n und p.

Dann gilt fir jedes feste k € Ny:
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Poisson-Verteilung (1)

Sei A € R+ eine vorgegebene Zahl.

Die Funktion
froisson(:|A) : No— R
k

A
k— fpoisson (k|A) = X exp(—A\)

ist eine Zahldichte auf = Ny.

Die von fpeisson(-|A\) induzierte Wkeitsverteilung auf Ny heif3t die
Poisson-Verteilung mit Intensitatsparameter .
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Poisson-Verteilung (ll)

Die Poisson-Verteilung ist ein Modell flr eine zufallige Anzahl
an eintretenden Zielereignissen innerhalb eines festgelegten
Zahlrahmens, wobei die Eintrittsw’keit beim Einzelereignis klein
ist ("seltene Ereignisse”).

Zum Beispiel kann in der Epidemiologie die zufallige Anzahl an
Neuerkrankungen innerhalb einer festgelegten Zeitspanne und
innerhalb einer festgelegten Zielpopulation bei seltenen
Krankheiten mit Hilfe einer Poisson-Verteilung modelliert
werden.
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Poisson-Verteilung mit Intensitatsparameter lambda=2.5
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Blau: Zahldichte von Poisson(\ = 2.5)
Schwarz: Verteilungsfunktion von Poisson(\ = 2.5)
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7 Geometrische Verteilung
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Herleitung der geometrischen Verteilung ()

Wir denken uns ein Bernoulli'sches Versuchsschema mit
(prinzipiell) beliebig vielen Versuchen.
Somitist Q = {0, 1}N = {w = (w)ien : w; € {0, 1}}.

FUr jeden einzelnen Versuch i ist die Wkeit, w; = 1 zu
beobachten, gleich p € (0, 1). AuBerdem sind alle Versuche
unabhéangig voneinander.

Sei unter diesem Modell die Zufallsvariable X gegeben als die
(zufallige) Anzahl erfolgloser Versuche vor dem ersten "Treffer”.

Mathematisch formalisiert ist

X(w)=min{i :w; =1} — L.
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Herleitung der geometrischen Verteilung (ll)

Klarerweise ist hier ¥ = X(Q) = No.

Wir berechnen die Zahldichte fx(-|p) von X wie folgt.
x(Op) = P(X=0)=p
fX(l‘p) = P(X = 1) = ( ) (erst ein Nicht-Treffer, dann ein Treffer)
f(2p) = PX=2)=(1

(gleich zu Beginn ein Treffer)

p) + P (erst zwei Nicht-Treffer, dann ein Treffer)

fxxlp) = PX=x)=(1-p)"-p,xeNy
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Geometrische Verteilung

Die Verteilung dieser Zufallsvariable X heif3t
geometrische Verteilung mit Parameter p,
in Zeichen: Geo(p).

Der Name kommt daher, dass die geometrische
Summenformel benutzt wird, um nachzuweisen, dass die
Zahldichte sich zu Eins summiert:

> fxlxlp) = p-Y (1—p)
x=0

=0

=
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Geometrische Verteilung mit Parameter p=0.5
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Blau: Z&hldichte von Geo(p = 0.5)
Schwarz: Verteilungsfunktion von Geo(p = 0.5)
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Verallgemeinerung der geometrischen Verteilung

Fragen wir uns nun nach der W’keit, dass
auftritt, wobei r € Nundj > rist.

Dazu missen unter den ersten j — 1 Versuchen genau r — 1
Treffer und genau j — r Nicht-Treffer sein, und zusatzlich muss
der j-te Versuch einen Treffer liefern.

Da die Anzahl der Mdglichkeiten, die r — 1 Treffer auf die ersten
j— 1 Versuche zu verteilen, gleich (/_!) ist, ist die gesuchte
Wahrscheinlichkeit gleich

(Jr: 11> “(1=py™"-p".

(vgl. Kapitel 23 in Henze (2021): Stochastik fur Einsteiger, 13. Auflage, Springer-Verlag)
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