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Eingangsbeispiele zum Erwartungswert ()

Wir betrachten den einfachen Wirfelwurf mit einem
homogenen Wirfel und stellen die Frage:
"Was wirfelt man im Mittel?”

Eine plausible Antwort erscheint der der mdéglichen
Werte zu sein:

35 21 142+43+4+5+6

6 6
> x
XEX
; (1)
|X]

wobei X mit Wertebereich X die Zufallvariable bezeichne, die
das Ergebnis des Wurfelwurfs reprasentiert.
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Eingangsbeispiele zum Erwartungswert (ll)

Wir stellen beim Zahlenlotto "6 aus 49” die analoge Frage:
"Wie viele Richtige hat man im Mittel?”

Anwendung der Formel in (1) mit X = {0,1,2,3,4,5,6}
wirde das Ergebnis 21/7 = 3 liefern.

Dieses ist aber unplausibel, da es unserer Alltagserfahrung
widerspricht.

Wir miissen die Ergebnisse mit ihren W’keiten gewichten!
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Definition: (Erwartungswert diskreter Zufallsvariablen)

Sei X : (22, A,P) — R eine diskrete Zufallsvariable mit
(héchstens abzéhlbarem) Wertebereich X = X(2) C R
und Zahldichte f.

Falls
> xl - P(X = x) < oo, 2)
xEX
so ist der definiert als
EX]:=> x PX=x)=) x-fx(x). (3)
xeX xeX
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Zusatz zur Definition

Fur nicht-negatives, diskret verteiltes X, d. h., X(©2) C [0, c0),
definiert man E[X] € [0, co] auch dann noch durch (3),
falls (2) nicht gilt.

In letzterem Falle ist dann E[X] = cc.

Falls E[X] in R existiert, so nennen wir X integrierbar.
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Beispiele zum diskreten Erwartungswert ()

Erstes Beispiel: Indikatorvariablen
Sei (22, A,P) ein Wkeitsraum und A € A ein Ereignis.
Betrachte die Zufallsvariable X = 14 : Q@ — {0, 1} mit

X(w) 1, fallsweA,
w e
0, sonst.

Dann ist
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Beispiele zum diskreten Erwartungswert (ll)

Zweites Beispiel: Diskrete Gleichverteilungen

Seim = |X| < oo und fx(x) = L fur alle x € X. Dann ist

T m

vgl. das Warfelwurf-Beispiel mit m = 6.
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Beispiele zum diskreten Erwartungswert (lll)
Drittes Beispiel: Binomialverteilungen
Sei X ~ Bin(n,p) mit fx(k) = (})p*(1 — p)"* fur 0 <k < n.
Dann ist

EX] = zn:k@)p"(l —p)' = kizlk<z>pk(l —p)yk

_ ”—1 k—1 —k
= npz T o )

_ n-— k=11 N(n—1)—(k=1)
npk;(k—l)p (1-p) 7

dan—k=(n—1)— (k—1)ist.
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Mit der Indextransformation £ =k — 1 < k = £ + 1 ergibt sich
k=1=/¢=0undk=n=¢=n—1undsomit

n—1
EX] = npz<nzl>pe(l—p)("_”_e
= np

wegen der Normierungsbedingung fir die
Bin(n — 1, p)—Verteilung.

Zusammengefasst: E[Bin(n,p)] =n-p
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Binomialverteilung mit Parametern n=30 und p=0.2
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Blau: Zahldichte von Bin(n = 30,p = 0.2)
Schwarz: Verteilungsfunktion von Bin(n = 30,p = 0.2)
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Erwartungswert stetig verteilter Zufallsvariablen

Aus Analogiegriinden hinsichtlich Z&hl- und Lebesguedichten
ist die folgende Definition sinnvoll.

Definition: (Erwartungswert stetig verteilter Zufallsvariablen)

SeiX : (Q,AP) — X CR eine stetig verteilte Zufallsvariable mit
Lebesguedichte fx, die wir durch fx(x) = 0 fiirx € R\ X fortsetzen.

Falls

/ x| - fx (x)dx < o0 (4)
ist, so definieren wir
E[X] := / x - fx(x)dx.
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Zusatz zur Definition

Gilt X(©2) C [0, 00) und ist die
absolute Integrierbarkeitsbedingung (4)
verletzt, so setzen wir E[X] = oc.

Falls E[X] in R existiert, so nennen wir X integrierbar.
(Dies ist analog zum diskreten Fall.)
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Beispiele zum stetigen Erwartungswert (I)

Erstes Beispiel: Rechteckverteilungen

Sei X gleichverteilt auf dem Intervall [a,
Lebesguedichte fx, gegeben durch fx(x
in Zeichen: X ~ UNI|a, b].

b] C R mit
) = ﬁ A (x), x €R,

Dann gilt:
boox 1/ 1 (v &
X] /ab—ax b—a/uxx b—a<2 2>
= 2(b_a)(a+b)(b—a)
_a+b
= 5
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Rechteckverteilung auf [2, 5]

0.45
1

Dichte

0.30
1

0.25
1

Blau: Lebesguedichte
gestrichelt: Hilfslinien, Grun: Erwartungswert
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Beispiele zum stetigen Erwartungswert (ll)

Zweites Beispiel: Exponentialverteilungen

Sei X exponentialverteilt mit Intensitatsparameter A > 0 mit
Lebesguedichte fx, gegeben durch fx(x) = X exp(—Ax)1jg o) (%)

Dann gilt:
E[X] = )\/ xexp(—Ax)dx.
0


http://www.uni-bremen.de

Fachbereich 03
Mathematik/Informatik

Wir setzen
g(x) = X, h/(x) = eXp(_)‘x)a

so dass .
g/(X) = 17 h(X) = _XeXp<_Ax)7

und erhalten durch partielle Integration, dass gilt:

EX] = A { [—% eXp(—/\x)}:o + % /000 exp(—)\x)dx}

~ ) {o+; {—;exp(—mr} ) {;2} =
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Beispiele zum stetigen Erwartungswert (lll)

Drittes Beispiel: Normalverteilungen

Sei X normalverteilt auf R mit Parametern x und o und mit
Lebesguedichte fx, gegeben durch

fx(x) = : eXp(—l(x_M)z),xeR.

2o 2 o?

Dann gilt:

E[X] = leTm /_Zx-exp <—;<x;2"’>2> dx.



http://www.uni-bremen.de

Fachbereich 03
Mathematik/Informatik

Mit der Substitution
u:x_/L SxX=ou+ i
g
d
a_ l =dx=o0du
dx o
ergibt sich

EX] — leTm /_Z(au—i—,u)exp <—;u2>adu
- \/%/::uexp (—;Lt)du—i—/ exp<—u>d

L)

wegen der Normierungsbedingung fir die (0, 1)—Verteilung.
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Berechnung des Erwartungswerts liber die Verteilungsfunktion

Sei X : (2, A,P) — R eine (beliebige) reellwertige
Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion Fy.

Falls die beiden Integrale
L = / 1 —Fx(x)}dx:/ P(X > x)dx und
0 0

L - / " Py = / " B(X < 1)y

—0o0 —00

jeweils in R existieren, so gilt:
EX]=1 — I

Im Falle von Uberlebenszeitverteilungen ist I, = 0.
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Beispiel: Exponentialverteilungen (revisited)

Sei X exponentialverteilt mit Intensitatsparameter A > 0 mit
Survivalfunktion Sx, gegeben durch Sx(z) = exp (—Ar) fir ¢ > 0.

Dann ist

EX] = 11—/OOOSX(t)dt

= [—;\ exp (—)\t)]
1

T

t=0

Diese Rechnung liefert (selbstverstandlich) das gleiche
Ergebnis wie zuvor, kommt aber ohne partielle Integration aus.
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Rechenregeln fir Erwartungswerte

Seien X, Y, (Xu)nen : 2 — R Zufallsvariablen, deren (jeweilige)
Erwartungswerte in R existieren.

Dann gilt:
a) Monotonie: Ist X <Y, so ist E[X] < E[Y].
b) Linearitat: E[aX + bY] = aE[X] + bE[Y] fUr beliebige a,b € R.
c) o—Additivitat:
SindalleX, >0undistX =} ., X,, so gilt
E[X] = anl E[Xn] -
d) Produktregel bei stochastischer Unabhangigkeit:

Sind X und Y stochastisch unabhangig, so existiert der
Erwartungswert von X - Y und es gilt: E[X - Y] = E[X] - E[Y]
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Beispiel: Symmetrische Verteilung
Eine Zufallsvariable X heif3t symmetrisch um p € R verteilt,
wenn X — pund o — X die gleiche Verteilung(sfunktion) haben.

Angenommen, X ist symmetrisch um . € R verteilt und
E[X] existiert in R.

Dann ist E[X] = p, denn wir rechnen:

EX—p] = Elp-X]
= EX]-p = p-E[X]
—2-EX] = 2.4

—EX] = p
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Ubersicht

2 Momente, Varianz und Standardabweichung
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Erwartungswert einer transformierten Zufallsvariable

Sie X eine reellwertige Zufallsvariable und sei g : X — R so,
dass E[g(X)] existiert.

Dann gilt:

D g(x)-fx(x), X diskret mit Zahidichte fx,

E[g(X)] = { 5"
/ g(x) - fx(x)dx, X stetig mit Lebesguedichte f.
X
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Momente einer reellwertigen Zufallsvariable

Definition: (Momente)
Sei X eine reellwertige Zufallsvariable, so dass E[X¥] € R
fur alle 1 < k < K existiert, fiir ein gegebenes K € N.

Dann heiBt fir1 <k <K
a) my(X) := E[X¥] das k-te Moment von X.

b m(X):=E [(X = E[X})k} das von X.
o) My(X) :=E [|X|*] das k-te absolute Moment von X.
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Varianz und Standardabweichung

Definition: (Varianz und Standardabweichung)

Sei X eine reellwertige Zufallsvariable, so dass E[X¥] € R
fir alle 1 < k < K existiert, fir ein gegebenes K > 2.

Dann heif3t
m(X) = E (X — E[X])?| = Var(X)
die Varianz von X und
SD(X) := \/Var(x)

die Standardabweichung von X.
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Schiefe einer reellwertigen Zufallsvariable

Definition: (Schiefe)

Sei X eine reellwertige Zufallsvariable, so dass E[X¥] € R
fir alle 1 < k < K existiert, fir ein gegebenes K > 3.

Setzen wir E[X] =: p und 0 < SD(X) =: o, so hei3t
X —
ms3 <M> = 0'73 . /"63(X)
(o

die Schiefe von X.
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Wolbung einer reellwertigen Zufallsvariable

Definition: ((Exzess-) Kurtosis)

Sei X eine reellwertige Zufallsvariable, so dass E[X*] € R
far alle 1 < k < K existiert, fiir ein gegebenes K > 4.

Setzen wir E[X| =: p und 0 < SD(X) =: o, so hei3t
X —
my ( M) :0_4-u4(X)

die Wélbung (Kurtosis) von X und my (%) -3
die von X.
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Der Verschiebungssatz
Sei X eine Zufallsvariable mit endlicher Varianz.
Dann ist

Var(X) =
= E[X*] - E’[x],

E (X - E[X])’| = E[X*] - (E[X))?

denn wir rechnen:
E [X*] - 2E [X - E[X]] + E*[X]
= E[x*] - 2E*[X] + E*[X]

= E[X*] - E*[X]

Var(X) =
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Beispiel: Varianz der Bernoulli-Verteilung

Sei X ~ Bernoulli(p).
Dannist X = X,denn 02 =0und 12 = 1.

Damit ist
und folglich nach Verschiebungssatz

Var(X) = p —p* = p(1 —p).
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Beispiel: Momente der Exponentialverteilung

Die Exponentialverteilung Exp(\) besitzt Momente beliebiger
Ordnung und es gilt

k!
my (Exp(X)) = A k€N,
denn:
« (Exp(A / xkexp
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Mit der Substitution

u:)\x<:>x:X
du du
N dr= =
dx - A
ergibt sich
0 Nk
my (Exp(A :/ —) exp(—u)du
() = [ (5) el
1 k!
:—F(k—kl):ﬁ

)\k

nach Definition der Euler'schen Gammafunktion.
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Beispiel: Momente der Normalverteilung
Sei X ~ N (p,0?).

Wir berechnen

E[Xz]:/z \/iaexp< 1(x;“>2>dx

unter Verwendung der Substitution

u:x_M@)x:abH—u
o
d 1
a_ = — = dx = odu.
dx o
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Es ergibt sich (unter Verwendung der Normierungsbedingung
far A/(0, 1) sowie E|JN(0,1)] = 0):

1 e 1
E[X?] = E/ (ou + p)?* exp (2u2) du
1 e 2
= \/j/ o?u® exp (—Mz> du
2
2oupe —— | du
\/271' / TR ExD ( 2 )

\/2?/ 12 exp (—“2) du

\/ﬂ/ u exp( Mz)du—i—,uz (5)
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Sei schlief3lich noch

Wir setzen

und somit ergibt sich durch partielle Integration:

I/t2 oo o0 u2
1= [—uexp (—2>] +/ exp (—2> du =0+ V2m.
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Daher ist die rechte Seite von (5) gleich
o + i = E[X?.
Folglich ergibt sich nach Verschiebungssatz:
Var(X) = E[X?] — E2[X] = ¢°.
Zusammenfassend gilt fir die Parameter der Normalverteilung:

E [N (i, 0%)] = p sowie Var (N (u,0%)) = o?
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Beispiel: Momente der Poisson-Verteilung (l)

Sei X ~ Poisson(\).

Dann gilt (unter Verwendung der Normierung von Poisson(\)):

K K
EX] = Zﬁkexp(—/\)zzﬁkexp(—/\)

k=0 k=1
& )\@Jrl

= 1 _
> it Dexe(=Y
£=0

= )\Z—'exp(—)\):)\
=0
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Beispiel: Momente der Poisson-Verteilung (ll)

Ferner ist
2 N, Ao
E[X°] = Z—'k exp(—\) = Zﬁk exp(—\)

k=0 k=1
O )\ 5

= Z(Hw(uu exp(—\)
=0

= )\Z—'(€+1)exp(—)\)

¢
= ME[X]+1} =\ + A\

Insgesamt ergibt sich also:
Var (Poisson(\)) = E [Poisson(\)] = A
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Rechenregeln fir die Varianz

a) Eine Einpunkt-(Dirac-)Verteilung J, mit Punktmasse 1 im
Punkte a besitzt die Varianz 0 fur beliebiges a € R.

b) Seien X,Y : (2, A, P) — R zwei Zufallsvariablen mit
endlichen Varianzen. Dann ist

Var(X+Y) = Var(X)+Var(Y)£2-E [(X — E[X]) - (v — E[Y])].

c) Unter den Voraussetzungen von Teil b) ist
fir beliebige reelle Konstanten a
und b. Insbesondere ist die Varianz translationsinvariant.
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Ubersicht

3 Kovarianz und Korrelation
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Kovarianz von zwei Zufallsvariablen (I)

Seien X,Y : (2, A,P) — R zwei Zufallsvariablen mit jeweils
endlichen Varianzen.

Dann heif3t
Cov(X,Y)=E[X —-E[X])- (Y —E[Y])] =E[X- Y] — E[X]-E[Y]
die von X und Y.

Ferner heif3t dann

Cov(X,Y)

pXY) = Var(X) Var(Y)

e [-1,1]

der von X und Y.
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Kovarianz von zwei Zufallsvariablen (ll)

Falls Cov(X,Y) = p(X,Y) = 0 gilt, so heiBen X und Y
unkorreliert.

Nebenbemerkung:
Falls Var(X) = 0 oder Var(Y) = 0 gilt, so ist p(X, Y) undefiniert
(und bedeutungslos).
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Korrelation misst den Grad linearer Abhangigkeit

Korrelation = 0, Quantil= 2.2365 Korrelation = 0.5, Quantil= 2.2121 Korrelation = 0.99, Quantil= 2.0133
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Eigenschaften der Kovarianz

Unter den Voraussetzungen von zuvor gilt:
a) Cov(X,X) = Var(X)
b) Cov(X,Y) = Cov(Y,X)
(Symmetrie)
c) Covia+X,b+Y)=Cov(X,Y)
fur alle reellen Konstanten a, b
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Bilinearitat der Kovarianz

Seien X, Y,Z: (2, A,P) — R drei Zufallsvariablen mit endlichen
Varianzen.
Dann gelten:
(i) Cov(aX,bY)=a-b-Cov(X,Y)
fur alle reellen Konstanten a, b.
(it)
Cov(X,Y +Z) = Cov(X,Y) + Cov(X, Z)
Cov(X+Z,Y) =Cov(X,Y) + Cov(Z,Y)
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Unkorreliertheit und stochastische
Unabhangigkeit (1)

Seien X,Y : (2, A,P) — R zwei Zufallsvariablen mit endlichen
Varianzen.

Dann gelten:
a) E[X - Y] = E[X]-E[Y] + Cov(X,Y)
b) Var(X +Y) = Var(X) + Var(¥Y) £ 2- Cov(X,Y)

c) X I Y (also X und Y stochastisch unabhangig) =
Cov(X,Y) =0
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Unkorreliertheit und stochastische
Unabhangigkeit (ll)

Aus der Unkorreliertheit von X und Y kann im Allgemein nicht
auf X 1L Y geschlossen werden.

Betrachte z. B. X ~ N(0,1) und Y = X2. Dann sind X und Y
nicht stochastisch unabhangig, denn es gilt etwa

P(X| < 1,X* > 1) =0 #P(|X| < 1) - P(X*> > 1).
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Nun ist aber E[X] = 0 und E[X?] = Var(X) = 1 und somit

Cov(X,Y) = Cov(X,X?)
= E[X(X*-1)]
= E[X’] —E[X]
= 0-0=0.

Es kann also passieren, dass X und Y zwar unkorreliert, aber
nicht stochastisch unabhangig sind.
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Ubersicht

4 Median, Quantile, Interquartilsabstand
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Median einer Verteilungsfunktion

Sei F eine Verteilungsfunktion auf R. Dann heif3t jeder Wert
Xmed Mit der Eigenschaft

ein Median von F bzw. der zu F gehdrigen W’keitsverteilung.
Falls F stetig ist, so gilt F(xmeq) = 1/2.

Falls F stetig und streng monoton wachsend mit
Umkehrfunktion F~! ist, s0 gilt xmeq = F~1(1/2).
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Median einer isotonen Verteilungsfunktion

1.0

=X
06

Wkeit <:
0.4

0.2

0.0
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Median einer Verteilungsfunktion mit Plateau

1.0
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Median einer symmetrischen Verteilung

Angenommen, es existiert ein . € R, so dass gilt:
VxeR:F(p—x)=1—-F(p+x) (6)
Dann ist . Median von F, denn fir x = 0 liefert (6), dass gilt:

Fp) =
= 2-F(u) =

= F(p) =
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Die Quantilsfunktion

Sei F eine Verteilungsfunktion auf R.
Dann nennen wir die Funktion
F&:0,1] - R
g— F7(q):=inf{x e R: F(x) > q}
die verallgemeinerte Inverse von F bzw. die
Quantilsfunktion zu F.

Falls F stetig und streng monoton wachsend ist, so stimmt F*
mit der Umkehrfunktion F~! tiberein.
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Qu

antile, Median und 50%-Quantil

Fur ein gegebenes F und ein gegebenes ¢ € [0, 1] nennen wir
F*(q) das g-Quantil von F.

Jedes g-Quantil ist eindeutig bestimmt.

Das 50%-Quantil (¢ = 0.5) von F ist ein Median von F.
Falls F stetig und streng monoton wachsend ist, so ist der
Median xmeq(F) von F eindeutig bestimmt und es gilt:

Xmed(F) = F©(0.5) = F~1(0.5)
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Quartile, Interquartilsabstand

Sei F eine Verteilungsfunktion auf R mit Quantilsfunktion F* .

Dann nennen wir F(0.25) das untere Quartil von F und
F*(0.75) das obere Quartil von F.

Ferner nennen wir
IQR(F) = F*(0.75) — F*(0.25)

den Interquartilsabstand von F.

Der Interquartilsabstand von F ist eine Alternative zur
Standardabweichung von F, um die Streuungsbreite der zu F
gehdrigen W’keitsverteilung zu quantifizieren.
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Beispiel: Quantile der Exponentialverteilung

Sei X ~ Exp(\) fur A > 0.

Dann ist die Verteilungsfunktion Fx von X stetig und und streng
monoton wachsend auf R+.

Somit gilt dann F~ = F5 ' und wir rechnen fur
gegebenes g € [0, 1):

Fx(t) = ¢
= Sx(t) = 1—¢q
< exp(—\) = 1—g¢q
log(1 —
e, _ _log(l—g)
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Quartile und Median der Exponentialverteilung

Somit erhalten wir insbesondere:

_ log(4/3)
1
_ log(2)
1
Fepm(05) = ——
_ log(4)
1
Fepu(075) = =5,
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Quantile der Standard-Exponentialverteilung
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Ubersicht

5 Integralungleichungen
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Markov-Ungleichung

Seien (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, X : QO — R eine
reellwertige Zufallsvariable, i : R — [0, c0) eine monoton
wachsende, deterministische Funktion und «a eine reelle
Konstante mit i(a) > 0.

Dann gilt:
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Beweis der Markov-Ungleichung

Wegen i(x) > 0 fir alle x € R ist E [4(X)] > 0.
Damit gilt:

E[h(X)] E [h(X
h(a) -
h(a) -

Division durch h(a) > 0 liefert die Aussage.

E [ [a,00) (X)]
P(X > a).

v v
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Korollar zur Markov-Ungleichung

Setzt man in der Markov-Ungleichung # als die
ldentitat auf [0, c0) an und betrachtet statt X selbst die
Zufallsvariable |X|, so ergibt sich fir a > 0:

E [|X]]

P(X| > a) <
Wahlen wir speziell a = k - E[|X]], so ergibt sich:

P(X| > & E[X]) <
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Beispiel zur Markov-Ungleichung

Angenommen, ein fairer Wirfel wird 60-mal (unabhangig
voneinander) geworfen.

Man gebe eine obere Schranke fir die W’keit an, mindestens
30-mal eine Sechs zu warfeln.

Sei X die zuféllige Anzahl an gewdrfelten Sechsen bei 60
Versuchen. Dann ist X ~ Bin(60, 1/6) und damit
E[X] = 60/6 = 10. Somit liefert die Markov-Ungleichung:

P(X>30) = P(X>3-E[X])

w| = 5

<
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Chebyshev-Ungleichung

Setzt man in der Markov-Ungleichung voraus, dass E [X?] < oo
ist und betrachtet man statt X selbst die Zufallsvariable
Y = |X — E[X]| so erh&lt man fur a > 0:

E |(X - E[x])* -
P(|X — E[X]| > a) < [ S } :va§X)

Oftmals benutzt man fir « ein Vielfaches von SD(X).
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Chernoff-Ungleichung (1)

Seien X1, ..., X, diskret verteilte, stochastisch unabhangige
Zufallsvariablen, so dass fur allei € {1,...,n} gilt:

X,/ <1 und E[X;] =0

Sei nun

S 7ZX und o2 := Var(s ZVar

i=1
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Chernoff-Ungleichung (Il)

Dann gilt fur alle A € [0,20]:

P(S>X-0) < exp(—A?/4),

P(|S 2-exp (—A\?/4)

Ergebnisse dieses Typs nennt man exponentielle
Konzentrationsungleichungen.
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Beispiel zur Chernoff-Ungleichung (I)

Gesucht sei eine obere Schranke fur die W'keit, bei zehn
(unabhangigen) Warfen einer fairen Miinze mindestens
siebenmal das Ergebnis "Zahl” zu erhalten.

Jeder einzelne Wurf kann durch eine Bernoulli(1/2)-verteilte
Zufallsvariable B; modelliert werden, 1 < i < 10. Wir setzen
X; = B; — 1/2,s0dass |X;| < 1undE[X;] = 0 erfillt sind,

1 <i<10.Nunist 3% x; = 321° B, — 5, und daher ist

10 10
P(ZBi27> :P(ZX,22> .
i=1 i=1
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Beispiel zur Chernoff-Ungleichung (ll)

Ferner ist hier

n
o= Var(X;)) =10-0.5-0.5 =25,
i=1

und daher o = Vo2 ~ 1.581.
Somitgilt2 = \-o fir A =2/0 ~ 1.265.

Anwendung der Chernoff-Ungleichung liefert daher die
Abschatzung
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Jensen’sche Ungleichung

Es sei X : (2, A,P) — R eine Zufallsvariable mit in R
existierendem Erwartungswert und 2 : R — R eine
konvexe Funktion, so dass E [A(X)] in R existiert.

Dann gilt:
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Anwendung der Jensen’schen Ungleichung

Sei p > 1 und X eine reellwertige Zufallsvariable, flr die
E [|X|P] endlich ist.

Dann gilt:

Insbesondere ergibt sich fir p = 2:

E*[X] < E [X*] += Var(X) =E [X*] — E*[X] > 0
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