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Uberblick
Teil 2: Der Funktionalitatsaufbau
(Kapitel 6-12)
e Rechner im Uberblick e Kodierung
e Pipelining e Grundbegriffe, Boolesche Funktionen
e Speicher e Darstellungsmoglichkeiten
e Parallelverarbeitung e Schaltkreise, Synthese, spezielle

Schaltkreise
e Addierer, Inkrementer, Multiplexer
e Subtrahierer, Multiplizierer, ALU
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Addierer, Multiplexer und Inkrementer

Subtrahierer, Multiplizierer und ALU
e
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Lernziele

Unterschiedliche Schaltkreise fir die Addition kennen und verstehen
— Halbaddierer, Volladdierer
— Carry-Ripple Addierer
— Conditional-Sum Addierer
— Carry-Lookahead Addierer

Vor- und Nachteile insbesondere in Bezug auf Kosten und Laufzeit kennen und verstehen

Schaltkreise fur Multiplexer sowie Inkrementer kennen und verstehen

Konzept der Schaltkreiskonstruktion kennen, verstehen und anwenden kdénnen
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Wiederholung

Definition (vorzeichenbehaftete Festkommazahl):
Eine Festkommazahld = d,,d,,_4 ...d, ... d_j wird vorzeichenbehaftet wie folgt interpretiert:

* Betrag und Vorzeichen: [d]g, = [d,,d,, 1 do d_ilgy = (=1 Y21 d; - 2
* Einerkomplement-Darstellung: [d]; = [d,d ..do wd_gly = l__kd 2t —d, (2" - 270
» Zweierkomplement-Darstellung: [d], [ et oty d_gly =YL d; 2t —d,2"

Istd,, = 1, ergibt sich [d] zu einem negativen Wert; ist d,, = 0, ergibt sich [d] zu < d > und entspricht der
vorzeichenlosen Interpretation einer Festkommazahl.

Lemma:
Sei a die Festkommazahl die aus a durch Komplementieren aller Bits hervorgeht. Dann gilt [a], + 27%
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Addierer im Allgemeinen

Gegeben:
e Zwei positive Binarzahlena = a,,_q ...ayg, b = b,,_1 ... by

* ein Eingangsiibertrag ¢ € {0,1}

Gesucht:
Schaltkreis, der Binardarstellungs mit< s >=<a > + < b > + c berechnet.

Bemerkung:

Wegen<a> +<b> +c<2-(2"—-1)+1=2""1 -1, geniigen n + 1 Bits fiir die Darstellung
von s, d.h. als Ausgang des Schaltkreises.
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Addierer im Allgemeinen (2)

Definition (n-Bit Addierer):
Ein n-Bit Addierer ist ein Schaltkreis, der die folgende Boolesche Funktion +,, berechnet:
+n: B2n+1 - [Bn+1
(ap—q1, > A0, by_1, ..., by, ) = (Sp, -, So),
sodass< s >=<a > +<b > + cgilt.

Beispiel:
a=1011,b = 0110,c =0

1011 11
+ 0110 +

(@)
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Addierer im Allgemeinen (2)

Definition (n-Bit Addierer):
Ein n-Bit Addierer ist ein Schaltkreis, der die folgende Boolesche Funktion +,, berechnet:
+n: B2n+1 - [Bn+1
(ap—q1, > A0, by_1, ..., by, ) = (Sp, -, So),
sodass< s >=<a > +<b > + cgilt.

Beispiel:
a=1011,b = 0110,c =0

1011 11

+ 0110 t 6
00
1
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Addierer im Allgemeinen (2)

Definition (n-Bit Addierer):
Ein n-Bit Addierer ist ein Schaltkreis, der die folgende Boolesche Funktion +,, berechnet:
+n: B2n+1 - [Bn+1
(ap—q1, > A0, by_1, ..., by, ) = (Sp, -, So),
sodass< s >=<a > +<b > + cgilt.

Beispiel:
a=1011,b = 0110,c =0

1011 11

+ 0110 t 6
100
01
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Addierer im Allgemeinen (2)

Definition (n-Bit Addierer):
Ein n-Bit Addierer ist ein Schaltkreis, der die folgende Boolesche Funktion +,, berechnet:
+n: B2n+1 - [Bn+1
(ap—q1, > A0, by_1, ..., by, ) = (Sp, -, So),
sodass< s >=<a > +<b > + cgilt.

Beispiel:
a=1011,b = 0110,c =0

1011 11
+ 0110 t 6

1100

001



Universitat
£ AGRA

Addierer im Allgemeinen (2)

Definition (n-Bit Addierer):
Ein n-Bit Addierer ist ein Schaltkreis, der die folgende Boolesche Funktion +,, berechnet:
+n: B2n+1 - [Bn+1
(ap—q1, > A0, by_1, ..., by, ) = (Sp, -, So),
sodass< s >=<a > +<b > + cgilt.

Beispiel:
a=1011,b = 0110,c =0

1011 11
+ 0110 t 6

11100

0001
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Addierer im Allgemeinen (2)

Definition (n-Bit Addierer):
Ein n-Bit Addierer ist ein Schaltkreis, der die folgende Boolesche Funktion +,, berechnet:
+n: B2n+1 - [Bn+1
(ap—q1, > A0, by_1, ..., by, ) = (Sp, -, So),
sodass< s >=<a > +<b > + cgilt.

Beispiel:
a=1011,b = 0110,c =0

1011 11

+ 0110 + 6
11100

10001 17
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Der Halbaddierer (HA)

Definition (Halbaddierer):

Der Halbaddierer HA fiihrt die Addition zweier 1-Bit-Zahlen ohne Eingangstibertrag durch. Die zugehorige Boolesche
Funktion ist also beschrieben durch:

ha : B? - B>
(ag, bg) » (51, S0)

sodass< s >=12s;+Sspo=a9+by=<a> +<b > gilt.

Funktionstabelle:

ay by
<a> <b> agbyss sg <s> l
0 0 0000 O S1= o bo 1T |
0 1 0101 1 So = a9 @D by AND XOR
1 O 1 00 1 1 | |
1 1 1 110 2
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Der Halbaddierer — Kosten und Tiefe

Lemma (Kosten & Tiefe eines Halbaddierers):

Die Kosten eines Halbaddieres betragen C(HA) = 2, wahrend die Tiefe depth(HA) = 1 entspricht.

Beweis:
Kosten: Der Schaltkreis enthalt zwei Modulknoten: AND, XOR ay by
Tiefe: Der langste Weg vom Eingangs- zum Ausgangssignal l l ‘

passiert einen Modulknoten (entweder AND oder XOR). |




Universitat
£ AGRA

Der Volladdierer (FA)

Definition (Volladdierer):

Der Volladdierer FA fuhrt die Addition zweier 1-Bit-Zahlen mit Eingangsibertrag durch. Die zugeho6rige Boolesche
Funktion ist also beschrieben durch:

fa:B? - B?
(ag, by, ¢) » (51,50)

sodass< s >=2s;+sp=ag+byg+c=<a> +<b> +cgilt.
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Der Volladdierer (FA) (2)

<a> <b> ¢ agbys; sy <s> ha; hag Gy Dy ¢ ay by ¢
0 0 O 0 0 0O 0 0 0 | |
0 0 10001 1 0 0 HA
0 1 O 01 0 1 1 0 1
0 1 1 0 1 1 0 2 0 1 |
1 o 01001 1 0 1 FA
HA
1 0 1 1 0 1 O 2 0 1
1 1 0O 1 1 1 0 2 1 0 |
1 1 1 1 1 1 1 3 1 0 ‘ ‘
So = Qg @ bO @ C = hao(c, hao(ao, bo)) |
S1= ao-b0+ C-(aoeabo) S]_ S() Sl SO

— ha]_ (ao, bo) + hal (C; haO (aO) bO))
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Der Volladdierer — Kosten und Tiefe

Lemma (Kosten & Tiefe eines Volladdierers):

Die Kosten eines Volladdieres betragen C(FA) = 5, wahrend die Tiefe depth(FA) = 3 entspricht.

Beweis: A bO ¢
Kosten: Der Schaltkreis enthélt fiinf Modulknoten: C(FA) = | |
2-C(HA)+1=5 HA
Tiefe: Der langste Weg vom Eingangs- zum Ausgangssignal |—I
passiert drei Modulknoten (zwei HA, ein OR).

HA

Bemerkung: Obiges Lemma gilt nur fir die ‘ ‘
dargestellte Realisierung eines Volladdierers. SI1 S
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Carry-Ripple Addierer (CRA)

Idee: Umsetzung der Schulmethode

Betrachte klassische schriftliche Addition: Ay q wee oo ag
¢ CR]_ = FA (a, b, C—l) + bn—l ...... bo
¢ CRn = CRn_l(an_l .. aq, bn—l bl, FA(ao, bo, C_1)) C_]_
Sp—q er ees So
Notation:

Der Eingangsiibertrag wird mit c_, bezeichnet, der Ubertrag
von Stelle i nach Stellei + 1 mit ¢;.
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Aufbau eines Carry Ripple Addierers
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Addierereigenschaft des Carry-Ripple Addierers

Satz (Addierereigenschaft des CR):

Der Schaltkreis CR,, ist ein n-Bit Addierer.

Beweis:

Durch Induktion tGber n:

* Induktionsanfang (n = 1): CRy = FA - erflllt.

* Induktionsvoraussetzung: Es gibt ein n € N, sodass der Schaltkreis CR,, ein n-Bit Addierer ist.

* Induktionsschluss: Wenn CR,,_; ein (n — 1 )-Bit Addierer ist, ist CR,, ein n-Bit Addierer.
Beweis: Dafiir zeigen wir, dass CR,,(a;_1, ..., Ag, by—1, ..., by, C—_1) = (Sy, .., Sg) Mit

<s>=<a>+<b> +c_4
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Fortflihrung des Beweises

Wir notieren: s = (s,,, ...,SO),S|n_1 = (s, ..., S1), und analog a, A1, b, b|n_1

Wir kdnnen nutzen:

e« 2-5;+Sg=ag+by+c_qfira b € Bl s € B?(wegenlA), und ¢, = s; (wegen CR-Konstruktion) (*)
* <Sp-1 > =<Qqp-1 > + < bp_1 > +c¢o (wegen der Definition von CR;,_4) (**)

Daraus ergibt sich

<s>=2-<Sp_q > +5g (Binardarstellung) (**)
gz (< aln_1> +<b|n_1> +C0)+SO
:2< aln_1> +2< bln_1> +2'C0+SO (*)

L2 < a|n_1 > +2'<b|n_1 >+a0+b0+C_1
=2-< Ap-1 > tag+ 2 -< b|n—1 >+ by +c_4 (Binardarstellung)

E<a>+<b> +c4
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Der Carry-Ripple Addierer — Kosten und Tiefe

Lemma (Kosten & Tiefe eines Carry-Ripple Addierers):

Die Kosten eines Carry-Ripple Addierers betragen C(CR,,) = 5n, wahrend die Tiefe depth(CR,;)) = 3 + 2(n — 1)
entspricht.

Beweis:

Kosten: C(CR,,)) =n-C(FA) =5n a b )
Tiefe: depth(CR,,) = (n — 1) - (depth(FA) — 1) + depth(FA) = 2(n — 1) + 3 /I/" ,I/n s
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Einige weitere wichtige Schaltkreise:

 Der n-Bit-Inkrementer

* Der n-Bit-Multiplexer
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Inkrementer

Definition (n-Bit Inkrementer):
Der n-Bit Inkrementer inc,, erhdht eine bindre Zahl a um einen Wert ¢ € {0,1}. Die zugehorige Boolesche Funktion ist
also beschrieben durch:
inc,: B"t1 - pnt!
(an_1, ., ag,C) = (Sp, ) Sp )

sodass < s >= Yl 5.2t =Yt a2t +c=<a> +c gilt

Umsetzung:
* n-Bit Inkrementer entspricht einem Addierer mit b; = 0 Vi € {0, ...,n — 1}
* Ersetze Volladdierer in CR,, durch Halbaddierer
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Inkrementer — Kosten und Tiefe

Lemma (Kosten & Tiefe eines n-Bit Inkrementers):

Die Kosten eines n-Bit Imkrementers betragen C(inc,,) = 2n, wahrend die Tiefe depth(inc,) = n entspricht.

Beweis:

Betrachte Konstruktion durch CR,, mit Halbaddierern:

* Kosten: C(inc,) =n-C(HA)=n-2=2n

* Tiefe: depth(inc,) =n - depth(C(HA)) =n-1=n
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Multiplexer

Definition (n-Bit Multiplexer):
Der n-Bit Multiplexer MU X,, wahlt entsprechend eines select-Bits s € {0,1} aus zwei n-bit groRen Eingdangen a, b einen
aus. Die zugehorige Boolesche Funktion ist also beschrieben durch:

sel,: B*"t1 - Bn

(an_1, - ap), fallss =1
(an—1; ey Ao, by_q, ..., by, s) - {(bn_1; » bo),falls =0

Das heiRt, es gilt: (seln(a, b, s))i =s-a;+ s-b;,Vie{0,..,n—1}.
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n-Bit Multiplexer - Umsetzung

an-1 bn—l (0 1) bo 4 b
® P S
— n n
A ® // //
10 S
s oo MUX
| | | |
| | sel

sel,_4 sel,
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Multiplexer — Kosten und Tiefe

Lemma (Kosten & Tiefe eines n-Bit Multiplexers):

Die Kosten eines n-Bit Multiplexers betragen C(MUX,,) = 3n + 1, wahrend die Tiefe depth(MUX,,) = 3 entspricht.

Beweis:
Betrachte Konstruktion durch n-fache Wiederholung eines MU X} :

* Einfacher MUX:
— Kosten: C(MUX;) =2+ 1+ 1 =4 (zwei AND, ein OR, ein NOT)
— Tiefe: depth(MUX,) = 3 (iber NOT, AND, OR)

e Kosten:C(MUX,,) = 3 - n + 1 (n Berechnungen von sel;, ein NOT fir s)
* Tiefe:depth(MUX;) = 3 (unabhangig von n)
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Rlickkehr zum Addierer — geht das auch kostenglinstiger?

Lemma (Untere Schranken von Addierern):
Die Kosten eines n-Bit Addierers betragen mindestens die doppelte Bitanzahl, d.h. C(+,,) = 2n. Die Tiefe eines n-Bit

Addierers betragt mindestens den Logarithmus, d.h. depth(+,,) = logn + 1.

Beweis:

n-Bit Addierer kdnnen als Binare Baume mit 2n + 1 Blattern gesehen werden.
e Kosten: Binare Baume mit 2n + 1 Blattern haben 2n innere Knoten (siehe Foliensatz 10).

* Tiefe: Bindre Baume mit 2n + 1 Blattern haben eine Tiefe von [log2n + 1| > logn + 1

Ab jetzt: n = 2k
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Conditional Sum Addierer (CSA)

Idee: Nutze Parallelverarbeitung, um Tiefe
zu reduzieren!

Betrachte klassische schriftliche Addition: Ap—1 - Apy20n/2-1 - Qg
* Aufteilung ,in der Mitte” + bp_1bynjabnsa_q .. b
— Untere Halfte fur c_, berechnen Cn/2-1 C_q

— Obere Halfte fir ¢, /o1 = 0und ¢y /1 =

Sn_l nmn Sn ZSn 2_1 ann SO
1 berechnen / /

* Rekursiv wiederholen
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Schaltbild des CSA

a, by a, b,
- - - -
* Ein CSA, enthalt drei CSA, n2 1 n27} n21 n27]
* ay, by, sind die n/2 héchstwertigen !
Bits —1 —0 —C1
* a;, b; sind die n/2 niederwertigen Bits CSA, ), CSA,/, CSA,/,
. CSA, = FA
m/2)+171T A m/2)+1 ¢
1 0
MUX
| //n/Z
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Conditional-Sum Addierer — Kosten und Tiefe

Lemma (Kosten & Tiefe eines Conditional-Sum Addierers):
Die Kosten eines Conditional-Sum Addierers betragen C(CSA,,) = 10 - n'°83 — 3n — 2 € O(n'°83), wihrend die Tiefe

depth(CSA,) =3 -logn + 3 € O(logn) entspricht.

Beweis:

Beweise folgen auf den nachsten Folien, aufgeteilt auf mehrere Lemmata.

Bemerkung:

Man kann die Idee des CSA fortfliihren, indem stets
beide Summen berechnet werden (Two-Sum Addierer).
Dann bleibt die Tiefe in O(log n) , wahrend die Kosten
sich auf O(n log n) reduzieren.
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Conditional-Sum Addierer - Tiefe

Lemma (Tiefe eines Conditional-Sum Addierers):

Die Tiefe eines CSA,, liegt in O(logn).

Beweis:

* n=1: depth(CSA,) = depth(FA) = 3

* n>1: depth(CSA,) = depth(CSAn) + depth(MUXn 1)
= depth(CSAn) + 3
= depth(CSAn) +3+3
= depth(CSAn) +3+3+3

= depth (CSA£)+3-k
2k
=3+3-k=3logn+3 € 0logn)
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Conditional-Sum Addierer - Kosten

Lemma (Kosten eines CSA-Addierers):

Die Kosten eines CSA,, liegen bei C(CSA4,) = 10 - n'°83 — 3n — 2.

Beweis:
« n=1: C(CSA)) =C (FA) =5
* n>1:C(CSAy) = 3- C(CSAn) + C(MUXn,,) C(MUX,) =3n+1 -

n C(MUXn =3(ﬁ+1)+1
:3-C(CSA%)+3-E+4 ( §+1) >
=3-~+4

* Es entsteht ein Gleichungssystem der Form: f(n) = a - f (g) +gn),f(1)=c
« Betrachten nur n = b¥, fiir die Lésung des Gleichungssystems




Universitat
£ AGRA

Losung des Gleichungssystem - Herleitung

Lemma (Gleichungsystem):

Seif:N->Nmitf(1)=c,f(n) =gn) +a- f(g). Dann gilt fiir alle n = b*: f(n) = Zﬁ%"n_l at-g (ﬁ) + qlogk™ . ¢

bl
fFo) =g +a-f(3) (1
=g(n)+a°g(%)+a2-f(:_2) () f(g)=g(%)+a-f(ﬁ)
=g +a-g(3)+ar g(p)+a* £ ()
:g(n)+a.g(%)+a2-g(%)+---+ak_1-g(%)+ak-f(%) (2) (2) f(%):f(l):c,n=bk
~1
=) atg () +ak e ENE) n = b
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Conditional-Sum Addierer - Kosten

Lemma (Kosten eines CSA-Addierers):

Die Kosten eines CSA,, liegen bei C(CSA4,) = 10 - nl°83 —

AGRA

3n — 2.

Beweis (Fortsetzung) :
+ C(CSA;) = 5; C(CSA) =3 C(CSAn) +3 -2+ 4
2
* Gleichungssystem: f(n) =a- f (%) +gn), f(1) =c
« Firn=>b*a=3b=2, ,g(n)=;n+4:

f) = 32" al g () +aboen .

1082711 3 n log, n .
=32%n 130 (2.2 1 4) + 31082

— 5 .nlog3 )

=10 -nl°83 —-3n -2

glogn _ (zlogz 3)log2n _ (Zlogz n)logz g _ nlog3
. 103—131 ~ 310gn_1_2 log 3 ,

e - 3—1 T

1=0
logn
logn —1 ; 3

3 ogn 3 1_3 (7) —1_3 log3 _ 3

2" Z 2) T2 G)-1 o T en
=0 2
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Carry-Lookahead Addierer (CLA)

Ziel: Naher an untere Schranken — lineare Kosten
und logarithmische Tiefe

Idee: Nutze parallele Prafixberechnung fir

Ubertrige
Betrachte klassische schriftliche Addition: Apyq eee e Ao
* Problemreduktion auf schnelle Berechnung der + by_1 .. ... by
Ubertrage Chi v C_1

* Sind ¢y, ..., g bekannt, so ergibt sich:
S; = Qi @ bi @ Ci—1 Vi € {0, e, N — 1}
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Parallele Prafix-Berechnung - Definition

Definition (Parallele Prafixfunktion):
Sei M eine Menge, o: M X M — M eine assoziative Abbildung. Dann heiRt die Funktion PP*: M™ - M™,y; = (x; 0 -++ o

xo) Vi € {0, ...,n} parallele Prafixfunktion.

Beispiel: X X0
e Sei die assoziative Abbildung durch ein besonderes ‘ ‘

Schaltkreiselement abgebildet
 Firn = 2, Realisierung folgendermalen O '_.
* Man mache sich die Assoziativitat von o zunutze — O

siehe nachste Folie ‘ |

V1 Yo
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Funktionsweise der parallelen Prafixberechnung (1)

e Seiim Folgenden:n = 2%,i € {0, ..., (g) — 1}
* Ungerader Index: Gerade Anzahl an Prafixen
Y2i+1 = X2i41°X2{° " °X1 °Xg
= (X2i4+1° X2i) © =+ © (X1 °© Xp)
e Gerader Index: Ungerade Anzahl an Prafixen
Y2i = X2i°*°X1°Xg
= X © (X241 © X2i-2) © == © (X1 © Xo)
« Zusammenfassung benachbarter Paare: x; = Xx3;,.1 © Xy;
Y2i+1 =x{O;--ox(') =y’z’ ,
Y2i = X2i ®Xj_1 °°°Xg = X2i °YV2i-1 = X2i ° Vi-1

Yo = Xo
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Vereinfachte Beschreibung des Vorgehens zur Realisierung von P,

1. Fasse jeweils benachbarte Paare x,;, 1, Xp; ZUsammen: X; = Xyj,q1 © Xp;

2. Benutze Schaltkreis Pn mit Eingaben x;:

2
!

Y(:) =x9 , = X1 °Xp = V1

Y1 = X1°Xg = (x3 °x3) ° (x1 ° xq) = Y3

% =xéox{°x6 = (x5 0x4) o (x30°x3) °o(x1°%x9) =5

Yﬁ_l — x,%_l O 0 x6 = (Xp_1°Xp_p) oo (X1 °%)) =Yn_1
2

3. Erganze die fehlenden y,;:
Yai = Xzi © (Xgi-1 © -0 X0) = X2 © Ypi-1

Yo = Xo
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Schaltkreis P,

An-1  Xn-2 X3 X2 X1 X0
| R
O O O

Xnj2-1 | Xy | Xo |

Pn/z
3’1'1/2—1 —1 4! |—l3’(’)
O O

Yn-1 Yn-2 Yn-3 )’3 372 Y1 370
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Parallele Prafixberechnung — Kosten und Tiefe

Lemma (Kosten und Tiefe von P,,):

Sei P, der parallele Prifixberechner fiir n-bit Eingaben zu einer assoziativen Verkniipfung o, und n = 2*. Dann gilt
C(P,) < 2nunddepth(P,) <2logn—1.

Beweis:
n = 2% d.h. C(P) < 2¥*1 depth(P,) < 2k — 1
* Kosten:
— Induktionsanfang (k = 1): C(P&) = 1 (siehe Beispiel)
— Induktionsschluss (k — 1 = k): C (Pozk) <C (ng_l) + 2k=1.2 < 2k 4 2k = pk+1
* Tiefe:

— Induktionsanfang (k = 1): depth(PZ) = 1 (siehe Beispiel)
~ Induktionsschluss (k — 1 > k): depth (PZ*) < 2+ depth (P3" ") < 2+ 2(k —1) — 1 =2k — 1
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Carry-Lookahead Addierer (CLA)

Ziel: Naher an untere Schranken — lineare Kosten
und logarithmische Tiefe

Idee: Nutze parallele Prafixberechnung fir

Ubertrage
Ap—1 - aj+1aj - Aidi—q ... Qg
Betrachte klassische schriftliche Addition: bp-1 - bj11bj .. bibi—y ... b
. C;i .. ...Cj_
* Problemreduktion auf schnelle Berechnung der 1 =1
Ubertrage Sn—1 -+ Sj+1Sj -+ SiSi—1 - S0

* Sind ¢y, ..., g bekannt, so ergibt sich:
S; = Qi @ bi @ Ci—1 Vi € {O, e, N — 1}
* Betrachte Gruppen von Bits (i bis j)
A
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Schnelle Berechnung der c;_4

Betrachte Stelleni bisj, i < j.
Fur Belegungen von (a; ... ai) und (b; ... bi) kdnnen genau drei Falle auftreten:
* ¢; = 1 unabhangig von ¢;_4 (also flrc¢;_; = 0und ¢;_; = 1)
Sprechweise: Stellen i bis j generieren einen Ubertrag
°Cj=1®Ci_1=1
Sprechweise: Stellen i bis j propagieren einen Ubertrag
* ¢; = 0 unabhadngig von ¢;_4 (also flrc¢;_; = 0und ¢;_; = 1)

Sprechweise: Stellen i bis j eliminieren einen Ubertrag
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Propagations- und Generationsfunktionen

Definition (Ubertragsberechnung):
Seienn,i,j € N,i < j < n. Dann seien die Funktionen

gj::B? > Bmit g;;(a,b) = {1,Stellen [ bis j generieren Ubertrag

d
0, sonst un
p; ;B2 > Bmitp;;(a,b) = {LSte”e" L bis ] Opr;’f;ime" L

Bemerkung:

Die Funktionswerte hangen nur von den Stellen (q; ... a;) und (bj ... b;) ab.
Es gelten folgende Eigenschaften:

pii(a,b) = a; @ b; und g;;(a,b) = a; - b,
e FUri<k<j:
* Dji (a,b) = pk,i(a: b) 'pj,k+1(a: b),
gji(a,b) = gjr+1(a,b) + (gki(a,b) - pjk+1(a, b))
* Ci=Jio T Pio" C-1
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Anwendung auf Additionsproblem

Lemma:
Seien g;i,pj, die Generations- und Propagationsfunktion, seien weiter a,b € B",c_; € B. Dann ist fiir die Berechnung

vons € B"" ! mit<s>=<a> +<b > +c_; nurdie Berechnung von Ji 0, Pio hotwendig.

Beweis:
c 5i=a;Db;®cii1 =0 D(gi_10+Pic10C-1)
®* Sp =Cn—1 = Y9n-1,0 + Pn-10 " C-1
* So=0a9 D by D c_4 =P0,0€BC—1
Aber: Um die parallele Prafixberechnung

anwenden zu kdnnen, braucht man noch
einen assoziativen Operator o!
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Der Operator o

Definition (c-Operator):

Sei M = (By,)* . Dann ist o: (By,,)* X (Bap)? = (Bzy)* mit (g, p2) © (g1,p1) = (g2 + (g1 - P2), P1 - P2) ein assoziativer
Operator.

Beweis:

Nachrechnen unter Verwendung der Gesetze der Booleschen Algebra.

Eigenschaften:

* Die zweite Eigenschaft der Generierungs- und Propagationsfunktionen lasst sich jetzt umschreiben zu:
(.gj,irpj,i) = (gj,k+1»pj,k+1) ° (gk,i:pk,i)

e Zusammen mit der Assoziativitat ergibt sich: (gi,o»Pi,o) = (gi,i,pi,i) 0 :::0 (gl,l,pl,l) o (go,o,po,o)
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Assoziativer Operator: Kosten und Tiefe

Lemma (Kosten und Tiefe des o- Operators):

Die Kosten des o-Operators betragen C (o) = 3, die Tiefe betragt depth(o) = 2.

Bewels: g D di D1
(siehe Schaltbild der Basiszelle) { |
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Parallele Prafixberechnung auf assoziativem Operator

Lemma (Kosten und Tiefe von P,, iiber o):
Die Kosten der parallelen Prafixberechnung Gber dem assoziativen Operator betragen C(Pn(O)) < 2n-C(o) = 6n.Die

Tiefe betragt depth(Pn(O)) =(2:-logn—1):-C(c) =4-logn — 2.

Beweis:

Kombination der Lemmata zu Kosten und Tiefe von P, und o.
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Gesamtschaltkreis
bp—1 an_q by ag €1
In-1n-1 | Pn-1n-1 91,1 | P11 Yo,0 | Po,o
P
Pn-1,0 "

In-1,0 ‘ 91,0 |p1,0 Jo,o |P0,0
| —? —? ?

| | |

|
L e
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Carry-Lookahead Addierer — Kosten und Tiefe

Lemma (Kosten und Tiefe des Carry-Lookahead Addierers):
Die Kosten des Carry-Lookahead Addierers betragen C(CLA,,)) < 6n + 2n + 3n = 11n. Die Tiefe des Carry-Lookahead

Addierers betragt depth(CLA,) < 4logn —2+1+3 =4logn+ 2.

Beweis aus Herleitung
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Addition von Zweierkomplementzahlen

Definition (vorzeichenbehaftete Festkommazahl):
Eine Festkommazahld = d,,d,,_4 ...d, ... d_j wird vorzeichenbehaftet wie folgt interpretiert:

* Betrag und Vorzeichen: [d]g, = [d,,d,,— do d_ilgy = (=1 Y21 d; - 2
* Einerkomplement-Darstellung: [d]; = [d,dj—1 ... dgy ...d_i]; = l__kd 2t —d, (2" — 278
» Zweierkomplement-Darstellung: [d], [ _qedy..d_pl; =YL d; 2t —d,2"

Istd,, = 1, ergibt sich [d] zu einem negativen Wert; ist d,, = 0, ergibt sich [d] zu < d > und entspricht der
vorzeichenlosen Interpretation einer Festkommazahl.

Addition erfolgt also wie folgt:

n—1 n—1 n-1
[a], + [b], = (—a,2™) + (—b,2™) + a;2'+ Y b2t =(—(a, +b,) 2™+ > (a;+b;))2! = [a + b]
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Nutzen von (n + 1)-Bit Bindaraddierern

Idee: Zur Addition von (n + 1)-Bit Zweierkomplementzahlen kann man (n + 1)-Bit-
Bindraddierer benutzen.

Erinnerung: Addition ist nicht abgeschlossen — Uberlauf!

Behauptung: Der Test, ob das Ergebnis durch eine (n + 1)-Bit Zweierkomplementzahl
darstellbar ist, d. h. ob das Ergebnis aus R, = {—2",...,2" — 1} ist, lasst sich
zuruckfihren auf den Test ¢,; = ¢,;—1.
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(n+1)-Bit Addierer

a, b, a, b, C_1
ADDy 44
Cnl |Cn—1 ‘ ‘ ‘
D Sn Sn-1 S0
.
Uberlauf
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Uberlaufstest bei Addierern

Satz (Uberlauftest bei Addierern):
Seiena,b € B"",c_; € {0,1}und s € {0,1}**"!, sodass < (¢,,s) >=<a > + < b > +c_;. Dann gilt:

* [a]z + [b]z +Cc 1 €ER, Sy =0Cpg
* lal; +[bl; + c_1 ER, = [al; + [bl; + ¢y = [5]

(ohne Beweis)

Steht c,,_1 nicht zur Verfiigung (z.B. CSA),
so kann man den Uberlauftest

lal, + [b], + c_1 € R,, & a,, = b,, # s,
verwenden.

s
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